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434. Происхожденіе мнимыхъ количествъ. Мы видъли, что извяеченіе корня 
привело къ открытию двоякаго рода новыхъ величинъ-—несоизмљримыл» и мни- 


мылъ. Оъ величинами перваго рода мы уже ознакомились; переходимъ къ изу- 
ченію величинъ втораго рода — мнимыхъ. 


Пусть требуется извлечь /— 49; очевидно, что по абсолютной величинћ 
этотъ корень равняется 7; но онъ пе можетъ быть равенъ ни --7, ни — 7, 
ибо и (--7)* и (—7)* даютъ --49. Такимъ образомъ, квадратный корень изъ 
отрицательнаго числа не м. б. выраженъ никакимъ положительнымь и никакимъ 
отрицательнымъ числомъ. Къ тому-же заключено придемъ и относительно \/— 81, 
У— 17, вообще относительно */— ах". Итакъ, вообще: корень четной степени 
изъ отрицательнаго числа не м. б. выраженъ ни положительнымъ, ни отрица- 
тельнымъ числомъ, и представляеть ноэтому новый разрядъ величинъ: ихъ на- 
зываютъ мнимыми, въ отличіе отъ обыкновенныхъ положительныхъ и отри- 
цательныхъ чиселъ, называемыхъ дъйствительными. 

435. Приведеніе мнимаго количества къ виду а.//— 1. — Веякое мнимое ко- 
личество приводится въ зависимость отъ простъйшаго мнимаго выраженія: /—1. 
Въ самомъ дълЪ, имя мнимое выраженіе / — 49 и разложивъ — 49 на мно- 


жители 49 Х — 1, а затмъ примфнивъ правило извлеченія корня изъ произве- 
денія, послфдовательно засаб 


М 49—090 = 1 — (49 х1 — -7./— 1; и вообще 
в = 2—1 == 1—6 4/1 - 
о Я 





2 4 2 


Отсюда видно, что веякое мнимое количество можно прёдетавить подъ впдомЪ 
произведенія изъ /—1 на икоторое положит. или отрицат. (воизмфримое или 
несойзи.) число; слёд. мнимое число составляется изъ /—1 точно такимъ же 
образомъ, какъ дЪйствительное число изъ положительной или отрицат. единицы. 
Поэтому /—1 разематриваютъ какъ пфкоторую новую, особаго рода, единицу, 
и называютъ ее мнимою единицею. Гаусс» предложилъ обозначать ее буквою ғ. 
Знакъ # Коши называть ключем. 

Такимъ образомъ, вмъсто 5,/— 1 пишутъ 5%; выфото = а/— 1 пишуть == аќ. 

436. Общ видъ всякаго числа. — Мнимое выраженіе вида с -|- 22, с0сто- 
ящее изъ дЪйствительной части @ и чистаго мнимаго члена 52, называетея ком- 
плекснымь количествомь (т. е. составнымъ) или просто комплексом; въ немъ 
аи 6 — дЪйствительныя количества, причемъ 6 называется коэффиціентомъ 
при мнимой единиц. Два комплексныя количества: а |- № и а—6, различа- 
ющіяея только зваками коэфоищента $, называются соиряженными. 

Комплексное количество есть самая общая Форма чиселъ: въ немъ заключа- 
ются дЪйствительныя и чистыя мнимыя числа какъ частные случаи. Въ самомъ 
дъа, полагая 6—0, получаемъ дЪйствительное количество о; полагая же а==0, 
находимъ чистое мнимое количество 65. 

Модуль. —Абеолютная величина квадратнаго корня изъ суммы квадратовъ 
ДЪйствительной части и коэФоишента при мнимомъ знак% +, т. е. Ма 5°, 
наз. модулемь комплекенаго выраженія. Такимъ образомъ: 
модуль комплекса 3-- 44 равенъ \/3*-- 4 5; 
модуль комплекса 7 — 85 равенъ 4/7 -Р 8° /113. 

Если въ выраженіи а-- положить $ —0, то комплекеъ дасть дЪйстви- 
тельное количество а; модуль же обратится въ уа? — а, т. е. модуль дъйстви- 
‚ тельнато количества равень ею абсолютной величин. | 


437. Степени $. — Прежде всего мы должны раземотрћть возвышене въ 
степень мнимой единицы 2. 


1. — Очевидно, 01 (/—1)'= 1. 

9.— 0 (ү/— 1)*; нахожденіе результата можеть повести въ данномъ слу- 
чаъ къ нкоторымъ недоразум%ніямъ, и потому требуеть разъясненія. По 
опредъленію корня имфемъ (/— 1) — 1; еъ другой стороны: (/—1)*= 
М— 1.ү/— 14-121; спрашивается, что же брать для #2: — 1, или 1? 
Безу разъяснилъ это недоразум не, замфчая, что когда мы не знаемъ происхожденія 
подкореннаго количества въ Форму ү/а2, то должны брать дая корня двойной 
звакъ, т. е. полагать ү/а? = + а; но когда знавмъ происхождене подкореннаго 
количества, т. е. знаемъ, получилось-ли а? отъ умноженія (-- @)(-- а), или же 
отъ умноженя (— 0)(— а), то корень слЪдуетъ брать съ однимъ знакомъ: въ 
первомъ случа съ -|-, во второмъ съ —. Әтотъ случай, очевидно, относится 
къ выраженію (/— 1) — /—1./—1==/С-1)*= 4-1: зд%сь подкоренное 
число —-1 получилось отъ возвышенія въ квадратъ — 1, а не --1, а потому 


для У-Е1 въ данном» случаь надо брать значеніе: — 1. Этимъ всякое недора- 
вумфнів устранено. Итакъ, 22 — 1, 


МИБ: реа 


3. — 0 2=412,42= — 1./— — (1, или — 4. 
саса 
Возводя затъмъ $ въ слъдующія высшія степени, найдемъ прежнія значенія 
степеней. Такъ: 6. 
б==00= 10-0 ИИ =--1.—1=—1 = 
Вий = Тит. д. 
Можно доказать, что и при дальнъйшемъ увеличеши показателей будуть 
періодически повторяться все тф же четыре значенія степеней, т. е. --1, —1, 
* —ти 1. Въ самомъ дълЪ, по отношению къ дфлителю 4 вс цёлыя числа 
можно разбить на четыре группы: 1) числа, дълящіяся на 4 безъ остатка; 2) 
числа, дающія при флеши на 4 въ остатк 1; 3) числа, дающія при дфлеши 
на 4 въ остаткъ 2; 4) дающія, при дЪлителъ —4, остатокъ 3. Ве® они заклю- 
чаются, поэтому, въ четырехъ Формулахъ: 40, 4в |1, 40 -|- 2, 45| 3, тд я — 
какое угодно цфлое положительное число. 


Давая показателю каждую изъ этихъ четырехъ Формъ, получимъ послћ- 
довательно: 


= (-1)==-рһ1. 

2.— 94—14 —-$. 

3. м — 1. —1=— 1. 

4. бн "1-1. = 6, 

Отсюда заключаемъ: вењ четныя степени 1 дъйствительны, и равны: -|- 1, 
кода показатель есть число кратное 4, и — 1, кода четный показатель 
не дълится безъ остатка на 4; всъ нечетныя степени і мнимы, и равны: 


-1, кода показатель при дълени на 4 даеть остатокь 1, и — і, кода 
при дълени показателя на 4 получается остатокъ 3. с 


Напр., при д%леніи 17 на 4 остатокъ =1, елд. 4" -|-?, ит. д. 
438. Творвмд.— Чтобы комплекс» а--№1 равнялся нулю, необхо- 


димо и достаточно, чтобы дъйствительная часть и коэффиціентњ 
при і равнялись нулю, т. е. чтобы &—0 и  — о. 


Въ самомъ дл, равенство а«-- &==0 даетъ а = — 04, откуда, возвышая 
обв части въ квадратъ, и замфчая, что 
4 = — 1, имћемъ: а2 == 0°, — 1, или а = — Ь°, откуда а*-- 5—0. 


Но сумма квадратовъ двухъ дъйствительныхъ количествъ о и б тогда толь- 
ко можеть равняться нулю, когда каждое количество отдЪлено равно нулю; сл. 
ас=0 и Ь=0. 

Обратно, если а=0 и 5 = о, то оба члена комплекса обращаются въ о, и 
сад. а-|- 9—0, 

439. ТЕОРЕМА. — Чтобы два комплекса были равны, необходимо 
и достаточно чтобы дъйствительныя части и коэффишенты при і 
были отдъльно равны между собою. 


ес БЕ 


Въ самомъ иВлЪ, изъ ‘уравненія 


а = -- 
по перенесени вебхъ членовъ въ первую часть и по вынесенія $ за скобки, 
пмћемъ 


(а — а) -|- (© — В =, 
откуда по предыдущей теоремъ имћемъ: 
а —а==0 и 6-60, ии а=а и 5—6. 


Сл%д., сказанное үсловіе необходимо. Оно и достаточто, ибо при а= х и 
0 = 8 оба комплекса становятся тождественными, 


Д%йствія надъ комилеєсными выраженіями. 


440. Условивщись правила, найденныя нами для дЪйствій надъ дЪйстви- 
тельными количествами, распространять и на мнимыя, мы придемъ къ тому 
замфчательному выводу, что результоть всяколо дъйствя надь комплексами 
приводить къ выраженіямь тою же вида. 


1. Сложеніе. Пусть требуется сложить а--% съ в-|- 4. Прилагая сюда 
правило сдоженія дйствительныхь количествъ, найдемъ: (а -|- 5) -|- (с -- 41) = 


==0-- 04-с 4; или, перемняя порядокъ членовъ и выводя $ за скобки, 
получимъ: 


(44-0) 4-(с4|- 4) = (а) + (0 4- 0)., 
выраженіе того же вида какъ и слагаемыя. 
Примър%. (5 4 47) 4- (—7— 9) =—2— 54. 


Примњчаніе. Сумма двухъ сопряженныхъ комплексовъ есть величина дЪй: 
ствительная; въ самомъ дъд%: 


(а-ы) 4- (а — 0) = да. 
8. Вычитаніе. Вычитая с-|- 24 изъ а -|- 6, имфемъ 
(44-60) — (64-0) а-ы с (0—0) (Ь— 0), 
выраженіе того же вида, что и данныя. 


3. Умноженіе. Прим%вяя правило умноженія многочленовъ, данное для дъй- 


ствительныхъ количествъ, и замфчая, что == — 1, найдемъ: 
(«-- 5) (е-- 98) = ас Р-Р ав ай = ас | 60 4|- а — Ба = (ас — 04) -|- 
4 (0-4 аа), 


выраженів того же вида, какъ и сомножители. 


Такъ какъ произведевіе двухъ комплексовъ есть выражеліе того-же вида, 
то, умноживъ это произведеніе на третій комплекеъ, получимъ снова выраженів 


комплексной Формы и т. д. Олд. теорема справедлива для какого угодно числа 
мнимыхъ множителей. 


Примъръ. (3-52) (4 — 78) =12 -|- 205 — 2174-35 =47 — . 


Че 


Примъчане. Взявъ сопряженные комплексы, имфемъ: 
(а-- 8) (а— Ы) = — Виий—ий-Е м, 
т. е. произведеніе двужь сопряженныхь комплексовь есть дъйствительное по- 
ложительное количество, равное квадрату иль общело модуля. 


4. Деленіе, Пусть требуется раздлить а-- № на с-- 07. Изображая частное 
въ вид дроби, имћемъ 
а-- в. 
с 4 
Дая увичтоженія мнимости знаменателя, множимъ числителя и знаменателя 
па!с— 0 (выражен, сопряженное съ знаменателемъ), и находимъ послфдовательно: 


а4- ы (8--0)(с — 0) (асе -- Ъа) 4 (6с — аа): _ ас 54 , Бс — ай 














с (4-0) б) с-а? — аа т 4-48 е 
10-{- 158 __ (104 150(1— 9040—51. „ 
ПримъРъ. га; = Е = —8— 4. 


5. Возвышене въ степень. Такъ какъ возвышене въ цюлую положител- 
ную степень совершается рядомъ послъдовательныхъ умноженій, а произведеніе 
комилексовъь есть выражене того же вида, то и степень комплекса имфетъ тотъ 
же видъ. Олд. 


(2-4 0)% = (а--0)(0- 6)... .. (44-ы) =Р 4-0, 
гд Р и 4-—дЕйствительныя количества. 
Примъры. І. (@-- 9)? — 9 аһ - 608 = (а? — Ь%) -- ЗаЫї. 
И. (1 — /3.4}=1—3./34-- 3.0/3.) — (/3 4 
==1-— 3/34 —9-43/34=— 8. 
Если показатель степени — цлое отрицательное число, то 
(а 4-6" (С) . =)" а = Р-- 44, 
сл. степень имфеть тотъ же видъ. | 
6. Извлечене корня. Пусть требуется извлечь квадратный корень изъ комп- 


лекса а -|- 05. Докажемъ, что результатъ дЪйствя и въ этомъ олуча будетъ 
комплекеъ того же вида, т. е. что 


ув 002-і... . (1). 
Предложеніе это будетъ доказано, если окажется возможнымъ найти дія 
х а у такія дъйствительныя значеня, которыя удовлетворяли бы этому равен- 
ству. Возвысивъ 06% части въ квадратъ для освобождевія первой части 0тъ 
радикала, получимъ ур. 


а 0а — 4 ми... . (2) 
Мы знаемъ ($ 439 ), что такое равенство возможно только тогда, когда 
дёйствительныя и мпимыя количества отдфльно равны между собою; елд. ур. 
(2) распадается ва два: 


20% —у==0 и 22у==6...... (3) 


НЕЕ е2 


Такимъ образомъ неизв%стныя 2 и у должны удовлетворять двумъ уравне- 
ніямъ второй степени, изъ которыхъ они всегда могутъ быть опредфаены. Для 
этого возводимъ оба ур-нія въ квадратъ и складываемъ: 


ау — да2у*-|- 4034-4-08, или (9-9. 
Извлекая изъ обфихъ частей квадратный корень, имфемъ 


а%-4 у — ү 02409. 
Передъ радикаломъ надо брать одинъ звакъ -|-, потому что первая часть, 


какъ сумма квадратовъ дёйствительныхъ количествъ, всегда положительна. Такимъ 
образомъ, система ур-ній (3) зам®няетея слфдующею 


а? у = үа? -- 0 п фуга. 


Окладывая сначала, а потомъ вычитая эти ур-н!я, находимъ 


2 — а -|- у -|- 0°, 202 — — а 4-а? -|-Ъ?, 


откуда 


ЕЕ “+ хага Я и |+ у. 


Такъ какъ абсолютная величина үа? -|- 5° больше абсолютной величины а 
или — а, и корень этотъ находитея подъ верхнимъ радикаломъ со знакомъ -|-, 
то подкоренная величина въ выраженіяхъ = и у положительна, а потому хи 
у — дъйствительны. Такимъ образомъ, всегда можно найти дзя = и для у ДЪЙ- 
ствительныя количества, удовлетворяющія ур-вію (1), а потому преобразован, 
выражаемое этимъ ур-мъ, всегда возможно. 

Уравненів 22у == 0 показываетъ, что когда б положительно, х и у должны 
имть одинаковые знаки, когда же 5 отрицательно, знаки х и у должны быть 
разные. Поэтому, разумфя подъ 5 — абсолютное число, и сл. знаки при © — 
окончательными, имфемъ двъ Формулы: Е 


= ТЕСЕН 40 


8 |0 РИ ауа Санар ... (0 





ПримърЫ. 1. Пусть требуется преобразовать /5- 122. 
Полагая въ Формул% (1) а=5, 612, найдемъ: 


Мера = [у р а | 








== 8-Е. #==-29. 


Ц. Извлечь квадратный корень изъ 3 — 4$. 


= а, 
Полагая въ аормулъ (П) а==3 и 2—4, найдемъ: 


== Е 8 = уа са 4] 


Зд%сь мы разематривали только квадратные корни изъ отрицательныхъ 


чиселъ и изъ комплексовъ. Далфе будетъ указано, что и корни какого угодно 
порядка предотавляютъ комплексы того же вида, т. е. а-- 04. 


441. Приложенія. Приводимъ нфкоторыя приложенія, съ цёлію показать, 
кавимъ образомъ употреблевіе комплексныхъ выражен! даетъ возможность безъ 
труда достигать результатовъ, выводъ которыхъ безъ помощи этого рода выра- 
женій предотавлялъ бы значительныя трудности. 


Теорема Г. Если данное число есть сумма двухъ квадратов, 
то и квадрате ею также есть сумма двуть квадратовъ. 
Пусть я веть число, равное сумм двухъ квадратовъ а? и $3, т. е. 
т а? 63. 
Замфтивъ, что 202-02 есть произведене двухъ мнимыхъ сопряженныхъ 
выраженій а -|- 0 и а — Б, замфняемъ это выраженіе слъдующимъ: 


п (0 --0)(0 — 04). 
Возвышая 06% части въ квадратъ, имћемъ: 
п = (а 0). (а — 0) (а — 0° 4 363 (а? — 0% — да) = 
(а? — 0%)? 4. 4476 (а? — 5?)*-|- (даһ)?, 
т. в. и? есть сумма квадратовъ количествъ: а — 6% и 2а. Такимъ образомъ, 
не только теорема доказана, но полученная Формула указываетъ и самый спо- 
собъ раздоженія и? на сумму двухь квадратовъ. 

Пусть, напр., ®=5. Это число есть сумма двухъ квадратовъ: 2°-|- 1%. 
Полагая а=2 и 6—1, по найденной Формул® имфемъ: я? (2* — 1°) -|- 
(2.2.1), или 25 = 3% 4°. . 

Положивъ теперь и == 25, а=4, 5—3, по той же формул найдемъ: 25% 
иди 625 — (4° — 3°) -|- (2.4.3): 7° 4- 24%; и т. д. 

ТеоРЕМА П. Произведене двуть чисель, изъ которыть каждое 
есть сумма двуть квадратовъ, также равно суммъ двухз квадратове. 

Пусть даны четыре комплекса: 2-4-0, а — 64, а |- 6%, а — 1% попарно 
сопряженные; взявъ произведевів 

(24-0) (а — )(а 4 5)(а — 04), 
похноживъ перваго множителя на второй и третьяго на ‘четвертый, найдемъ: 
(а% | 0%)(а- 6%). Если же помножимъ перваго на третій и втораго на чет- 
вертый, получимъ [аа’ — 00 = (а 4 Ба”) . [ва’ — 50 — (а -|- 0а), или 
(аа — 00)? -- (а 4 Ба). Сл%д. 


(42-53) (а 0-8) — (аа! — Ы) + («2 ва)... . (1) 





р 


Еели умножимъ перваго на четвертый и втораго на третій, то пролзведеніе 
приметъ видъ: [аа 4-00 -- (06 — а]. [аа 4-00 — (а — а’), пли (аа -- 
00)* 4- (а — а). Такимь образомъ имфемъ другую Формулу: 

(а -- 51) (4 5)* = (ваг 0-07) (а — ав)... . (9) 

Формулы (1) и (2) доказываютъ предложенную теорему, показывая вмићъотЪ 
съ тъмъ, что разложеніе взятаго произведенія на сумму двухъ квадратовъ мо- 
жетъ быть исполнено двоякимъ образомъ. — Әта теорема была найдена Леонар- 
дом Пизанскимъ. 

ТворЕМА Ш. Произведеніе двух чисел, изз кошть каждое есть 
сумма четьреть квадратовв, также равно суммњ четырехь квадратовз. 


Взявъ тождество 


1 
(6-5 (= я) 
выполнимъ въ немъ три указанныхь вычитанія и освободимъ его отъ знамена- 
теля; найдемъ 
(0 — 4) (а —– с) == (Ь— с)(а— 0) 4 (с —а)(а&—5). 
Положивъ теперь 
раї 24-9 КЕЧ =" 
из РЕ ао и и’ 

замфнимъ въ предыдущемъ тождествћ а, 5, си 4 ихъ мнимыми выраженіями; 
получимъ 


(ва Б ве 95) = (в Ее" + 
(ви н — фр’ — 7) 4 (р 9р — ая — тр (ве 7 — 807—0), 
что и требовалось доказать. 

Теорема эта прииадлежить Эйлеру. Приведенное доказательство ея проще 
прежияго доказательства, даннаго Эрмитомь и основаннаго также на употреб- 
лени комплексовъ. 

442. Задачи. 


1. Нижесл%дующія количества привести къ виду 04: 











а 





1. /— 144. 9. а. 3. Ур 4. (988. 5. 2. 


8. Вычислить: (ү —1)8; (/—1):; (/—1 (/—1 7; (И; п, и; 018; и 
419; 498; (103, 


3. Сложить: а) (01-4 уа —– ү 444 -|- /— 16а — /— 819 -- /— а; 
В) /— 0—9) 4 У— (@— зу 4-09) 4 /— 64070; 
4) /— 55а - /— 16а — /— (0 — 15; 
= (т т) — /— (в — Әт) -- /-- атн? — \/—4(т— т); 
с) 3-94, 4—2 7-31, 8—4, 4--3Ы. 
4. Перемножить: а) /— т ҳ (—/— 9); В) 40—98 х ү— 32; 
7) у2—85 хуба; 9) (8--5002— 7); «) (үз ФМ) УЗ ); 





























ие 





& М94-%/19-у9— 4/19; =) (/5 4- Ма); ә) (807—3 — Мс 
0) (14-002); в) Онна) 5) (е-руд' 00—005 


2) {> 2 Маа За 35 Зоя я } 
2:3 ЗА. "ти. а 
рису В) Ират ГИ 2) — 8) Ма тув Ру 
8) (уу ои — Узуе А ны үзг — уу 4- 
(ух — 42) 
6. Уничтожить мнимость знаменателя въ дробяхъ: 


21—28. 1-8 24-й. т. 1414 
“1-23 Эта ) (е1? За а 


Мад Аа, „Маа үз уяа, 
оа вии Ух 4 а/я — в — Ма — 602212 


7. Преобразовать выраженія: 
=) Ув-8/—1; 2) М2 —3ү— 8; 1) Мав 4—15; ә) 0,45 — 3у20,0081; 
ғ) М1 4-2 (8942); 8) № 20981 9—5); =) 4/64 40184- ү6— 4/18; 
х) 4104-2411 4410—2401; ә) ү ау аз у 12—18. 


1 Е 1 1 а 
8). Если А = — ан 5\/— 3 и —5 Е 5У— 3, то доказать, что: 


аъ _ 








5. Раздфлить: «) 



































а) Аз—=1; Б) В3—=1; с) А=В; а) В2— А; е) А" = Вз: 1; 
Р) АЗп+1— В3"+2 — А; 9) Вп+1— АЗ^+2 — В, 
9. Во что обратится: а) 2% — 22-|- 2 при #=—1-Е# 0) 28 — 542 |- 120—7 при 
#=2-=У-3. 





ГЛАВА. хот. 


Геометрическое представленіе мнимыхъ величинъ.---Обобщеніе основныхъ алтебраичес- 
кихъ законовъ.—-Задача Алгебры. | 


443. Мы уже видфли, что если взять неограниченную прямую а=, на ней извъст- 
ную точку 0 принять за начало, и условиться длинами, откладываемыми вправо 
оть 0, представлять числа положительныя, то длины, отсчитываемыя влфво отъ 0, 
булутъ служить теометрическимъ представлевіемъ чиселъ отрицательныхъ. Такъ, если 
отръзокъ ОА будетъ представлять единицу, то отрЪзки, отложенные вправо отъ 0: 
ОА, ОЛ’, ОА”,... будуть представлять числа |-1, -|-2, | 3,...., отрЪзки ОВ, ОВ’, 
ОВ”,..., отложенные влЪво отъ 0, изобразятъ отрицательныя числа —1, —9, —3,... 
Точка 0 представляетъ 0, Такимъ образомъ линія дл будетъ представлять всевозмож- 
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ныя дюйствительныя числа—положительныя п отрнцательныя; она называется поэтому 
осью дъйствительныхь чисель, или дьйствительною осью. 
































| 
3и 
—ж 
' 
Р 
7 
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3’ 
Черт. 1. 


Спрашавается, какъ представить геометрически чистыя минмыя и комплекеныя 
(составныя) числа? Проведя черезъ точку 0 прямую уу перпендикулярно къ х2, опи- 
шемъ изъ точки 0 радіусомъ, равнымъ единиц длины, окружность; радіусъ ОС будетъ 
среднею пропорціональною между отрЪзками ОА == 4-1 и ОВ = —1 діаметра; слъд. 


06 =. 1).(— 1) == — 1, отвуда ОС = ү—1, т. е. ОС =. Итакъ, чистыя мнимыя 
числа $, 24, 34,... должно отечитывать на перпендикуляр уу’ вверхъ отъ 0, а числа 
—4, —— 94, — 31,... на томъ же перпендикуляр внизъ отъ 0. Поэтому прямая уу’ 
называется осью мнимыхь чисель, или миимою осью. 

Пусть требуется теперь представить геометрически комплексное число а -|- М. 
Для этого на дйствительной оси откладываемъ числа а, вправо отъ 0, если оно по- 
ложительно, и вяфво, если отрицательно. Потомъ на мнимой оси откладываемъ число 
$: вверхъ отъ 0, если опо положительно, и внизъ, если отрицательно. Изъ точекъ а 
и 04 возставляемъ перпендикуляры къ осямъ: нересфчен!е этихъ перпендикуляровъ и 
дастъ точку, которая геометрически представляеть число а -- і. Напр., точка Р 


48 22 


представіяетъ число 3-- 2%, точка Р'—число 3 — 921, Р” — поло — 4 - 34, и Р”/— 
число — 3 — 34. Согласно этому, комплекеныя количества изображаются точками, на- 
полнающими вею плоскость по обБ стороны дЪйствительной оси; отсюда названіе 
лэнеральныаь количествь, данное Гауссомь комплекснымъ числамъ. 

Пусть комплексъ «-- 8 опредёляетъ точку М; соединивъ ее съ началомъ и на- 
звавъ ОМ буквою 7, изъ треугольника ММО получимъ: ОМ === үа? -- 5°. . Слёд. 
модузь комплекса есть длина линіп ОМ, соединяющей точку М съ началомъ. Одной 
зивіи ОМ недостаточно для опредъленія точки М, ибо веб точки плоскости, лежащія 
на окружности, описанной изъ 0 радіусомъ х, будуть находиться отъ начала на раз- 
стоявіп ~. Но если вмфст съ длиною линш 7 данъ будетъ уголъ, составляемый ею 
съ осью 01, то этихъ двухъ данныхъ достаточно для опредленія точки М. Такимъ 
образомъ, абсолютная длина лини ОМ у и направленіе ея, выражаемое угломъ ч, 
составляемымъ этой линіей съ ох, вполн% опредфляютъ точку М, такъ-что положен{е 
этой точки можеть быть представлено хакъ комплексомъ а-- 6%, такъ и комплексомъ 
ғ» Которые и называются поэтому чеометрически-равными. т называется также мо- 


дулемъ комплекса 7 и есть количество существенно положительное; уголь а наз. 


аруументомь комплекса: онъ считается въ направленіи хоМ, обратномъ движен1ю ча- 
совой етрБлки.— Согласно этому, комплексный символ 7„ можно разсматривать услов- 


но какъ сумму количествъ а и 8, каждое изъ которыхъ можеть имфть только два 
противоположныя направленія; такъ, на нашемъ чертеж будемъ имфть 
таа -|- Ы. 
Аргументъ можно увеличивать или уменьшать на пфлое число окружностей 2/к, 
ибо направлене лини ОМ не измфнится, если поворотить эту линію на 4, 8,... пря- 
мыхь угловъ; ел. 


бо Тик = ед = 000005 * 


Если линію ОМ повернуть до совпаденія съ Ох, то уголь а обратится въ ноль, 
и комплекеъ приметъ видъ 7. Но отрфзокъ полуоси ох нредставляетъ дйствительное 
положительное количество; сл. послЬднее можеть быть изображено символомъ у, гд 
ғ — его абсолютная величина.—Увеличивъ уголъ « до я, получимъ комплексь 7, 


представляющий, сяфд., дЪйствительное отрицательное число. Знаки о и к играють 
роль знаковъ -|-- и —. Чистое мнимое количество $ изобразится комплексомъ 05 
2 
мнимое — $ комплексомъ ба. 
Ру 
Примњчонќе. Вычисленіе мнимыхъ вида о -|- 0 было впервые изложено Бомбели 
въ его амебръ (1579); но заслуга введя въ обычай употребленія въ анализћ мни- 
мыхъ величинъ принадлежитъ знаменитому Эйлеру (1707 — 1788). Первая попытка 
теометрическаго представленія этихъ количествъ принадлежить члену Петербургской 
Академи Наукъ Генриху Кюну (1690 — 1769) и относитея къ 1750 году. Аббатъ Бюэ 
(Вибе) первый плредложилъ, въ 1806, представлять мнимыя единицы на оси перпен- 
дивулярной къ дЕЙствит. оси. Въ томъ же году Роберть Аріандь, изъ Женевы, при- 
ложиль новую теорію къ доказательству нзкоторыхъ теоремъ. Но усовершенствованіе 
этой теорін принадлежать Гауссу, и ему же обязаны комплексныя количества правомъ 
тражданства въ наук. Благодаря этимъ количествамъ, ученикъ Гаусса Риманнь при- 
шоль къ весьма важнымъ открытіямъ.--Развитію теорія мнамыхъ количествъ также 
много способствовали Коши, Лежандрь, Абель, Якоби. 


444. Обобщеніе основныхъ алгебраическихъ законовъ. —Опред%ленія дЪйствій 
остаются прежнія; но какъ понятіе о комплексъ шире понятія объ обыкновенныхь 
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појожительныхъ и отрицательныхъ количествахъ, то п дБїйствіп надъ комплексами 
должны получить болфе широкій смыслъ. 

445. Сложене коиплексовъ. — Такъ какъ всякій комплексъ опредфляется дли- 
ною нфкоторой липія и ея направленіемъ, то подъ сложеніємъ комплексовъ разум%- 
ютъ слБдующую операцію: сложить нњсколько комплексовь значить помъетиить нача- 
ло вторало въ концњ первало, давая второму натравленіе, опредъляемое ею силумен- 
томъ; начало третья въ концњ втора т т. д. Суммою будетъ линія, соединя- 
ющая начало первао комплекса 
съ концомь послњднязо. Очевидно, 
это представленіе сложешя есть 
не болфе какъ обобщеніе понятія 
о сложеніи противоположныхъ ве- 
личинъ, заключая въ себф по- 
слфднее, а равно и ариеметическое 
сложеніе, какъ частные случаи. 

Такъ, если требуется сложить 
два комилекса 0, и ъв, чертимъ 


линію ОМ—а подъ угломъ х съ 
положительным направлешемъ оси 
хх, затЪмъ наносимъ отъ точки М 
ливію МЕ —6 подъ угломъ ВЕсъ 
тою же осью и соединяемъ точки О п 
В: лянія ОК по величин% и ваправ- 
ленію и выразить искомую сумму. 
ГИ Три точки, 0, М и Б, во- 
Черт. 9. `. обще, лежат не на одной прямой, 
образуя треугольникъ МОҢ; замф- 
чая, что въ треугольник одна сторона меньше суммы двухь другихъ, но больше ихъ 
разности, находимъ, что: модуль суммы двуль комплексовъ меньше иль равенъ суммъ 
модулей слолаемылљ, и боль- 
у ше или равень ить разно- 

сти. 
Поступая такимъ же 
образомъ съ иЪсколькими 
комплексами 2, в ‚ най- 
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демъ ихтъ сумму, выражае- 
мую по величин и паира- 
вленію линіей ОС, еоединя- 
ющей начало 1-го комплек- 
са съ концомъ посл$дняго. 

Когда вс вершины 
многоугольнаго контура 
ОАВС находятся не на одной 
прямой, то ОС, какъ пря- 
мая, будеть меньше лома- 
ной ОАВС; если же ве 
вершины О, А, В, С, бу- 
дуть ва одной прямой, то 
ОС будеть меньше или равна суммЪ сторонъ контура. Итакъ: модуль суммы пъеколь- 
килљ комплексовь равењ или меньше суммы модулей слолаемыхь, 





Черт. 3. 


Е, ЕЯ 


446. Законъ перемЬстительный въ сложеніи. Возьмемъ тфже три комплекса 
а э Ра ‚ г.. Чтобы построить сумму а < 03 + с. проводимъ посл$довательно прямыя 


ПА — а, АВВ ВС -==с подъ углами х, 8 н у съ ОХ. Сумма выразится лишей ОС. 
"тобы построить сумму 2,1108, проведемъ изъ точки А прямую АО, равную и 
сзраллельную ВС, и соединимъ О съ О; изъ равенства и параллельности сторонъ АТ 
х ВС слћдуетъ что фигуры АРСВ есть параллелограмъ, сл. ОС и АВ равны и парал- 
т2льны; такимъ образомъ прямая АТ представляеть комплексъ АТ а рбС-—комплексъ 


5 Видимъ, что конецъ послёднято слагаемаго суммы а, с 37106 находится въ 
той же точк О, какъ и конецъ послдняго слагаемаго суммы а «1-р: : 06% 
суммы, слдоват., равны. 


447. Законъ сочетательный въ сложеніи, Разсмотримъ тъ же три комплекса: 
х== 0А, ъв = АВ и е, — ВС. Ихь сумма равна ОС. Но АС = е, и ОС 


можно разсматривать Еа, сумму комплексовъ ОА и АС. Сл%д. 
а, Нов с. =а,- 06-е), 


т. е. комплексы сочетательны въ сложеніт. 


448. Вычитаніе комплексовъ. Вычитаніе опредфляется какъ дёйствіе, обратное 
сложенію. Легко видфть, что вычптаніе комплекса а, сводится къ приданию противо- 


положнато комплекса а} п. Въ самомъ дл, сумма двухъ противоположныхъ комп- 
лексовъ да и а, | г, какъ не трудно уб%диться, равна нулю. Сл$д. 


таті а, (6а 1 а) тр 1-0 т 


Такимъ образомъ, та, 4-я ёсть результать вычитанія то, — а,, потому что 


и 
этотъ результатъ, сложенный съ а, даетъ т. 

Пусть изъ комплекса ОМ а, нужно вычесть коплексъ ОМ! = 04. Сотласно 
вышеприведенному правилу вы- 
читавія должно въ ОМ при- 
дать комплексъ, противопо- 
ложный комплексу ОМ’, т. е. 
оть точки М провести линію 
МЕ, параллельную ОМ’ и рав- 
ную 6, но въ противополож- 
номъ направленін. Сумма ОМ 
и МБ, т. е. ОВ и представить 
искомую разность. 

Изъ этого построевія сл%- 
дуетъ, что т. в. точки 0, М, 
В, вообще, составляютъ тре- 
угольникъ, то: модуль разно- 
сти двужь комплексовъ не боль- 
ме суммы модулей обоихъ 
комплексов» и не меньше чкъ 
разности. 





Черт. 4 


449. Умножене комплексовъ. Распрострапяя опредћленіе умноженія на комп- 
лексы, мы должны разумфть подъ этимь дёйствіемъ слъдующсе: умножить комплексә 
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ур на а значить Ярдизвести надъ множимымь ть же дъйствія, какія нужно рох 
извести надь положительной единицей для составленія низь нея множителя. Но чтобы 
изъ |-1 или изъ 1, составить а,, надо: 1) помножить абсолютную единицу на в и 
пометить а на ОХ, вслъдствіе чего получится а; 2) повернуть а) на уголъ а. Олфд., 
чтобы умножить ъв на 0, нужно сначала помножать модуль множимаго на а, велд- 


стве чего получится (ва) в, затЕмъ этотъ комлексъ по вернуть на уголь а, т. е. къ 


аргументу В множимаго придать аргументъ множителя. Итакъ: иеремножить комт- 
лексы значить перемножить ихъ модули и сложить арлументы: ъв . а, = (һа) В+ 
а &. 


Въ этомъ опредЪленін заключаются, какъ частные случаи, опредфленія умноженія 
абсолютныхъ чиселъ и противоположныхъ. Такимъ образомъ, имфемъ: 


На. (0) а . 0, (а) =- 0%; 
(9). На, (00), ро (00), = а; 
(На. (5) 0 . Ьа), = —– а; 
(— а) . (— 6) =а.. = (а) = (а), =-- а 
450. Свойства произведенія. Изъ опредфленія умноженія комилексовъ прямо 
ВЫВОДИМЪ: 
І. 4..6 в — (а), в но ава и «УВ а, сл%д. (а) „в =) 2, или 
по опред$леню умноженія, ов . а Итавъ 
а». = . а», 
т. е. произведене двухь множителей не измъняется отъ перемњны чхь порядка. 
П. а, (ве) =а, [(ӧс) В+] == (абе) „в. = авс. 
т. е. для умноженія комплекса а, на произведеще двухь другиаъ, Ъв и с, нужно а 
умножить посльдовательно на каждый изъ комплексовь Бв и С. Въ этомъ заклю- 


чается закон сочетательный въ умноженёи. 


_ Основываясь на этихъ двухъ положеніяхъ, не трудно доказать законъ перем%- 
етитительный для какого угодно числа множителей. 


Ш. Докажемъ равенетво. 
ар + с.) ==0, бв “с. 


выражающее захонь растредњлитель- 
ный въ умножени. Комплексы 68 и 


с. подлежаще сложенію, образуютъ 
между собою нЪкоторый уголъ 7 — Ё, 
дополнительный до п къ углу А тре- 
угольника ОАВ. ПослБдній вполнЪ 
опредБляется этимъ угломъ и сторо- 
нами Би с. Третья сторона выра- 
жаеть по величинъ и направленію 
Черт. 5. ихъ сумму бв 1-6, 
Если каждую изъ величинъ ов и с, помножимъ на а, то модули ихъ умножатся 





на а и сл. сохранять тоже самое численное отношене. Аргументы В из получать 
одно и тоже приращеніе х, сл%д., сохранять туже разность. Поэтому, если соста- 


= . 


вить сумму частныхъ произведеній а,в а, то получится треугольникъ ОА’В’ по- 
хобный ОАВ, такъ какъ углы А и А’ равны и заключающя ихъ стороны пропор- 
щіональны. Слфд. ОВ’ будеть имфть модулемъ ОВ, умноженное на о, аргументь же 
комплекса ОВ’ будетъ — А'ОХ -{- ВОА = АОХ -|- А’ОА -| ВОЛ — ВОХ -|- А’ОА = 
вох--«, т. е. прежнему аргументу, сложенному: съ х. Итакъ, сумма а.р+а с, 


произведеяю а, (6 в БЕ с). 


сй 


= 


Ите! 


ыы 


ны 


ІҮ. а,-0==а,:0 = (2.0) 0 0—0. 


Сл%д., произведеще двухь комплексовъ равно нулю, кода модуль одною изъ низ ра- 


венъ нулю. 
У. а,-1==а,1 = (4.1), =а,. 
Слфд., умноженіе комплекса на 1 не ‘измъняеть ею. 
451. Дфленіе. Сохраняя прежнее опредфлене этого дфЙствія, находимъ, что х 
частное отъ раздфленія а, : А равно = 
(2) 5 
? „8 2; 
Въ самомъ дфлф, умноживъ это частное на дЪлителя, имфемъ; | $ > 
> м 
а х. 5 
— К а, = = 
б), =. к —В+В.. Ва 


т. е. дЪлимое. Итакъ: чтобы оч одинъ комплекеъ на другой, надо: модуль 
дълимало раздљлить на модуль дълителя, а изъ арумента дълимало вычесть ариументъ 


дълителя. 
452. Возвышеніе въ степень. Пусть показатель степени  — число цЪлое и 


положительное; по опредфленію возвышенія въ степень, имћем»ъ: 
(аа, .... . а, (п раз»); отсюда, по правилу умноженіа: 


п 
а, = (а.а .... Чье 
Пусть показатель степени будетъ цфлое отрицательное число — 7. По свойству 


такого показателя, имфемъ: 





мч 56 А: а 
воа) сд 
(а„)" а ЧЫ 


Итакъ: чтобы возвысить комплексь въ цълую степень, нужно модуль возвысить 
въ эту степень, а арументъ умножить на показателя степени 

453. Извлеченіе корня. Пусть требуется извлечь корень порядка т (гл т — 
цфлое положительное число) изъ комплекса »,, и пусть искомый корень выраженъ 


комплексомъ р„, такъ-что 
въ: 

По опредфленію корня мы должны им%ть 7, == (р С ИЛИ „т“ Этому ра- 
® венству удовлетворимъ, полагая, что модули обфихъ частей равны, а аргументы раз- 

нятся на число кратное 2=, такъ-что для опредфлешя р и ® имфемъ ур-ніл: 

ре — 7, то — Ек а, 
гд А — цфлое положит. или отрицат. число; но ғ есть число положительное, а, какъ 
2 


“ања. 


> 18 — 


и р существенно положительно, какъ модуль, то оно равно ариеметическому корню изъ 
7. Такимъ образомъ имфемъ: 


в — "т, ® — ина. 


Итакъ = (1 5 ва) 


т 1 т 
Опред$лимъ, сколько различныхъ значеній получится для Е Если въ формулъ 


(1) дать Е два какія нибудь значенія, разнящіяся между собою на число кратное э, 
то получимъ два угла, разнящіеся кратнымъ 2л; но повороть комплекса на уголъ 
кратный 27 не измфняетъ величины комплекса. Олд. чтобы получить већ значенія 


"а достаточно числу Е дать т цфлыхъ послБдовательныхъ значеній, напр. значенія 
0;.1, 9,3; ава 900—1: 
Такимъ образом получимъ корни, которыхъ аргументы будуть 


& 


27 а 2" [3 
= ж.а ЕВЕ. ИСЕ (т—1).— + 5 


т” ті т 


крайніе углы разнятся ва биг 219.2" =» т. е. менфе чБмъ на 2т, слФд. два какіе 


угодно изъ этихъ аргументовъ а разность, меньшую 27, и потому даютъ р03- 
личные комплексы. Отсюда заключаемъ, что 

Всякое количество, дъйствительное иль мнимое, имњетъ т различных корней 
71-0 порядка, дъйствительныхь иль мнимыхъ, и толко т. 

Представимъ эти ә корней геометрически. Возьмемъ перпендикулярныя оси 2% 
и уу, и опишемъ изъ начала 0, какъ изъ центра, окружность радіусомъ равнымъ 
линейной единиц; пусть 
А будеть точка перес%- 
чен1я этой окружности 
съ положительною частью 
Ох оси 2/6. Отложимъ на 
этой окружности, начи- 
ная отъ точки А, въ при- 
личномъ направленіи, ду- 
гу АМ, равную по ве- 
личин и по знаку дуг 


[74 
Ре. затъмъ, отъ М, раз- 


дфлимъ окружность на 2% 
равныхъ частей; пусть 
М,, №, Мо,...., Мол 
будуть точки д%ленія. 
Если еоединить начало 
О съ этими и точками 
дЪленя, то т радіусовъ 





ОМ, ОМ,, .., ОМ 
Черт. 6. будуть комплексы мо- 
дуля—1, а зит этихъ комплексовъ будутъ 
а а& а 2" 
— — ое —-+ (0—1). • 
б а Ба т ТЕ 7 
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ЗатЬмъ, ва каждомъ изъ этихъ радіүсовъ отложимъ, начиная отъ точки 0, длину 
равную "/" ; новые комплексы ОХ,, ОХ, , . ..., ОМ, 1 представять тю корней 
т-то порядка изъ даннаго количества 7, а изъ поетроенія видно, что ихъ концы 


расположены на окружности центра 0 и радіуса т ‚ образуя на этой окружности 
вершины правильнаго 1. —угольника. 

Изъ этого построенія непосредственно видно, что при т четномъ, т корней 
попарно равны и противоположны по знаку, п что не можеть быть больше двухъ 
дЪйствительныхъ корней, и только при тр четномъ. 

Изслњдованіе-—1. Пусть данное количество будетъ дљйствительное п положитель- 
ное; оно будетъ равно своему модулю 7, аргументъ-же, какъ кратный 27, всегда мож- 
но принять равнымъ 0. Такимъ образомъ 


т (ыы. 


Чтобы получился дфйствительный положительный корень, необходимо, чтобы аргу- 


.. 


= —2й=, откуда В — тй, а такъ 





ФК 
ментъ и равнялея четному кратному т, т. е. 


какъ К положительно и меньше т, то необходомо, чтобы А: 0, п елёд. чтобы &—0; 
стало-быть въ числ корней будеть одинъ положительный, и только одияъ. 
Чтобы получился корень дЪйствительный отрицательный, нужно, чтобы аргументъ 


Ет 
и Равнялся нечетному кратному 0тъ т, т. е. чтобы 


= (2% 1)л, откуда А бъ т, 


по —цЬлое, 2% -|- 1— нечетное число, сл. при % нечетномъ равенство невозможно. 
Если же ж —четвое, то вавъ Е меньше 7, необходимо, чтобы №ћ было нулемъ, п тог- 


т 
да = 95 сад. прп т четномъ, и только въ этомъ случаъ, имфется дЪйствитель- 


вый отрицательный корень, по абсолютной величин равный дЪйствитльному поло- 
жительному корню. 
2Еп 28а Р 
Чтобы два корня аргументовъ Е в, гд А отлично отъ й, были сопря- 


женны, необходимо и достаточно, чтобы сумма ихъ аргументовъ равнялась четному 
кратному 0тъ х, 


И, 
Е -- = = 2й=, откуда А-4 = тА, 


а такъ-какъ Б и Е положительны, различны и меньше 9%, необходимо, чтобы № рав: 
нялось 1, и чтобы 


БИ = ж. 
Отеюда видно, что всякому значенію Г, за нсключевіемъ нулевого и равнаго 
т Н 
5" если т четное, т. е. за иселючевіемъ случая дйствительныхъ корней, соотв%Ът- 


ствуеть значеніе // отличное отъ #; слёд. веб мнимые корни— попарно сопряженны. 
Итакъ: Если т——нечетно, всякое дъйствительное положительное количество имњ 
етљ одинъ, и только одинъ, корень т-10 порядка положительный, и т—1 т-2ъ корней 
мнимыхь попарно сопряженных. — Если т—четно, всякое дњйствительное положи- 
тельное количество имтњетъ два корня т-10 порядка дъйствительныхь, равныхь и про- 
тивоположныхоь по знаку, п 1—2 корня мнимыхь, попарно сопряженных. 


2% 
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Геометрическое прёдставлен!е этихъ % корней эи-го порядка непосредственно при- 
водитъ къ иредыдущимъ результатамъ. Въ самомъ дфлЪ, такъ какъ «==0, то вер- 
шина М, совпадаетъ съ точкой А; точка № находится, поэтому, на 0х, и сл$д. су- 
ществуеть дЪйст. положит. корень ОМ,. Еели т четно, то будеть другой дВйствит. 
корень, отрицательный, равный предыдущему, но съ протпвоположнымъ знакомъ, но 
такого корил не будетъ при 7 нечетномъ; въ обонхь случаяхъ већ остальные корни 
мнимы; и какъ многоугольникъ симметриченъ относительно 02, эти мнимые корни 
попарно сопряженны. 


П. Пусть данное количество будеть дъйствительно, но отрицательно; оно равно 
своему модулю, но съ противоположпымъ знакомъ; всегда можно положить, что его 
аргументъ « равенъ л, такъ-что количество это будетъ 7, или — 7, и 


ЕА =" == ("у ) (25 + 20+ 
т, 
Чтобы могъ быть дЪйствительный положительный корень, необходимо, чтобы его 
(26-- 1)" +1) == 9} 
т 


аргументъ быль равенъ четному кратному 0тъ 7, т. е. чтобы п, отку- 


да 28 -|- 192, что невозможно, потому-что 2/: -|- 1 нечетно, а 27 четно; п такъ, 
въ данномъ случа, не существуетъ ни одного дЪйетвит. положит. корня. 
Чтобы могъ быть дфйствительный отрицательный корень, нужно, чтобы его аргу- 
264-1) 264 1) 
ментъ х быль равенъ нечетному кратпому отъ т, Тя (ът), от- 


куда 28 | 1 = (2% | 1); это равенство невозможно, если о четно; слёд. при четномъ 
т ве существуеть нп одного дфйствит. отрицат. корня. 
Положимъ, что п нечетно; въ этомъ случа, такъ какъ Ё меньше т, нужно 


т— 1 
чтобы № было нулемъ, п тогда № ; елБд., если т нечетно, будеть одинъ 





дфйствит. отрицат. корень, и только одинъ. 


(94 1)к (90 4-1) 
т у 


ү 





Чтобы два корня аргументовъ ‚ тлф № отлично отт А, бы- 


ли сопряженны, необходимо и достаточно, чтобы сумка ихъ аргументовъ равнялась 
четному кратному отъ т, 


(28-1) (20 4-1). 
аит 


откуда Е-Е — тһ — 1, 
а такъ какъ Е и А’ положительны, разлизны и меньше жи, необходимо, чтобы / рав- 
нялось 1, и ел. чтобы 

ЕЕ —=т— 1. 


т — 1 


Отеюда видно, что всякому значению #, кром 5 





при т нечетномт, со- 


отвтетвуеть одно значене А’ отличное отъ Е, и только одно; елФд. ве мнимые 
корни попарно сопряженны. 


Итавъ: Белп т нечетно, то дьйствительное отрицательное количество иметь 
одинъ т-й отрицательный корень, и только одинь, и т—71 т-ль корней мнимыхь 
попарно сопряженныхь.— Если т четно, дъйствительное отрицательное количество 
не имљеть дъйствительныхь т-2ъ корней, но пмњетљ т разлиинихь корней т-юо по- 
радка, мнимыхь и попарно сопряженных. 


— 94 — 


Геометрическое представленіе корней приводить Бъ тфмыъ же заключен!ямъ; въ 


а п . 
самомъ дЪлЪ, въ этомъ случаф === =, и каждое дфлен1е М, М, , М, М, ,... 


2п Е 
равно =, а потому вершины Му и М, ; спиметричны относительно діаметра 2/02; 


точки № и №, имФфють тоже свойство, и вершины №, №, №, ..., № 
попарно симметричны относительно 1505; отсюда видно, что корни-—мнимы и попар- 
но сопряженны. 

Ватмъ, на положительной полуоси 042 не м. б. ни одной вершины, на отрица- 
тельной же полуоси 02 будетъ вершина только при т нечетномъ; сл., если т --четно, 
то не существуетъ ни одного дъйствительнато т-го корня; при 2% — нечетномъ есть 
одинъ дфйствительный корень отрицательный; вс же мнимые корни попарно сопря- 
женны. 


ПІ. Пусть, наконецъ, данное количество 7„—мнииое; аргументь его уже не бу- 
деть кратнымъ т. Легко видфть, что ни одинъ 27-й корень изъ ғ, не м. б. дЪйстви- 
тельнымъ; въ самомъ дфлф, для этого нужно бы было, чтобы 


Эт 
т 





+ 2 — Рт, откуда а (тр — 2К)т, 


т. е. нужно, чтобы а было вратнымъ яп, т. е. чтобы данное количество было дъЙ- 
ствительнымъ. 

Затфмъ, не м. б. двухъ мнимыхъ сопряженныхъ корней, ибо для этого нужно, 
чтобы сумма ихъ аргументовъ была четнымъ кратнымъ т, т. е. чтобы 


2 а 20 а эм, или = (тһ — Е — №), 


а это тен, чтобы данное количество было дфїствительнымъ. 

ОлБдовательно: всякій комплексь имљетъ т различныхь корней т-10 порядка так- 
же комплексныхъ 1 не сопряженнытъ. 

Геометрическое представленіе корней показываетъ, что въ этомъ случаћ т корней 
суть т радіусовъ правильнаго полигона, не имфющаго ни одной вершины на осп 202, 
и не пмъющаго радіусовъ симметричныхъ относительно 202; а этимъ снова доказы- 
вается, что т корней комилевсны и не сопраженны. 


Примючаше.— сли взять два мнимыхъ сопряженныхъ комплекса 7, и ғ то 


——х› 
каждый изъ нихъ, вавъ мы видБли, имфеть 7 различныхъ корней т-го порядка, 
комилексныхъ и не сопряженныхъ. Можно ноказать, что т корней т-го порядка 
изъ и соотвфтственно сопряженны т корнямъ т-го порядка изъ “_ „. Въ самомъ дЪлђ: 


"И ее ү» ғ) 2к . & соя == (\) п а 


— р) 


т т т т? 


Но очевидно, для того чтобы два комилекса были сопряженны, необходимо п 
достаточно, чтобы модули ихъ были равны, а сумма аргументовъ была кратна 21; 


по всф величины "ғ, и "7 „ имфють одинъ и тоть же модуль, слЪд. достаточно 


: Экк а 
показать, что аргументу + = какого ниб. 7-го корня изъ 7, соотвфтетвуеть аргу- 


Эрт а 
менть - — —— 21-го корня изъ 7 такой, что 
т т —& 


рт а 
о = 
ка зт >. = 9№к, 
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или что &--Ё— и; но если давать и только значевія 0,1,....,т-1, 
то нужно взять #—1, н тогда 6:0. — Е. Отеюда видно, что всякому зваченію Ё 
соотвътетвуеть только одно значеніе #’; слЪд: если два комплекса сопряженны, то т 
корней т-10 порядка первало соотвътственно сопряженны т корнямь т-10 порядка 
вторало. 

454. Изъ предыдущаго видно, что вс дъйствія нащъ комплексами приводять къ 
выраженіямъ того же вида; поэтому весь количественный матеріаль алгебры, надь 
которымъ она производить дъйствія и въ формБ котораго получаеть результаты, вы- 
ражается въ слЬдующей общей форм: 


а-- или т», 
частными видами которой являются: --а (или ар), —@ (или а), --@ (или о), 
ЕЈ 
— а (или аз „), тд а и Ь-—числа дфйствительныя, цфлыя, дробныя или нрраці- 


2 

ональныя. Существенный характеръ этихъ величинъ тоть, что полное опредфлен!е 
ихъ требуетъ знанія не только пхъ модулей, т. е. абсолютныхъ значеній, но еще и 
патравленія. Потому ихъ называютъ также величинами директивными. Одни изъ 
этихъ величинъ пмъютъ только два протпвоположвыя направленія, волфдотве чего 
теометрически они представляются прямыми, наносимыми ва неограниченной оси, 
отъ нБкотораго постояннато начала, то въ одну, то въ другую сторону, смотря по 
ихъ направленю. Ихъ называютъ поэтому діодами. Другія величины могуть быть 
изображаемы прямыми, проводимыми на плоскости изъ начала въ какомъ угодно на- 
правленін. Ихъ называютъ илоскими полодами; діоды—ихъ частный случай. Нако- 
нець, есть величины, въ представлене о которыхъь не входить идея направленін; 
поэтому ихъ изображають прямыми, наносимыми на оси всегда въ одну сторопу 01 
начала. Ихъ называють монодами (пзучешемь нхъ занимается ариометика). — Већ 
эти величины подчиняются тфмъ основнымъ законамъ, обобщенію которыхъ и была 
посвящена эта глава. 

Въ виду сказаннаго, цфль алгебры можно опредълить такъ: это есть наука, за- 
нимающаяся изучещемь дъйствій надь плоскили помодами, и ришещемь всяких за- 
дачь, относящихоя къ этимъ величинамь. 

Величивы, имБющія въ прострапствъ какое угодно направленіе (какъ силы въ 
механик®, прямыя, воображаемыя въ пространств) не подчиняются тЪмъ же зако- 


намъ, какъ плоскіе поліоды, въ правплахъ умноженія и дфлен!я; поэтому ихъ изуче- 
ніе выходить изъ рамокъ алгебры. 





ГЛАВА ХХХ. 


РЁшен!е квадратныхъ уравненй. — Изелдованіе корней. — Вычислене корней урав- 
Е ненія 422-|55--с—0, когда коэффиціентъ @ весьма малъ, — Задачи. 


455. Олредъленія.—У равненіе называется хвадролинымь, воли будучи ро- 
ціоналљьнымь и цълымъ относительно непзвЪетнаго, пе содержитъ членовъ съ 
степенями нейзвъстнаго, высшими второй. Такое ур. имћетъ троякаго рода чие- 
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ны: съ квадратомъ непзвЪетнаго, съ первою степенью его и извфетные члены; 
общей видь его будеть слъдовательно 


ах 4с 0, 
гдБ а, Ви с суть нЪкоторыя числа, положительныя или отрицательныя; бис 
могутъ быть вмЪетЪ или порознь нулями, и тогда ур. называется неполным; 
когда а, 6 и с отличны отъ нуля, оно называется лолныћг. 


456. Ршене неполныхъ ур-ній. І. Вогда 6—0, уравнеше будетъ 
ах 4-с 0. 
Раздьливъ объ части на а, п положивъ для краткости — = А, можемъ 
дать этому ур-нію видъ 
22 — А ==0 
Замфчая, что А (МА )?, получинъ: 
2— (/А )%—0, или (2—/А)(=-ҺуА )==0. 


Но чтобы произведене двухъ множителей равнялось нулю, нужно, чтобы 
одинъ изъ нихъ быль равенъ нулю, а другой не обращалея бы приэтомъ въ оо. 
Приравнивая перваго множителя нулю: 2 — /А 0), находимъ отсюда: х=-Р/А, 
причемъ второй множитель обращается въ конечное количество 2/А . Прирав- 


нявъ втораго множителя нулю: 2 -- /А = 0, имфемъ отеюда 2 = — МА, при- 
чемъ другой множитель даетъ конечную величину — 2/А. Итакъ, имћемъ два 
рЪшенія 2 == -|- /А, 2" — /А; ихъ условились, ради краткости, писать выЪет%: 


и читать: 2 равенъ плюсъ или минусъ /А. 
Если А > 0, оба корня дъйствительны; при А < 0, оба мнимы. 
Примюры. 1. Решить уравнеше 32° — 75 =0. 
Перенеся 75 во вторую часть, и раздъливъ 06% части на З, получимъ ур: 
21—25, откуда х====/25 ===5. Итакъ: 
я —-5; я’=— 5. 
2. Решить уравненів 32* -- 75 =0. 
Выводимъ изъ него: 2*—— 25; откуда === ү — 25 ==: 54, 
16. 
а= 59; = — 54, 


Ц. Положивъ въ уравненіи а22-|- 52 --с=0 извъстный .членъ с==0, 
получаемъ уравненіе 
а22 4-55 = 0. 


Выводя х за скобки, дадимъ ур-нію видъ х (а2-|- Б) = 0. Приравнивая 
перваго множителя нулю, т. е. полагая 2 0), и замфчая, что приэтомь вто- 
рой множитель обращается въ конечную величину ©, заключаемъ, что одинъ 
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; Ь 
изъ корней ур-нія равенъ 0. — Полагая затћмъ ах -|- 0 = 0), откуда #=—., 
замфчаемъ, что и при этомъ значенія = ур-ніє обращается въ тождество. 


Итакъ, ур-ніе а2*-|- 6% == 0 имфетъ два корня 


р 
а ==0, а= — — 
а 


є 


Примњчанѓе. — Еслибы, въ видахъ упрощенія, мы сократили первоначаль- 
ное ур. на =, то, ръшивъ полученное ур-віе, нашли бы только одинъ корень 


а=; другой корень х==0 потеряли бы при сокращеніи. Но едва-ли не 


лишнее снова напоминать, что не позволительно д%лить ур. на множителя, 
который можетъ обратиться въ ноль. | 


ПримърЪъ. Рёшить уравненіе 32* — 72 0. 


Давъ ему видъ х (32 — 7) == 0, по предыдущему, находимъ два корня: 


2072205 2—1. 
Ш. Если р = с.— (0), то ур. привимаетъ видъ 
ах = 0. 


Такъ-какъ а отдачно 0тъ нуля, то произведеніе аг можетъ обратится въ 


ноль только при 2—0. И въ этомъ случаъ можно сказать, что ур. имъетъ 
два корня 


ж=0 в 20), 
равныхь между собою. 


457. РЪшеніе полнаго квадратнаго уравненія, — РЪшимъ теперь квадратное 
ураввенів общаго вида 


аа 4-52-00... 0...0) 


ПЕРВЫЙ ПР:ЕмЪ. — Принимая а отличнымъ отъ нуля, раздфлавъ об 


части на а и перенеся свободный членъ во вторую часть, получимъ уравненіе, 
тождественное данному: 


=. —— ре (2) 


=. 
Ы б р 
Замфчая, что =. 2 можно представить въ вид 2. == • 2, разсматриваемь 


[1 
а^ какъ квадратъ перваго члена 2 н%котораго бинома, а 2. 2. >, какь удво- 
енное произведене перваго члена (х) искомаго бинома ва второй, который ра- 


Ъ : 
венъ, поэтому, 5. Такимъ образомъ, если къ первой части ур-пія (2) при- 
6 
дадимъ квадратъ втораго члена >, бинома, а чтобъ равенство не нарушилось— 
и ко второй, то составимъ ур-ніе тождественное со (2): 


ре еЕ 
9а 402 да? 


се ОВ А 


[7 
первая часть котөраго есть, слфдовательно, квадрать бинома = -- = • Поэтому 


посл®днее ур. можно написать, приведя вторую часть къ общему знаменателю, 
въ Вид: 
3 — 4ас 


, ъ\2 Б 
(= +) 49 
Итакъ, чтобы удовлетворить этому ур-ню. а елд. и тождественному съ 
Я 1л 
нимъ данному, необходимо и достаточно дать х такое значеніе, чтобы = -- 5, 


у 3—4 
было алгебраическимъ квадратным корнемь изъ — 5 


$3 — 4ас 
44% 





16. Но посл%днев выраже- 





не имфетъ два алгебраич. квадратныхъ корня: =\/ . Зачить, мы удов- 


летворимъ уравненію (1), положивъ: 


|) 52 дас Ь 52 — дас 
а" 2а ЕЕ \/ 408 ° 18 Е 24 \/ да ' 





откуда 


раа 2 48е 6-8 
са 5 |- (2 — дас и ЕВ М 4ас | 


24 2а 


Итакъ, квадратвому ур-нію удовлетворяютъ два значевія неизвћстнаго, два 
корня. Для краткости оба корня пишуть въ одной оормул%: 


6 = 2 4ас 
Ф 202 — 
22 





Ы] 


изъ которой выводимъ слъдующее 


Правило. Чтобы найти значеня неизвъетноло, удовлетворяющія пол- 
ному квадр. ур-нио, нужно: выражене, составленное изъ коэффиціанта при 
нсизвњстномь въ 1-й степени, взятало съ обратнымь знакомь, плюсь или ми- 
нусь квадратный корень изь квадрата тоо же коэффиціента безъ учетве- 
ренноло произведеня крайнихъ коэффиціентовъ, раздњлить на удвоенный тер- 
вый коэффишентъ. 


ПрРимъРЪ. — Решить уравнене 202% — 72 —6=0. 
Сравнивая это уравненіе, которому можно дать видъ 
202 + (— 7) 2-4 (– 6) = 0 
съ общимъ, замфчаемъ, что нужно положить 
0—20, 5——7, е=— 6. 


Вотавляя въ общую Формулу эти числа, найдемъ: 





760-7) — 4.20.(—6) 72 у49 + 480 __7 == (599 7-23 





1 НВ. 2000 
2.90 40 25 40 40 ° 
и наконецъ 
‚7-8 3. "1-23 __ _2 
7 40 4’ 40 5 
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458. Второй ПРЕЕМЪ. — Умножая 06$ части уравпенія (1) на 4а, что 
позволительно, если и не равно нулю, получимъ уравпеніе 
Да?д? -|- 4абх -|- Зав = 0, 
“ тождественное данному; или, перенеся 4ас во вторую часть: 
Даа? -- Дабл == — 4ас. 

Разематривая 4425? и 4а6х какъ два первые члена квадрата бинома, у 
котораго первый членъ — ах, а второй 6, и придавая къ обфимь частямъ ур- 
нія по 5, находимъ уравнеше 4472” -|- 455 -- 0 0% — 4ас, котораго первая 
часть есть ничто иное какъ (2ах--5)”. Приведя такимъ образомъ ур. къ 
виду. 

(242 -|- 0) =5* — 4ас, 
замфчаемь, что 202 -|- Б есть адгебраич. квадр. корень изъ 0% — 40с, т. е. 
Зав == [* — 4ас, 
откуда 
—6-= 002 — 4ас 


= 


2а 
Формула, совершенно одинаковая съ найденной въ $ 457. 


459. Третій прівмъ. — Найдемъ Формулу корней при помощи введевія 

неопредБленнаго количества. Им%Ъя ур. 
ас == 0, 
положим х==е-- 7, га г новое неизвћетнов, а 5 нЪкоторое произвольное 
количество, п подставимъ въ ур. вмфето х сумму 2-- №. Найдемъ үр-віе 
а (2-Е) 4-0 (2-4) с 0; 
раскрывъ въ немъ скобки и расположивъ по степенямъ 2, получимъ 
аа -|- (Зав 4-5) 24| а 4-0 4- с==0. . . . (2) 
Воспользуемся произволомъ количества # для тото, чтобы уничтожить члепъ 


съ первою степенью 2, (2а 4-Б) 2 и получить такимъ образомъ неполное урав- 


ненів; очевидно, для № надо выбрать такое значеніе, чтобы 24/6 -- 0 = 0, откуда 
$ 


Е==— 
Подставивъ это значеніе / въ ур. (2), имфемъ 
ь \3 Ъ а 
л а^ а (—5.) 5. (—-5-)+«=0, ИЛИ а — 2 00, 


02— 440 —_ == у — 446. 











2 — == = 
Т откуда 22 — дя И 04. 2 рт 
7 а ЕЕ 
6—4 _— 6 1/08 — 44 
. — „—— —- — ——_—_ 
Такимъ образомъ: х==2--й== 926 = 92 


460. Занчанія относительно примЪненія предыдущихъ формулъ. 


1. Когда коэоотціенты @, $ ис числа цфлыя и $ — число четное, Формула 
корней допускаетъ упрощене. Въ самомъ дЪлЪ, полагая == 265’, имфемъ 
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— 20/408 —4ае __ — 20 31 2 ав И бас 
2а 5 2а = в , 
по сокращени на 2. 


ве 








Напр., если дано уравненіе 
774° 4 505 4-80, 
то, полагая въ поеєлфдней Формулћ а — 77, 0 — 25 и с 8, найдемъ 


9525277. 8 
Е 77 ? 





откуда я = — 2, д" = — 


а < 


2. Когда коэффиціентъ при 2? равенъ 1, и ур. пмћетъ видъ 


2-р =0, 
то, полагая въ общей ормулъ а —=1, == р и с ү, получимъ 
—р і 8 = 
а= =) ИЕ. 


Если приэтомъ р — четное число, то для удобства вычисленій выгодн%е 
этой формул дать видъ 
— 22:0: — р Я о . 
а > \ 2) Ч 


Напр., въ уравненш 2’—102--21=0 имфемь: р=—10, саб. 
5 ==--5, в (==21; примфняя послъдаюю Формулу, найдемъ 


&=5==\/25 — 21—5-2; саб. 001, 2" = 3. 


461. Приводимъ еще нъсколько примфровъ на примфнен!е выведенныхъ 
Формулъ. 


1. Решить уравнеше 32° — 75 — 2—0. 


Прим%наемъ первую Формулу, полагая въ ней а=3, 6=—17, с=— ?, 
п находимъ 
АЕ 49-Е 24 Е У, откуда 
6 6 
я —= ТН 2,591, съ точностью до 0,001 по избытку; 
м1 6 Уз " 
= 2—2— 0,257, еъ точностью до 0,001 по недостатку. 


2. Решить уравненіе аба? — (а* 4- 6); аб = 0. 

Примфняя первую Формулу, находимъ 

_ и я-а — ча ар и — 9а224-Ы 
ЕЕ даф == 2ађ 


аза и (аз Б) 
ТА, аб. = 2а 


2 
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ОтдЪляя корни, пыфемъ: 


Ре к В а санет ЗЕЯ а о РР Ар ОЕ. Ь 
а= Гута — В? нк 2ар та 


3. Рышить уравненіе т ая ие ва 
Сдълавъ перенесене въ первую часть и приведя къ общему знаменателю 
(36° -- а%)(0° —=-- 1), находимъ ур-ніе 
[(308-рая) — (342 в) ие [030° 4- а?) 4- (202 + 5) р -|- (30% 4-а?) — (8а? 4-08) | 
(808 + а?) —#-- 1) В 














или, по упрощения, 
1 у... (9) 
(30 4-а) 02—241) 
уравненіе, тождественное (1). Приравнивая числителя нулю, ръшаемъ ур-ніе 
(02 — же -- 26 4- аж (6% — а%) == 9. С (3) 
корни котораго и будуть требуемые, если убфдимся, что они не обращаютъ зна- 
менателя въ 0; въ противномъ случа ихъ сафдуеть принять только тогда, 





когда истинная величина неопредфленности Я въ которую обратится первая 
часть ур-нія (2), будетъ равна нулю. 

Корни ур-нія (3) суть: 

— (04 а) = У - а8)2— (08 — 0) — (04- 255 Е 246. 
242 0 

2—0, Не «4\5. 
а 5 а} 

Подставляя ихъ поочередно въ 22 — 2 -|- 1, убъдимся, что выраженіе это 
не обращается въ ноль; сл. найденные корни удовлетворяютъ данному уравнен1ю. 


4. Рышить уравнеше о =. = в В 
у р 2—1 21—10 (541) 
Собравъ већ члены въ первую часть, приведя къ общему знаменателю 
2(=-- 1)(2—1) и сд%лавъ приведене въ числител, дадамъ уравнению видъ 
—_ 28 —3 
а ра а): 
е4 1) (6 — 1) 
Приравнявъ числителя нулю, ръщаемъ ур-ніе 
— а 42—30, 
п находимъ, что корни его суть: 2—3 и 2—1. 





; откуда 


а= 








Первый корень не обращаетъ знаменателя въ ноль, а потому удовлетво- 
ряеть данному уравненію. Второй же, обращая знаменателя въ ноль, даетъ 


первой части уравнешя (1) видъ 5. Опредфляя истинную величину этой не- 


опред ленности, имфемъ 
—2?--44—3 _ &—103—® _ 3—4. 
а (2—1 @— зе (41) 





а О 


эта дробь при 2—1 обращается въ 1, а ур-ніе первое въ 1 =0. Заключаемъ, 
что корень 2” ==1 не удовлетворяеть дапному ур-нію. 


Кром корня, равнаго 3, данное ур-н1е имфетъ еще корень = оо, ибо ете- 
пень знаменателя выше степени числителя. 


462. Решая квадратное уравненіе, мы нашли два корня; боле двухъ 
корней оно имфть пе можетъ: въ самомъ дФл%, если бы ур-ніе 22? -|- 5% 4-с 0 
им%ло болће двухъ различвыхь корней, оно было-бы тождествомъ, такъ какъ 
цжлый по букв 2 квадратный полиномъ, обращающійся въ ноль болће нежели 
при двухъ различныхь значеніяхъ х, тождественно равенъ нулю. 


ИзелБдованіе корней квадратнаго уравнения. 


463. Рьшая общее уравнене а2* 4- бх |--с 0, мы нашли два корня: 
04 У — 4ае и" —— 8—6 — 4ас 


я == = $ == 


24а 2а 











Вычислен!е корней зависить такимъ образомъ отъ извлечения квадратнаго 
корня изъ разности 5° — 446, которая можеть быть положительною, нулемъ, 
или отрицательною. Опредфлен!е природы корней въ каждомъ изъ этихъ слу- 
чаевъ; указаше, что значенія корней въ каждомъ случа соотвћтетвуютъ Формъ 
уравненія, которому они удовлетворяютъ; наконецъ, опредёленіе знаковъ ДЁЙ- 
ствительныхъ корней, —все это составляетъ уњль изслњдованія корней. 

Относительно разности 5% — 4ас можеть быть три предположенія: она мо- 
жетъ быть положительною, нулемъ и отрицательною: 


$3 —446>0, —4=0, 5° — дас < 0. 
Приэтомъ условимся коэофишенть а считать положительнымъ; когда а <0, 
то умноживъ уравненіе на — 1, сдфлаемъ этотъ коэФФицівнтъ положительнымъ. 
464. Первый случай: 
0% — 4ас > 0. 
Въ оормулахъ корней подрадикальное количество будетъ, такимт образомъ, 


положительное, слъдовательно оба корня дъйствительные. Вычитая изъ пер- 
ваго второй, найдемъ 


5—4 ас. 
а ъ 


а! А6 д"! — 


такъ вакъ при данномъ условіи выраженіе это отлично оть нуля, то заключа- 
емъ, что корни неравны между собою. 


Далфе замЪчаемъ, что количество 5? — 4ае представляеть или сумму или 


разность ариометическую. смотря потому, будетъ-ли с отрицательно или по- 
ложителъно. : 


1. е>0. 


Такъ какъ по условію и а2> 0, то 4ас2> 0; вычитайе положительнаго 
количества ведетъ къ уменьшению, сад. 


0% — 4 < 63, 


а потому ариометическая величина \/5* — 4ас меньше арибмет. величины /5* 
или количества Б. Означимъ абсолютную величину коэФоищента $ буквою В; 
въ такомъ случа: 


Если 5 0, то 6-4-8, и корни можно написать въ вид®: 
и ВУ 46 и — В — У 46, 
ЕЕ 2а ? 202 6 
такъ какъ о >> 0, то знаки корней зависять отъ числителей; второй числитель, 
какъ состоящій изъ двухъ существенно — отрицательныхъ членовъ, отрицателенъ; 
въ первомъ—абсолютная величнна отрицательнаго члена больше чЪмъ положи- 


тельнаго, слфд. и этотъ числитель отрицателенъ. Значить при 6 положитель- 
номь оба корня отрицательны. 


Если 2 < 0, то 5 = — В, и корни будутъ 


Е В-РУ Час ЕВ 8 М —4ас | 
Е. 2а ? 2а 

: 
Первый числитель, какъ состоящій 03Ъ двухъ существенно-положительныхъ | 
членовъ, положителенъ; во второмъ—абеояютная величина положительнаго чле- | 
на больше, нежели отрицательнаго, слёд. и второй — положителенъ. Такимъ | 


| 
образомъ, ири Б отрицательнонь оба корня положительны. | 





Итакъ. при с>0 дьюйствительные корни имъютъ знаки одинаковые, 
противоположные знаку коэффищента 5. 


2. < 0. 


Такъ какъ 2 > 0, то 40с < 0; отсюда заключаемъ: во-первыхъ, что при 
с < 0 выражене 0° — 4ас представляетъ количество существенно — положитель- 
нов, и елд. корни безусловно дЪйетвительны; во-вторыхъ, что 
$: — 4ас > 0°, 


и слфд. абсолютная величина \/5* — 4ас больше абсолютной {/5*, т. е. абво- 
лютной величины количества 6. 


Если 6 > 0, т. е. 6 =-- В, то 
и 28 М9 40 а — — 2 — У Час. 


2а : 7 руя 
Отсюда видно, что первый числитель имфетъ больший по абсолютной веди- 
чин членъ — положительный, елд. 2 2 0; во второмъ числител оба члена 
существенно отрицательны, елёд. 2" << 0. Итакъ: знаки корней различны. При- 
этомъ абсолютная величина числителя корня 2’ веть разность 


Мас — В, 
абсолютная величина числителя корня 2” есть сумма 
У — 4а + В 
тёхь же количествъ, и слъд. больше абе. вел. корня 4’; так. обр. большую 


абсолютную величину имъетъ тотъ корень, знакь котораю тротивополо- 
жень знаку 5. 


Ее у Е 


Бели 5 < 0, то 6 —=— В, и 


84-00 4ас РИБА саа Ре. 
24 
Первый числитель, очевидно, положителенъ, и. г > 0; у втораго отри- 
цательный членъ имфеть большую абсолютную величину, чёмъ положительный, 
сафд. 2" < 0): знаки корней опять различны. Приэтомъ, абсолютная величина 
положительнаго корня равна еухм% 


М0? — 4ас -|- В, 
а отрицательнаго — разности тЪхъ же количествъ, 


М6? — 4ас — В, 


т. е. опять большую абсолютную величину имъеть тоть корень, котороло 
знак» противоположень знаку коэффиціента, 6. 


Резюмируя сказанное, заключаемъ, что: коздо 5? — 40 > 0, уравнеще имъеть 
корни дъйствительные и неравные; приэтомь (полагая а > 0), если свобод- 
ный члень положителень, знаки корней одинаковы и противоположны знаку 
коэффиціента 0; если же свободный члень отрицалпеленъ, знаки корней раз- 
личны, и знакъ корня, большено по абсолютной величинт, противоположень 


знаку Ъ. 
465. ПримърЫы. — 1. Пзелфдовать корни ур-вія 82° -- 572 -- 10 = 0. 


а 
Такъ какъ 53 — 4ае—57 — 320 -- 2929 > 0, то корни дЁйствительные и 
неравные; при а > 0 здесь и с>0, ел. знаки корней одинаковы; 0 >> 0, елд. 
оба корня отрицательны. 
П. Изсяфдовать корни ур-нія 82° — 57% — 100. 


Здфеь при а 2> 0 имфенъ с < 0. слёД., не составляя разности $? — 4ас, 
заклюечаемъ, что корни — дйетвительные и неравные; знаки ихъ различны, 


ибо с< 0; большій корень, ныфя знакъ противоположный козоФищенту 6, по- 
ложитеденъ. 


466. Докажемъ теперь, что при условм 5% — 4ас > 0 изъ самой Формы 
уравненія вытекаетъ, что оно можетъ быть удовлетворено двумя различными 
дъйствитедьными значеніями т. 


Выводя въ ур-ніп а за скобки, пифемт: 
ф с 
2.1 ] —- 
а Е 2 )=0. 


Изъ үсловія 0° —4ас > 0) имфемь 4ас < 0°, откуда, раздёщивъ 06% части 


неравенства на существенно положительное количество 4пё, находимъ: 

с $2 

б 22025 "07. ка, 

а < аай 1 сад. 2. > ная 
тдъ К? должно быть существенно-положительнымъ колачествомъ, и єлъд. К — 
дЪйствительнымъ. Ур-не принимаетъ водъ 


а (ааа К) 0, ши а (2-5) —Ю}=0, 


— 39 — 
или, наконецъ, разложивъ выраженіе вт, скобкахъ на множители: 
ъ Ф 
“(= + 5 К) (+ К) =0. 


Такъ какъ @ отлично отъ нуля, то этому уравпенію удовлетворимъ, по- 
лагая 


ІА А Е 

пля 25 КЕ 0, откуда 22 — 5 К; 
или х В. К 0 = 0 К 
+ >-К=0, откуда === — 52 — К, 


откуда и видно, что ур-ніе удовлетворяется двумя дъйствительными неравными 
значевіями 2. 


467. Второй случай. 
р — 4—0. 


При этомъ уелови подрадикальное количество въ Формулахъ корней обра- 
щаетея въ но.ь, слъд. радикальные члены исчезаютъ, и получается 
и. #1. 0 
т —— 58 и 2 == — 5а И 
т. е. оба корня дљйствительные и равные, а общая величина ихъ есть 
ь 
—52. 

Хотя въ данномъ случа ур-віе имфетъ только одинъ корень, но говорятъ, 
что оно имћетъ два, но равныхь между собою, корня. Чтобы оправдать такое 
условное выраженіе, достаточно предположить, что количество 5°— 40с сначала 
положительно, и что оно постепенно уменьшаетея до нуля; тогда неравные 
корни будутъ болфе и болће приближаться къ равенству, и наконецъ, когда 


‹/ г Зав 
разность ихъ, выражаемая формулою у, длаетея нулемъ, оба корня 


становятся равными. 





Примъръ. — Уравнеше 92° -|- 122: -|- 4 0 имфетъ корни дфйствитель- 
ные равные, ибо 53 — ас=6*% — 9 х 4:0; а общая величина ихъ равна 
| ы 682 
а 9 3 


468. Что равенство корней при условіи 0° — 4—0 обусловливаетя са- 
мою оормою ур-Шя, легко обнаружить слъдующимъ образомъ. Давъ ур-нію 
ВИДЪ 

ь с 
2 Бай сат 
а(х 4 22- =.) = 0, 
и замћчая, что изъ условія 0° — 4ас —=0 сперва имфемъ 4ас = 5°, а затмъ, 
$2 


с с 
раздёливъ 0бъ части на 4а*, получаемъ == =; подетавививъ вмъето 2 его _ 


величину въ ур-нів, найдемъ 


а( а +2) —0, ИЛИ а (= -- 2 0. 


9 


Такъ какъ а отлично отъ нуля, то очевидно, что этому ур-нію можно 
удовлетворить единственнымъ способомъ, положивъ 


(7 Ъ 
245 0, откуда = — 5, 


469. Третій случай. 

02 — Аас < 0. 

Такъ какъ квадратный корень изъ отрицательнаго количества 0° — 4ас есть 
выраженіе мнимое, то изъ самой Формулы корней видно, что оба корня будуть 
мнимые. 

Имъ можно дать видъ А-- Ві. Въ самомъ дл, 6? — 496 = (496 — 0%). 
(—1); слёд. /5* — 4ас = Мас —0*. /—1 = /4ае — 0°. 4, ТД количество 
\/4ас —5* дъйствительно, такъ какъ 4ас — 6 > 0. 





Корни а ВИДЪ 


< 


о 7 пъ М4ас— 18 
в СЙ 7 сд 9 








откуда видно, что это — мнимыя сопряженныя количества. ` 
Примъръ. — Решить ур-ніе 72° — 32-4 20. 
1? — Дас = 3% — 4 Хх 7 < 2 = — 47, сад. корни — мнимые. По предыдущимъ 
оормуламъ имћемъ: 
Ут ; 8: УЯТ 2 
=: г —-. Е — —.$. 


470. Покажемъ изъ самой ормы уравнения, что при услови 5* — 4ас < 0 


ему нельзя удовлетворить никакимь дюйтвительнымь В 2. 
р 
Въ самомъ дёлћ, изъ условія 0% —44с<0 имемъ -2 а 2 дая’ 910 неравен- 


с 02 р 
“тво можно замфнить равенствомь = ГК гдЪ К* — существенно по- 
тожительнов количество, не могущее обратиться въ ноль. Внося это выраженіе 


с . 
вмфето а въ уравненіе 


е) 


заемъ ему видъ 


а (а. 2 2-2-9) 0, или {ею 0. 


Отсюда очевидно, что ур-нів не м. б. удовлетворено никакимъ дъйстви- 
тельнымъ значевіемъ х, потому-что сумма двухъ лоложительныхъ количествъ 
можеть обратиться въ ноль только тогда, когда каждое изъ нихъ въ отдёль- 
ности обращается въ ноль, но мы знаемъ, что К° не м. б. нулемъ. 

Изъ ормулъ корней видно, что въ данномъ случа ур. м. б. удовлетво- 
рено мнимыми значеніями неизвфетнаго. 


471. ТворЕемА. — Если уравненіе ал -- 02 -|- с 0, в5 котором 
коэффиціенты а, Б ш с соизмъримы, удовлетворяется несо" -“-ти- 


3 

















Е УА 


мымь корнёмә а - В, то друюй ею корень будет невоизмьримое 
количество а — В, сопряженное первому. 


Въ самомъ дъл%, по условію «-- /В есть корень даннаго уравненія, слъд. 
имфемъ тождество 


а(«-|- УВ) -- Ца + УВ)-Ее=0, 
или, раскрывъ скобки и собравъ въ отдфльныя грушы соизмёримые и несойз- 
мЪримые члены, найдемъ 


(а -- В о с) -|- (20а 4-0) 8—0... . (1) 


Первая часть этого тождества иметь видъ М-- №\/8, тав М и № солз- 
мримы. Въ силу (1) это выражевіе должно равняться нулю; но можно дока- 
зать, что оно можетъ равняться нулю только тогда, когда М:— 0 и №0. 


Въ самомъ дл, пока № отлично оть нуля, мы можемъ 06% части раз- 
дЪлить на № и 0тъ этого получимъ равенство 


==... 0) 


тождественно съ М -- № = 0; но равенство (2) невозможно, ибо оно выра- 


Е. м 
жаеть, что несоизм%римое количество \/З равно соизмёримому — чс. Итакъ, не- 


обходимо, чтобы № было нулемъ; но тогда изъ равенства М-- № у = 0 слъдуетъ, 
что и М—0. | 


Такимъ образомъ, тождество (1) ведетъ за собою слдетвя 


ао? -- аВ-- 5% в =0 
еен 


Если теперь въ трином аа? -- 62 -- с замфнимъ 2 выраженівмъ а — үЁ, 
то найдемъ 


(ааа 4-98 4-с) — (аа Б) 
но это выражеше, въ силу (3), равно нулю, т. е. триномъ обращается въ ноль 
при 2==а — /В; елд. посхъднее выраженіе служить корнемъ даннаго уравневія. 


472. ТиорЕМА, Если ур-ніе ах? 4-х | с 0, в5 котором а, Ъ, 
ш е числа цљлыя, иметь соизмъримый корень, несократимый видь 


4 
которало есть т, то а служить дълителемь с, а В — ълителемь а. 


Въ самомъ дфлЪ, вели — есть корень даннаго уравненія, то имфемъ тож- 


В 
дество. 
а 5-0. т+=0, или ао? -- 008 -|- 8°: 0. 


Но ва? 4-03 длится на а, сл. и сВ* должно дфлиться на ©; но числа 
а и В —первыя между собою, слъд. с должно длиться на а. Такимъ же образомъ 
пока” ° что В, будучи дълателемъ суммы 68 -|- с3°, дить пепремённо и а. 


— 55 — 


Слъцствте. Уравнеще х? -1- рх | 4==0 з которомь р и 4—чиели цьлыя, 
не можеть имњтъ соизмъримыхь дробныхь корней. 


Въ самомъ фл, допустивъ, что ур-ніе имфетъ такой корень на оено- 


П Е) 
ванш предыдущей теоремы нашли бы, что цълое число В дълитъ коэФФиціенть 
при 2°, т. е. 1. 

Изъ этого олъдуетъ, что наше уравненіе можетъ имфть дфйствительные корни: 
пли ифлые, п тогда оба они цёлые, или же оба несоизмЪримые. 


473. Теорема. Ес уравненіе ах? -|- іх -|- в =0, 65 которомь 
коэффиціенты а, Ъ ш с дьйствительны, имъеть мнимый корень, то 
другой езо корень есть мнимое количество, сопряженное съ первымз. 


Въ самомъ длъ, пусть «-- 8: есть корень даннаго уравненія; въ такомъ 
случа имфемъ тождество 


аа 80° (8480) е0, 


или, груширүя дЪйствительные и мнимые члены, находимъ. 


(ваз — 28% 4-а -- с) -- (ах 4- 8% =0...... (1) 

Первая часть иметь видъ А -|– Ві, тдЬ А и В дЪйствительны; но такое 

выражене можетъ равняться нулю только тогда, когда одновременно А — 0) и 

В 0. Итакъ, два условія необходимыя и достаточныя шя того, чтобы 
&«-|- В8 было корнемъ даннаго уравненія, суть 


о а 
8048 -- 58—07 ( 


Зам®няя въ трином$ а2*--6х-Р с количество х выраженіемъ х — 8, найдемъ 


(аа — 4324-09 4-с) — (2а8 08), 
а въ силу условій (2) это выраженіе обращается въ нуль. Итакъ, предложенное 
уравненіе, въ которомъ хоэффиціенты дљйствительны, имфя мнимый корень 
а |- 64, имБетъ и сопряженный ему корень о — 62. 


Изел%дованіе частныхъ случаевъ. 


474. До сихъ поръ мы предполагали, что коэфоищенты отличны отъ пуля. 
Положимъ теперь, что: 


І. Коэффиціентъ а равенъ нулю. При ръшеніл квадратнаго уравненія намъ 
приходилось или дЪлить, или множить уравнен!е на выраженіс, содержащее о; 
но мы знаемъ, что это дЪйствіе непозволительно, когда а: 0), ибо можеть по- 
вести къ уравнению, нетождеетвенному съ даннымъ. Поэтому является необхо- 
димость въ изелЪдованіш, предетавляютъ ли найденныя Формулы для хил” 
рЪшенія уравненія и въ случаЪ когда а:— 0. 


Обращаяеь въ Формуламъ корней: 


п 201 М0 — 4а д 0 У 4ае, 
Отар еа 


3# 


Е 


и полагая въ нихъ а =), найдемъ: 





ву, Ри аа А 
0 0 
Если $ положительно и равно -|- 8 (тдъ В -—абсол. величина 6), то 

+В 0 пЁ -В —2В __ . 

о тона; о 
вели 0 отрицательно и равно — В, то наоборотъ 

г +В-В __ 28 __ 5 и! +8—в 0. 

СЕ р: а 


Итакъ, при а == 0) одинъ изъ корней обращается въ со, а другой прини- 
0 А 
маетъ неопредфленный видъ 7° Опредлимъ истинное значеніе этой неопред%- 


ленности, причемъ достаточно раземотрть одинъ случай, напр. 0 > 0; въ такомъ 
случа 2” принимаетъ неопредъленвый видъ. Умножая числителя и знаменателя 


Формулы 2” на — Б — (/Ь — 4ас, получимъ 
,С—04-/58—40с)(——ү8——4ас) _ 08—(0%—4ас)  __ 4ас 


я очен И ассои, 
2а(—5— (/0#—4ас) 90(—0—ү2— 4ас) 90(—0—ү0 —4ас) 








Отсюда видно, что неопредленность корня х’ зависитъ огъ присутотвія въ 
числител и зваменателъ общаго множителя 20, который при с = () обращается 
въ ноль; сокративъ на 20, имфемъ: 





2с 
А ЕЕ ` 
— 6 — (04 — дас 
а положивъ здъсь а = 0, найдемъ 
а 2 __ 6 
— вы: 9 —- ф рд 


количество олредъленное. 


Итакъ, при а= 0 одинь изъ корней обращается въ со, а друюй равенъ 
корню уравненія первой степени х -|- с == 0, въ которое обращается квад- 
ратное уравненіе при а = 0. 


475. Обратимся теперь къ самому уравнев!ю, и посмотримъ, что оно даетъ 
при а: 0. 


Уравневію можно дать видъ 
02 |- сс — ад; 
и какъ оно не удовлетворяется при 2—0, ибо обращается въ с== 0, между 


тфмъ какъ е отлично отъ нуля, то можно раздфлить обћ часто на 2°, велћд- 
стве чего получимь уравненіе, тождественное съ данным: 


(оак 


А —0 А я} с 1 
Такъ какъ, по условю, а= 0, то произведеше множителе 557 в = 


должно быть нулемъ; а для этого необходимо, чтобы одинъ изъ множителей 
обращалея въ ноль, а другой оставался конечным». Положивъ 


о с ЕИ 


ь-- 5 =0, откуда х= — 


? 


е а 


2 1 Ь 
замфчаемъ, что приэтомь другой множитель — равенъ — —, т. е. конеченъ. 


с $ 
Поэтому 2 = — 77 веть корень данноло уравненіёя. 


Положивъ 
1 
== 0, откуда х=—00, 


находимъ, что другой множитель обращается въ Б, и слъд. конеченъ. Поэтому 
&- 00 есть также корень уравненія. Эти результаты вполиъ согласуются съ 
выводомъ, полученнымь изъ Формулъ корней; поэтому, посафдня приложимы 
къ случаю а: 0. 


Примъръ. Во что обращаются корки ур-нія. 
(а — 0%)а2 — 22а — хай — 0° = 


при а=? 
Такъ какъ при а=6 коэофищенть при 2° обращается въ ноль, то оданъ 
т ; а? — 0? 
изъ корней обращается въ оо, а другой принихаеть значене дроби 5—5) 
3 
при а—6, т. 6. =. 


Это можно провфрить и общими формулами корней, которыя даютъ 
‚2а — 0 21—261 
7 2—1 ° а 
476. П. Коэффищенты а и 6 одновременно равны нулю. Обращаясь къ Фор- 
муламъ корней, находимъ, что при а= 0 = 0 оба корня принимаютъ неопре- 
дфленный видъ 9. 
Чтобы раскрыть неопредЪ ленность, преобразуемъ Формулы корней такимъ же 
точно образомъ, какъ въ предыдущемъ случа; найдемъ: 





, 2с „ 2с 
$ р - === 
— 0 — 0 — 4с рулас. 
Положивъ здесь а= 0) и 6—0, имфемъ 
26 оо д" = 8 — со 
и 00, = < == 00. 


Итакь, при а==0:-() оба корня безконечны. 
Обращаясь къ уравневію, даемъ ему видъ 


26+ +)=- 


пли, такъ-какъ а= 0 == (), видъ 
6 


2), 


22 


Тавъ какъ с конечно, то этому ур-нію можно удовлетворить единственным 
способомъ, положивъ х= ос. 


— 38 — 


ПримърЪ. Каковы корни уравненія 
(а Б) — (в — а — 22%)а - (20° — 30р -{ 0) = 0 
три а= — ? 
Когда а == — 5, коэвоищенты (0-5) и (0% — ар — 25°) при 2° их 06- 
ращаютея въ нули, между тъмъ какъ свободный членъ въ 60*; заключаемъ, что 
при а= — 6 оба корня безконечны. 


Тоже можно видфть и изъ Формулъ корней; рая данныя ур-нія, имфемъ 


а" а— 5 д" — 2а— 6. 
245° + 
сдълавъ а= — Б, имфемъ 
сас ИЕ ыы со. 
0 ? 0 
477. Ш. Вс три козффиціента а, Би с равны нулю, Изъ оормулъ корней 
уб%димея, что онъ представляютъ дЪйетвительную неопредЪленноеть. 
Обращаясь къ уравненію, замћчаемъ, что оно принимаетъ видъ 
0х 240х240 0, 


и сл6довательно удовлетворяется всякимъ значеніемъ =; это — тождество, 


Вычисленів корней үравненія ал° 4- 02 4-с о, когда коэффи- 
ціентъ & весьма малъ. 


478. Когда коэооиціентъ о весьма малъ, то изъ предыдущаго изслФдова- 
нія ($ 474) видно, что одинъ изъ корней о по абсолютной величин%, 





весьма великъ, другой же близокъ къ — --- Общія Формулы корней 
и = НУ — 4 ие 
> 9а у — 9а 


въ данномъ случа будуть неудобны для вычисленій. Въ самомъ дълЂ, 0° — 4ас 
вообще не есть точный квадратъ, и елъд. /0% — 4ас придется вычислять при- 


близительно. Ошибку, сдъланную при вычислеши \/5* — 4ас нужно будетъ раз- 


дЪлить на 2а для ре ошибки 2 или х”; и если о весьма мало, напр. 
5 Й 

Мао Се 2 

== 150000’ 19 За == обо а потому ошибка =, едъланная при вычисленіи 


Ув — дас 4ас поведетъ за собою погръшность, равную 100002 въ величинахъ 2 и 
х". Такъ-что, если бы мы пожелали вычислить корни уравненія съ точностью 


х 1 


1 а раи 
До 105’ ТО ДОЛЖНЫ бы были \/5* —4ас найти съ точностью до т" 


10000 
т. 6. съ 4 лишними десятичными знаками, 


Отсюда понятно, что сложность вычисленій будетъ тмъ значительн®е, чиъ 
меньше а. 


Несравненно легче, при маломъ а, вычислять корни особымъ способомъ, 
называевмымъ методомь послљдователљныхь приближений. Этимъ способомъ до- 
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статочно вычислить одинъ пзъ корней; въ самомъ дви сумма корней извфетна 
(1 
и равна — — (въ чемъ убфдимея, сложивъ Формулы 2 и 2”), и если будетъ 


вычисленъ корень 2’, то другой найдемъ, вычтя изъ суммы извстный корень: 
раа 

а 

Нужно раземотрть два случая: корни одинаковаго знака, и корни разнаго 
знака. Если черезъ а, В и с означимъ абсолютныя числа, то уравненіе съ по- 
ложительными корнями будеть вида: ах? — 2-4-0; съ отрицательными: 
а2*----с—0. Достаточно указать вычисленіе положительныхъ корней, т. е. 
ур-нія ал — 02 -|- с 0; ибо, если оба корня отрицательны, то перемънивъ у 
$ знакъ -|- на —, получямъ ур-нів съ положительными корнями, вычисхивъ 


которые и перемънивъ у нихъ знакъ, получимъ корни ур-нія а2* -|- 02 -|- с 0. 





479. 1-й случай. Знаки корней одинакозы. Итакъ, раземотримъ уравнен!е 
съ положительными корнями, т. е. вида 


а а а аж 
гдЪ а, 0 и с—-абеолютныя числа, и след. знаки окончательные. 
Меньшій корень этого уравневія есть 


а 00 — 4ас 0—0 — ($ — 08 — 4ас)( -- (22 — 4ас) дас) _ дс | ... @ 
Е а — 2а(Ъ -- /5? — 4ас) тъ 24 дас 


Этоть корень мы и вычисдим». 
Решая ур. (1) относительно 6х, находимъ 
$5 = -|- а, 
откуда == 5+: а (3) 
Т. к. а весьма мало, © величина конечная, 2 предетавляетъ въ этой тормулъ 


: а 
меньший корень, имфющ также конечную величину, то и $7 будетъ весьма- 


а Ра 
мало. Поэтому, откинувъ членъ 78% мы едълаемъ небольшую ошибку, и елд. 


первымъ приближешемъ корня 2’ будемъ имть 
== с 
р 
Это приближен!е меньше настоящей величины д’ ибо откинули положительный 
а з 
члепъ 2%. 
12 
с 
Если теперь въ Формул% (3) замфнимъ во второй части 2 величиною т? 


мепьшею чфмъ 2, то получимъ второе приближеніе 
== 92) 
2 == РУ Р 


арс у? 
воторов опять меньше настоящей величины 2”, но больше чъмъ =, на (5) ‚ 


500). 


Замфнивъ снова въ ур. (3) во второй части х черезъ 2,, найдемъ третье 
приближеніе 


2—06 а а 

— ъ + 70) И 
снова меньше петинной величины 2’, ибо х, меньше 2”. Но х, будеть больше 
2; въ самомъ дълЪ, мы видфли, что 2, > 21; возвысивъ 06% части послЬдняго 


а с 
неравенства въ квадратъ, помноживъ на РМ и придавъ по т? ПоЛүчЧИмМЪ 


с а с а 
т $ (®)* > т (21) 
то-есть х, > 2, П Т. Д. 


Итакъ, послёдовательныя приблпженія пдутъ все увеличиваясь, но всегда 
остаютея меньше 2”, сд. они приближаются къ 2’. Докажемъ теперь, что раз- 
ница между хи приближеніями стремится къ нулю, и сл. можеть быть ед- 
лана какъ угодно малою. 


Разность между 2” и первымъ приблаженівмъ =,, т. ё. порљшность пер- 
ваго приближенія мы выразимъ изъ уравненія (3), которое даеть (зам%тивъ, 


с — . 
что 1. = 2): 


2 === $(#)*. 


о 


. 26 
Но 2”, ва основаніи (2), равняется ———————, и слЪд. 2’ меньше г 


ь-- Е 4ас 


написавъ неравенство 
, _ 96 
д < г 


а 
возвысивъ 06% его части въ квадратъ и умноживъ на --› пайдемъ 
а а 4с? 
76 е ЎТ х 8 


замнивъ первую часть равною ей величиною х’—х,, которую обозначимъ че- 
резъ =, имћемъ: 


4ас с 
иль 
Эта Формула даетъ предлъ погрёшноети 1-го приближенія. 
Вообще, погрёшность п-го приближенія 


=, — 2 — 2. (5+ Е 2) — (< Ъ + И Я . == $ (а*— #71) 


НУ а, 4) 
Но 


/ ы , / 
1—2,12=8,45 а У. < 


2 
3 4с 
ибо 2,1 <<; н 2 < г откуда 22 < т” а потому и подавно 


4 
хх, < $: 





Саждовательно 
4ас 
=, < ра" 8-1 
Делая въ этой ормулћ посаФдовательно ® — 2, 3, 4, ..., № и припиеавъ 


Формулу для 1-го приближенія, имфемъ 


4ас с 
а < 





4ас 
=, < х = 


4 
6 < Х & 
| 


4ас \ 
| < я ХЕ, 


Перемножая почленно эти неравенства, сокращая 06% части на общаго мно- 
жителя 


Ер. ёз, Е. ооо . бам) 


получимъ 
4асу с 
(7) +5. 
Но корни дъйствптельные, елд. 
0% — 4ас2> 0), 
4ас 
откуда тж < 1. 


Если количество, меньшее 1, возвышать въ возрастающя степени, то 


4ас\* 
степени эти приближаются къ нулю, если же (5) приближается къ нулю, то 


с 
д умноженное на конечную величину >, также стремится къ 0. 


Итакъ, количеству п вседа можно дать такую величину, чтобы є, было 
какъ зодно мало. 


Итакъ, указапнымъ способомъ всегда можно найти приближенную величину 
меньшаго корня съ какою угодно точностью. Причемъ, останавливаясь на при- 
ближени =х,, длаемъ ошибку, меньшую 


дас”, с 
(9) хъ. 
Әтотъ способъ приложлиъ всякій разъ, когда 6 < 1, т. е. когда кор- 


4ас 
ни дЪйствительные; но практически пригоденъ тогда, когда - Весьма малая 
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дробь сравнительно съ 1, ибо только въ этомъ случа 2, 2,,. . . 2, ДОСТа- 
точно быстро приближаются къ 2. 


Примър%ъ. Дано ур. 
322 — 76402 -- 400 — 0. 
Имфемъ: 
22—95 51640; с== 400. 
4ас__4х3х400 4800 _ 48 $4426 
$3 — 58369600 58369600 583696’ 





48 г і 1 Р 
еслибы имфли дробь 280000" >” (17), то по сокращен она дала-бы 10000 > № 
(1) нмћетъ такого же числителя какъ (1/), но большаго знаменателя, слъд. (1) или 

а. 
у <10000 


Эта дробь весьма мала сравнительно съ 1, слъд. наша метода приложима. 
Первое приближенів для меньшаго корня есть 


400 40 


7! — $ == 640 764) 
его ошибка 
4ас с 
а? 
4ас 1 с РА А 
по „< 10000) а $’ 10 обращени въ десятичную дробь, даетъ 


$=0,05235602..... 


олЪд. 
$ <0,06. 
Поэтому 
1 6 26 
= < 10000 Х 100’ 041 & < 1000000 


ел. =, навфрное меньше 





100000 
Олфд., взявъ для 2’ число 0,05235, получиыь меньший корень съ ошибкою, 


меньше $ И ТӘКЪ 


1 
100000? 
2, = 0,05235. 
Вычиелимъ еще второе приближен!е; оно будетъ 


доа ау 


4ас р 4ас 1 
—я `5 80 МЫ види, 910 55 < 10006 


Ошибка этого приближеня є, < 10000 ° 


а < ; значить 


а 
1000000 
6 


8% < 10000000000 ` 


йе: 
с а я 
Вычиеляя я а) съ 10-ю дес. знаками, имфемъ 


== 0,0523560209,.... 


бе 
Б 
(а, ) = 0,0000010763. . . .. 
0;0593570972.. 
Сохраняя 9 десятачвыхъ мъстъ, имфемъ: 
2, 0,052357097 
съ ошибкою < я . 


7640 
Чтобы вычислить другой корень, нужно изъ суммы корней, равной В 


вычесть найденный; взявъ въ 160 девять десятичныхъ мЪотъ, имђћемъ: 
2546666666666 
—  0,052357097 
2546614309569, съ точн. до Е 


103 





480. 2-й случай. Знаки корней различны, 


Если знаки корней различны, что будетъ, когда с отрицательно, то, на- 
звавъ абсолютныя величины коэофищентовъ черезъ а, В и с, уравнен!е будетъ 
одного изъ слфдующихъ видовъ: 


ах? 4-а — с 0, аа? — 6 — с 0. 


Въ первомъ уравневіи меньшій корень положителенъ, во второмъ отрица- 
теленъ; но если во второе вм. х подотавимь — 2, то превратимъ его въ пер- 
вый видъ, т. е. меньшій корень сдЪлаемъ положительнымъ. 


Поэтому разсмотримъ, какъ найти положит. корень уравненія 
ад? | 6х — с 0) 
по способу послЪдовательныхъ прибллженій. 
Опред%ляя 65, находимъ 
ра с — аж, 
а отсюда 


с а оа 
тр р 2. 
Послъдовательныя приближенія будутъ: 


62 ты а с а Я И 
21у № = (2,)"; р — (2а) Б: 


ооо орз 


п вообще 


с а б 
ат Ъ` (2,1). 


— 44 — 


Искомый менышй корень выражается Формулою 


о а 
в. @) 


Очевидно, что 
жи н 0) 


Возвышая 06 части этого неравенства въ квадратъ и затъмъ умножая на 


а 
т» найдемъ 
Б СА; > (5); 


с с 
вычитая это неравенство изъ равенства и! полу. 


си 


первая часть есть 2, а вторая есть д’, слёд. 
2, <т. 
Возвышая о0б% части этого неравенства въ квадратъ, затЪмъ умножая на 
га имфемъ 


а о а 4 
709) <р" (0% 


с 
== —- ИМ: 


вычитая это неравенство изъ равенства г Б 


с а с а 
р 0%) 2 р 0095 


первая часть есть 2г,, а вторая == 2, олд. 
а: 
ит. д. 
Продолжая такимъ образонъ, убфдимея, что всё приближения нечетваго по- 
рядка больше настоящей величины д’, а четнаго-меньше 2”. 


Кром того, если выпишемъ, већ четныя, затъмъ веБ нечетныя прибли- 
женіл, получимъ два ряда: 


26 __ е а 9 
а #5 —Ъ (9 
6 Ф е а 5 
1—5 — 5" ар (0 
2256 а р. 0 БУ а 
а — (80) ъ= — 00) 


Разсматривая первую пару нечетныхъ приближеній, замфчаемъ, что очевидно: 


де" 
аур 


р. Е 


Обращаясь затЪмъ къ первой парф четныхъ праближеній, и взявъ ихъ разность, 
имфемъ 


а 
21—05 == (и — 23") ; но 2,< 2, , елд. 


и: 


Переходя ко второй парф нечетныхъ приближеній и взявъ ихъ разность, 
находимъ: 


` 


< 


2: — 


с = (а — 039) ; Но 6222 , елд. 
1, < 83. 
Взявъ разность второй пары четныхъ приближен: 
2, — м, = (в? —2;) ; н 2; <, , с. 


2022,5 ИТ. Ц. 
Заключаемъ, что приближен!я нечетнаго порядка, оставаясь всегда больше 2’, 
идутъ постепенно уменьшаясь и сад. приближаются къ 4’; приближеня же 
четнаго порядка, всегда оставаясь меньше 2’, идутъ увеличиваясь, и слЪфд. так- 
же приближаются къ 2. 


Докажемъ, что разность между тёми и другими приближеніями и х’ стре- 
матея къ нулю, и сяд. м. б. сдлана какъ угодно малою. 


Возьмемъ приближеніе нечетнаго порядка 2:,,,,, которое больше 2“, и на- 
зовемъ погрёшность этого приближенія т. е. разность между нимъ д 2 черезъ 
урц) ШМЂеМЪ: 


ан а 0 (р . т „)— (5—2) 


Ро а Г => а у! 
= + (2 – 22 = (+=) (0 — 2) =, (2 +2). ар 
Но, по (2), 2 <=, вли <; х3, какъ приближен! 
: ‚<, 73 а риближен!е четнаго порядка, мень- 
ше 2’, а сл. и подавно < 2; или — $; итакъ 
2 << 
< 6 
КЛА складывая, имфемъ 
9с 
< 7 
т 2ас 
сад. ры рр 7 бар 
Вромф того 
‚ _—_@ Г 6 њ 26 
ее э но 2 < тэ сл. Е <я 


поэтому 
сё или множа и для вторую 
62 часть на 2: 


а 
&< ъ Хх 
2ас с 
<» Х 55° 
Выразимъ теперь предълъ погръшности приближеня четпаго порядка, напр. 
2,у. Имфемъ ^ 


с 
Но =,,, и 2” меньше 2, или т, ед. 


> 2ас 
ёар < За * Яр 
Итакъ, предълъ погрЬшноети четнаго и нечетнаго порядка выражается 
А 2ас : 
одинаково: произведешемъ 12 на погрЪшпоеть предшествующаго приближенія. 


ОлД., будетъ-хи я четное или нечетное, всегда 
ас 
=, < 2 х БЕС 


Полагая въ этой формул 0—2, 3, 4,. . . ., э получимъ Формулы 
погрЬшностей 2-го, 3-го, . . . . приближенй; присоединивъ сюда Формулу 
погръшности 1-го приближенія, имфемъ: 


2ас с 
“мых 
2ас 
а < па хе 


2ас 
< ж х 5 


2ае 
22 < 8. х в 
Перемножая и сокращая общихъ множителей, найдемъ 
є < (22), с. 
ы 62 25 
Зас 
Отеюда видно, что если > будетъ < 1, или, что все равно, если 


р? 
а < 5. 


асу, е 
то веегда можно взять % достаточно большимъ, чтобы сдфлать (б) Х ор меёнь- 


ар е9 


ше данной величины; и сл. чтб. погръшноєть г„, и подавно, была меньше 
той же величины. 


Н б 206 
о и въ этомъ случа метода удобна только тогда, когда == будетъ зна- 


чительно меньше 1, ибо только при такомъ услови 21, 5, 23,- · - - будуть 
быстро приближаться къ искомой величинЪ. Останавлаваясь на приближенш 
нечетнаго порядка, получимъ величину ошпбочпую по избытку; останавливаясь 
на приближенін четнаго порядка, имфемъ величину съ ошибкою по недостатку; 
въ обоихъ случаяхъ высшій предфлъ едЪланной погръшности узнаемъ, вычиеливъ 


асу, с 
(=) Хэ. 
Примъръ. 652°--1405—17=0. ЗАЪеь 
а= 5; 0140; Ей 


2ас 70 
ра == 1408 = 580} 210 чиело значительно <1, поэтому метода приложима. Пер- 





вое приближеніе 


с 7 1 
2; га — та6=56= 005 
ото Е А =. асс 1 1 
огрышность этого проближенія, =, будетъ меньше 1 Х 5р = 550 Х 10 


1 
== үт500» а ©. и подавно, <=. 


Второе приближеніе 


10000 ` 


с а 


1 = 
= — $ 21 =0,05 — ге Х 0,0025 = 0,0499107 . . · 


2ас\* с 1 1 
Ощибка =, а н) Х 55, ИШ < (250) Х ю= 56000 а Потому и 10- 
авно меньше х ЕЕ. ЭЕ 
л ЪШ6 3-Х 1000000 


Значитъ, положительный корень, съ ошибкою меньшею одной полу-мил- 
ліонной, равенъ 

















0,049911. 
Сумма корней == — 28, сл. отриц. корень, съ тою же точностью, равенъ 
| — 21,950089. — 
481. Задачи. Ршить слъдующія численныя уравненія: 
1 1 120 
ы 2—5 8218 — 1+2 Эл) 
5 5 2—2 2 
" р а ав 
8, 2 4+7 2—7 7 


(0—1) (84-7) а*— 
4. (8а — 9) 8(#-- 1) —100. 


— 48 — 


5. 8(8= — 8) — 22 —(#— 55. 


9—2 4 (2—1)3 
9 а 2 _ 


7. 1ай 70 3 (е) 1 . 








8. 2(122-4| 0,7) — д == (35 —0,2) |6 2. 


Е #—4 _ 1, 
2-4’ 2—3 
324-2, 1—1 _ 15—1 















































О —- 5. 
ати! тарб 
1 1 1 
НН НИНЕ = а 5555. 
т и И 19. #8 — 5(2-- 89) = 5555 
1 2 3 а. а у 2—2 24-4 _ 
в д-йз-азтеа=° ++ = 
1 1 
8 аве д6, 322—2. 29—16 р 50 
РЭК та. 2—4 2—2 29—628 
& 2 
3 23 8 5х 
17. Баа) за) 1) 288 18. 52-11-8222 4-40. 
АС ИЕ НЫ Е Е 88 
байс 49—923 2-42 3 500—3) 34—15) 42—25 
8 9 90 9а 41, 441 
21. е5 558 Ш 88° а Р теа а: у 
#--0,5 _25—0,5 0247) ат 2-11 
= 7240,5 ` А 24-1 Езер раи ы 
142—9 18—402 23 8 324-1 12 
АЕ т Б 2-2 7 4 а 4 
Е) 
я 
07 2 4- 20-2 и щие нЕ ала ани. 
241 #4 7 5-2 &--3 
228—3, 1 624-4 е8. 1/2, 2—9 
о +7(52— в 2 з= вт 5 )- 
х Зай. 7844 2 2 1 = 
ат ): ЕЕ 0—4 7 28—38 900—8 
209 — Зк 10 2 
па нр нЕ г: 1 ее 
30. = я-а 2-1) аа воа Е 
42-47) 
аа 241 


а 1 


х 1 
81, —. 32. == . 
са == = 8 (2—1)? 5 (а — 1) 

















1 3 6 1 2 1 
аа аст те Е) 
35. Ре. с а а-аа 
СИРЕНЕ. ИСР Е Е ИЫ У ИЕ = 

З 3%—1 3(1—а) 205 — 42 — 923 -|- 1447 — 35-18 
Р%шять буквенныя уравнен!я: 
39. 22 — 260 | (63 — аЗ) =0. 40. ађа? — (а? | х--1—0. 
41. афа -- аһ -|- 52 — а?л -Ё 63. 49. а?х%|-1——031224-(а—0)%--(а--)ғ. 
43. (5а? -|- 92) (348 — 45 -|- 3) — (558 -| а)(32% 4-42 -- 3). 
44. 2542? -|- 1 — 95°? | 10а. 45. 22 — 2.8% - а^ -|- 0—92 — а?). 


46. (2-4 а)(2 — 5)(20 — х) = (2 —– а(х + 5)(2 — =). 

47. 22 — 2(а? -|- 2) | (а — 0)? — 0. 

48. ађа? — (а | 5% -|- 4а) -|- (а? -|- 0%) -- ба —0. 

49. 28 — 24а(24-1) 56-1) — а) 4-а 4-02 0. 

50. аъ? — {3(а 4 5) — 2а} 6(0 — 0) 250 =0. 

51. 2? — 22(1 | За) — 448 -- 13а? | 50 4 1—0. 

52. 3202(192 — а?) — 22(3а2 — 44? — 240 -|- 24) — За -- Ва? -- За? — 33а --16—0. 
53. 2(6% - Бе -|- с?) У 300(6 4 с)2 -- 322 — 0 














Д. 1 5. 2 ба о ас 
Е ЕЕ Ее ао 

а с __ 9 а |- =}? 
В, ма = „) = 1+5" 








58 24-40 = 2+ 3а +522 2 -|- 20 __29, 
2 — бат -|- 608 | 28 — ваг | 8а? 2 — Зав | 12а 24° 


59. Доказать, что уравненіе 
(1-93) - 2р42 4- (1 4-р?) =0 
не иметъ дЪйствительныхъ корней. 
60. Доказать, что корни уравненія 
а2 — (Руа -|- 7 — 5—0 
всегда дфйствительны, каковы бы ни были знаки количествъ 7, $ и $. 
61. Доказать, что корни уравненій: 


1 1 1 ЕА & 1 1 
У аар а аа аа) гов ал=9 


а 
всегда дфйствительны, и что если а>> 0, оба корня 3-го положительны. 








62. Доказать, что корни уравненія 


(1 — а) — (1 4 8) (0 — В) (2 — с) == 0 
всегда дЪйствительны и вообще неравны. Указать частный случай, когда корни дв- 
лаются равными. 


63. Доказать, что уравненіе 


(а 02 -| 63) — (аа 4-50 4 сс) 0 0,24-0,24 в1"—=0 


а а 


имфемъ корни мнимые, за исключеніемъ случая, когда 


ао аа 


аы е 
64. Доказать, что каждое изъ слфдующихь двухъ уравненій: 
(0 — 4ас)22 — ас Г си — 7р -- (0,2 — 40е) =0, 
(20 — а )аё — 9(ас — са!) -|- Бс — СЫ 0 
имфеть корни дфйствительные, если 62 — 4ас < 0. 
65. Доказать, что уравненіе 
(а — &)(с — 2) — 2—0 
имфетъ корни всегда, дЪйствительные, н вообще перавные; указать частный случай, 
когда корни будутъ равные. 


66. Доказать, что если корни уравневія 
ах? -|- 205 4-с 0 
дЪйствительные и неравные, то корни ур-нія 
(2+ с) (аа -- 2.0 4-с) = 2(ав — 08)(22-|-1) 
будуть мнимые; и обратно: если корни 2-го ур-нія мнимы, то 1-го дфйствительны. 


67. Доказать, что если т и т суть два числа одинаковаго знака, и а, би с — 
кавая угодно дфйствительныя числа, то уравненіе 


т 
2 — а 





имфетъ корни дЪйствительные. 


68. Доказать, что если уравненіе 2° -|- рх -|- 9 ==0 имфеть корни дъйствительные, 
то уравненіе 


2224-9 (5-4 4) (2-р) 0 

имфетъ также дЪйствительные корни, каковъ бы ни быль знакъ количества, 6. 

69. Каковы корни уравневія 

(а — 02) — (20? -|- Заб — 63) -|- (а -- За -{- 202) = 0 

при а= 02 

70. Къ какимъ предфламъ стремятся корни уравненія 

(24-Х — 2)а2 + (02 | 8 -- 2) — (02 — 1) 0, 

когда ^ принимаетъ поочередно значенія: 1, — 2, — 1. 

71. Ршить уравнен!е 022 — с(х — а)? ==4, и изелфдоваль его корни при 0с. 


72. Доказать, что корни уравненія 


Ааваа 0 ОЕ аа и 


2—0 2—0 дс 





всегда дЪйствительны. 


13. При вакомъ значені Х ур-ше (А — 1)2® — 2(\4- 1) -|- (-— 2):=0 имфеть 
дЪйствительные равные корни? 


74. Довазать, что корни үр-нія 02% 4-02 -|- с==0 всегда раціоральны, если 


с : 
Ф от -- Рт. гдБ а, с, т — количества раціональныя. 


= р 0 


75. Доказать, что уравненіе 
а-я — [5 —-49) 1 К 4-9) — вв — 800 
имЪфетъ корни дЪйствительные, каковы бы ни были числа р, 9, г, = и Ё 
ЗатЪмъ, доказать, что условіе необходимое и достаточное для того, чтобы кории 
были равные, выражается равенствами 
т 8 $ 
ить = = • 
14-22 ра 1-9 
76. Доказать, что если корни ур-н1я 05 -- 52 -|- с =0 дБйствительны, то уравневіе 


(Зах | 0)? — 20(а2° | 2х 4-с) = 0 





имБетъ корни мнимые. 
77. Доказать, что если ур-ніе 22? 4-02 -|- с—=0 имфетъ корни мнимые, то уравненія 
0208-0 4- с -- (а= 4-5) 4 2а% —0, 
а22 4-52 4 с а (2а20 4-5) 2ая—0 
имфють также мнимые корни. 


78. При какомъ значен1и л ур-ніе (а -|- \)2% — а(20 — \)х -|- Ь — 20% == 0 имфетъ 
равные корни. 


79. Тотъ же вопросъ относительно ур-нія 22 4- 2(3 — 4)2 4-22-46) 4-3 = 0. 
80. Вычислить, по способу послфдовательныхь приближен, корни уравненій: 
а) 322 -|- 2545 | 5—0 
Ъ) 422 — 6255 —8—0 
с) 0,00004822 — 195 10, съ десятью деснтичными знаками. 
а) 3=*-{- 26152 — 540 —0, съ точность до 0,00001. 
е) 0,00000722 --х—1-=0, съ 12-ю десятичными знаками. 
0) 0,000249 — 22-3 0, съ точностью до 0,000001. 
8) 0,0000422 — 82| 7—0, съ 11-ю десятичными знаками. 
В) 0,0012 х—1=0, сь точностью до 0,001. 


съ точностью до 0,1. 


ГЛАВА. 2251. 


Связь между коэффиціентами и корнями квадратнаго уравненя.—Приложения. -—По- 
строеніе корней квадратнахо уравненія. Задачи. 


482. Теорема, Каковы бы ни были корни уравненя 
ах фе Ре —0: 
1) ить сумма равна взятому сз обратныме знакомь частному оть 
раздњленія вторало коэффициента на первый, т. е. 
ф 


и? 
4% 


— 59 — 


_ 2) а произведене равно частному отз раздњленія третьяо коэф- 
фиціента на первый, т. е. 
с 


а 


ПовъркА. Мы знаемъ, что во вефхъ случаяхъ корни даннаго уравнешя 
выражаются формулами 


д —— 8-Е У — 496 дт 0 — У — ас 
М. — 97 


2а 2а 





3 


складывая которыя, находимъ 
я-а" =— о 
и. 
а перемножая, находимъ 


ый ии С-В У — 44) (—6 — М0 — 496), 
И 4а? 





замћчая, что числитель представляетъ произведеніе суммы двухъ количествъ на 
ихъ разность, и слъд. равенъ разности ихъ квадратовъ, имфемъ: 


РНЕ (— 5) — (3/5 — 4ас)* __ 62 — (52 — 446) _ 


с 
да Дай а 


ПЕРВОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Такъ какъ корни 2’ их”, при подетановк® 
въ уравненіе, обращаютъ его въ тождество, то имћемъ два тождества 


аа -|- 00 4-с 0, а 4-00" 4-с 0. 


Принимая за неизвстныя——коэФФиціенты а, Б и с, видимъ, что они удовле- 
творяютъ двумъ ур-мъ, и потому задача объ ихъ нахожденіи неопредфленна. 


Но если оба равенства раздфлимъ на а: 
(7 с , А с 
Р) И —— "9 а 2 — 
242 4—20, ия + =0, 


. 6 с 
то, принимая за неизвЗетныя — отношенія Р находимъ, что эти отноше- 
нія должны удовлетворять двумъ уравненямь, и лотому задача объ ихъ нахож- 


. . Б с 
деніи опредленна. Эти два ур-нія и дадутъ намъ величины РЧ и Р; ВЪ ФУНК- 


. . с А 
ЦІЙ корней. Для искхюченя Е вычитаемъ 2-е ур-ие ИЗЪ 1-го и находимъ 
72 1/9; Ь е. ү 
(а) и) 0. 


Положимъ, что 252”; въ такомъ случа позволительно сократить ур-віе 
на количество х’— 2” (какъ неравное нулю), и получится 
Ч у ь А СА Б 
204 0, откуда д" = бт. 


и 


Жал, о НЕ 


ь 7 
Внеся выфето -х равную ему величину — (2 | 2”) въ первое уравненіе, 
найдемъ 


(ия -- = ==0, или — 22 = —=0, откуда 
05 
а 


. В : 
Теорема доказана; но опред®леніе Р сдфлано въ предположении, что корни 


неравны. Остается доказать, что теорема справедлива и въ случаћ равныхъ 


Ги) 

корней. Мы знаемъ, что если корни равны, то каждый изъ нихъ == — са 
(А с 

слЪд., ихъ сумма — — =; а отеюда, какъ и выше, найдемъ, что 25” = с" 


ВТОРОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Такъ какъ 2 и 2” суть корни уравненія 
аа -|- 2-с 0, то триномъ 22° -|- 02 -- с обращается въ ноль при подета- 
новеъ въ него 2 и 2” вместо 2, и слъд. длится какъ на 2 — 2, такъ и на 
х— 2": слъд., если 2’ не равно 2”, то этотъ триномъ, на осн. теоремы $ 68, 
Длится и на произведене (х — 2)(2 — 2”), а какъ дфлитель —одинаковой сте- 
пени съ длимымъ, то частное будетъ нулевой степени относительно х, и п0- 
тому приводится къ одному члену, имепно къ частному отъ раздёленя перваго 
члена ах? дълимаго на первый членъ 2% дфлителя, что даетъ а. Итакъ 


вао оао 27), 


пли, раскрывъ вторую часть и расположивъ по степенямъ буквы =, находимъ 
тождество 


а2* | ес = аа — ах 4-2") 4-а"; 
а отнявъ отъ обфихъ частей по а2*; 
02 4-с —– а-я) 4-а". 
Отеюда, по теорем $ 73, имфемы 
Ь=— а 4-2") т саға"; 
выражая изъ 1-го равенства 2 |- 2”, а изъ 2-го 272, находимъ: 


Ф с 
Ё 1! и 
а’ а 


И это доказательство предполагаетъ, что 2' а". Но нужно замтить, 


что вели найденныя соотношеня вфрны, когда корни различны, то они при- 
ложимы и тогда, когда корни разнятся между собою какъ угодно мало, а по- 
тому справедливы и для равныхъ корней. 


483. Примъчане. Если уравненів имфеть видъ 
2 -|-рх 4-90, 


то, чтобы перейти къ нему 0тъ уравненія а2°--55--с==0, надо положить: 
а= 1 рер 60, 


Е Ренн 


Тогда Формулы соотношевій примутъ видъ: 


0.0124 я-а” = — =; 
елёд., сумма корней уравненія х-рх--4==0 равна коэффиціенту при 
первой степени неизвњстнало, взятому съ обратнымь знакомь, а троизведеніе 
корней равно извњстному члену. 


484. Слъдствія. І. Вычиелить разность корней уравненія ал? -|- 6х -|- 
с== 0, не рёшая уравненія. . 


Обозначивъ разность корней буквою 2, можемъ выразить 2* по сумм» и 
произведенію корвей; на самомъ д®л%: 





а (а Зах” — 4х" 
028 46 _ 12—49 
СА Я НЕВЫ —- 
== (0 -- =”) — аат откуда 
3 М 4ас 
а 


Тоть же результатъ нашли бы и прямымъ вычитанемъ корней. 
П. Когда извфетенъ одинъ изъ корней квадратнаго уравненія, то другой 


можно найти, не ръшая уравненія, а: 1) раздфливъ произведеніе корней (=) 


на извЪъстный корень, или: 2) вычтя извфстный корень изъ суммы корней, 
ь 

т. е. ИЗЪ ——: 
а 


И 1 1 
Примъръ. Рљшить уривненіе Е Ер Е 2 5 5. Прямо видно, 


что уравнене имћетъ корень 2 = а, ибо при х=а об части двлаютея тож- 
дественными. 


Для нахожденія втораго корня приводимъ уравнев!е къ цфлому виду: 
(2а + 0)а? - (5* — 20*)х — а(а 4-0) =0; 


: Е Ід р 
и раздфливъ пропзведенієе корней 20 на извфетный корень а, найдемъ 


2а--6 
другой корень 
| а (0-4-0), 
7 9а4-Ъ 
Ковно решить это ур-нів и другимъ пріемомъ; напишемъ его въ вид 
1 1 1 1 М 
оа ми (4—2) [(2-- 0) (4-5) 4-а] = 0, 
Приравнивая нулю первый множитель, находимъ одинъ корень 2—0; 
приравнивая нулю второй множитель, получаемъ ур-ніє первой степени 
(2-0)(0 4-0) + ас 0, 


откуда и найдемъ второй корень. 





Ш.— Когда коэффищентия уравненія соизмњримы, то дњйствитильные 
корни или оба соизмњримы, или оба несоизмъримы, потому-что ихъ сумма, 
напр., сопзмЪрима; м кода они несоизмњримь, то сопряженны. 


— 55 — 


[У.— Кода каэффииенты ур-нія дъйствительны, то или оба корня дњй- 
ствительны, или оба мнимы, ибо ихъ сумма дъйствительна, и кода они мни- 
мы, то сопряженны. 


Переходимъ къ изучению приложен теоремы $ 482. 
485. Приложеніе Т. МзелЬдованіе, а ргіогі, корней квадратнаго уравнения. 


Отредљленїе.— Изсльдовать & рүіогі квадратное уравненіе значить: не 
рњшая ею, опредљлитъ, будуть-ли корни ею дъйствительные или мнимые; 
кода они дъйствительны, узнать — равные они, или неравные; въ случаль ихъ 
равенства, указать ить общую величину, въ случаь же неравенства указать — 
‘одинаково они знака, или имъють знаки противоположные; если имњютљь 
общій знакъ, то указать какой именно; если же знаки корней различны, 
то указать знакъ корня, имъющалю большую абсолютную величину. 


1. Если окажется, что 


0 — 4ас < 0, 
то корни уравненія будутъ мнимые сопряженные. 
2. Если 
$2 — 496 —0, 


то мы знаемъ, что корни уравненія дљйствительные равные, и общая вели- 


чина ихъ есть. 
ь 


— — 


2а 
3. Наконецъ, если окажется, что 
0% — 406 >0, 
то заключаемъ, что ур-ніе имфетъ корни дъйствительные неравные. При этомъ 
сл®дуеть замфтить, что для опредъленія знака разности 05° — 4ас не всегда не- 
обходимо вычислять эту разность, а именно если ас < 0), т.е. а и с имњютљь 
знаки противоположные, то разность 02 — &ас необходимо положительна. 
Въ самомъ ДВлЬ, если ас < 0, то можно положить 496 = — а?, ГДЪ — а 
количество существенно — отрицательное, и лёд. 52 — 46 = 0 — (— 0) —-|-о?, 
а сумма квадратовъ дъйствительныхъ количествъ существенно положительна. 
значить при ас < 0 корни уравненія безусловно дъйствительны. 


Когда уравнене имфетъ корни дъйствительные и неравные, то: 

Если =>0, т. в. произведен!е корней положительно, оба корня имћютъ 
одинаковые знаки. Но если знаки корней одинаковы, то общ знакъ будетъ 
такой, какъ у ихъ суммы, которая равна 2. 

Отсюда: 
Если 20, то Еа будеть количество отрицательное, п олд. оба корня 


отрицательны. 


р Г 
Если = <0, то — = положительно, и потому оба корня положительны. 


— 56 — 


[Я А К 
Если же < 0, т. е. произведеніе корней отрицательно, то знаки корней 


противоположны. Но въ такомъ случа сумма ихъ имфеть такой зпакъ, какой 
у корня съ большею абсолютною величиной. Отсюда: 


Если 28: 0, то еумма корней +. будеть отрицательна, и елд. боль- 
шій, по абсолютной величин, корень отрицателенъ. 
Если же ? < 0, и олд. — о > 0, то больший корень положителенъ. 
Примзры.—[. Изслљдовать корни уравненія 
ТЗ 5 = 0; 


въ данномъ случаћ 0° — 4а0с==3%— 4 < 7 х 5 = — 131, т. е. количеству от- 
рицательному, олд. корни — мнимые. 


П. Изслњдовать корни уравненія 
9а 122-40. 
Такъ какъ коэФоиціентъ при 2 четный, то составляетъ разность 0% — ос; 


имфемъ 6 — ас 6% — 9 х 4:0, а потому корни ур-нія дъйствительные 


ГД 6 2 
равные. Общая величина ихъ == — е" 


Ш. Изсльдовать корни уравненія 
32° —82-4=0; 
3 — с —=4"—3Ж4=--4, салд. корни дъйствительные неравные. Произве- 
деше корней —-|- 5, т. е. положительно, елд. знаки корней одинаковы. Сум- 


8 
ма корней —=-|- 5» 1062 0, елд. оба корня положительны. 


ТҮ. Изсльдовать корни уравненія. 
82% -|- 57% -- 10 =0; 
02 — 4ас —517? — 4 х 8 х 10=-- 2929, количеству положительному, поэтому 


: 10 Я 
корни —дъйствительные неравные. Произведене ихъ, равное -- =, положитель- 


но, слъд. знаки корней одинаковы. Сумма корней, равная 1, отрицательна, 
олд. оба корня отрицательны. 
У. Изслњдоватъ корни уравненія 
342 — 82 — 8 = 0; 
а и с имфють знаки противоположные, елъд. корни—д®йствительные перавные. 
Произведене ихъ, равное — 1, отрицательно, потому знаки корней различны. 


8 З 
Сумма корней, равная | =, положительна, елд. больший по абсолютной вели- 
чин корень положителенъ. 
ҮІ. Изслюдовать корни уравненія 


За? 4-80 — 8—0; 


— 51 — 


а и с — разнаго знака, сл®д. опять корни уравненя дфйствительные, неравные 
и разнаго знака. Сумма ихъ, равная ыы өтрицательна, слфд. больший по 
абсолютной величинЪ корень отрицателенъ. 

486. Приложене И. Составленіе квадратнаго уравненія по даннымъ корнямъ. 


Пусть требуется составить квадратное уравневіе, корнями котораго были 
бы количества а и В. Пекомое үр-ніе должно быть вида 


2 4-р2 4-90; 


нужно опредфлить коэофищепты р и 9; соотношеня между коэФтиціентами и 


корнями дают»: 
=— (8), ч=«.В; 
искомое үр-піе такимъ образомъ есть 
28 — (х-- Ве аВ=0. 
: Е. 3 
ПримъРЫ І. Составить ур-нме, котороло корни были бы: РТВ 
Искомое ур-віе должно быть вида 


2%-+р2-- 4:0, 


причемъ должно быть: 


а 301.97 2558 С ЕАК: 7 
р=—(5— т) 55 а= 5-(—4)= 20 
слфи. искомое ур-ніе будетъ: 
хД а 26 + —6= 
2% орт = 0, пли 202-7 —6—0. 











Р а іл 
П. Составить ур-ніе, корнями которо были-бы тта и р" 
Искомов ур-ніе должно быть вида 
ара 4=0 
= 2 В а А а . 
пв в (7) = 9 аа м 


олд. ур-ніе будеть 
2-02 ар 

а%—° риши 5" 2 сара ПИ (а — 6?) — (0% -|- 0%)а | а= 0. 

Ш. на квадратное уравненёе , съ соизмъримыми коэффицієнтоами, 
которое имтло бы корень 5 — 341. 

Искомое уравене должно быть вида 

Ру 4 0; 

такъ какъ, по үсловію, р и 9 должны быть соизмъримы, и мы доказали, что 
үр-нів съ соизыфримыми коэоиціентами, имфющее корень 5 — 3/7, имЪетъ дру- 


гой корень сопряженный съ первымъ; слфд. второй корень будетъ 54-317; 
поэтому 





р — (5 — 37 45 4- 3/7) = — 10; 
а= (5 — 37 )05-- 317) = — 38; 


леу: А28 


савд. искомое уравненіе есть 
д — 10% — 38 == 0. 

Тримњчаніе.—дадача эта опредфленна только тогда, когда существуетъ 
условів, чтобы коэФъицівнты искомаго уравнен1я были соизмъримы; если этого 
требованія нфтъ, то задача неопредфленна, ибо существуетъ безчиеленное мно- 
жество квадратныхъ уравненй, имфющихъ данный корень; такъ, уравневія, 
нывющЕя корень 5 — 3/7 (называя другой корень буквою №), суть 


2% А5 307) 4А (5 — 317) =0, 
гд ^— произвольное количество. 

Въ $ 471 мы видфли, что условіе, чтобы квадратное ур-ніе с» соизмюри- 
мыми коэффиціентами удовлетворялось несоизмримымъ значенемъ о /В 
непзвћстнаго, выражалось двумя соотношеніями между коэооиціентами. Взявъ 
эти соотношенія, мы имли бы два ур-вія, изъ которыхъ могли бы получить 
уже найденныя значеня для р и 4. 


ІҮ. Составить квадратное ур-ніе, съ дъйствителными коэффиціентами, 
имњющее корень 2 -|- 3. 


Искомое ур-ніе имћетъ видъ 
а 4р2 4-9 =0; 
для опредфленія р и 4 замъчаемъ, что ур. сё дюйствительнями коэффиціен- 


тами, имфющее корень 2 -|- 3%, пмћетъ другимъ корнемъ мнимов сопряженное 
выражене 2 — 3%. Отсюда 


р==— (24 314-2 — 31) = — 4, 9 (2 -+ 3%) (2 — 37) = 13; 
и искомое ур-ніе будетъ 2° — 42 -|- 13 = 0. 

Примьчане. Задача эта опредфленна потому только, что на коэфоиціенты 
наложено ограниченів, чтобъ они были дљйствительны. Если этого ограничепія 


ныть, задача неопредфленна; называя буквою А совершение произвольное коли- 
чество, дъйетвительное или мнимое, получимъ уравненіе 


2 — (3-24 39 НА (2 + 3) = 0. 
необходимо имфющее одинъ изъ корней равный 2 -|- 3%. 

Если бы мы прямо выразили, что 2 -- 3 удовлетворяетъ ур-нію 2° -- рх 
-41=0, то (ем. $ 473) въ случав д®йетвительныхъ ри д, нашли бы рва 
ур-нія для опредвленя р и 4, именно: 
| 4—94 + 2р==0, 12 4- 3р =0, 
откуда нашли бы р—=—4, 0:=18. 

487. Приложене ПП. Преобразованіе корней квадратнаго уравнения. 

ЗАДАЧА [. Дано квадратное уравнене ах? 4-х -|- © —= 0; составить дру- 
зое уравненіе, которою корни отличались бы отъ корней даннало только 
знаками. 

Искомое уравценіе будетъ ви;а 


2% 4-р 4-9 =0. 


— 59 — 


если корни даннаго ур-вія обозначимъ буквами х’и <”, то корни новаго должны 
равняться —’ и — 2": подъ этимъ условіемъ и нужно опредфлить ри 9. Итакъ 


БЕ ЛИГЕ ТИ, п В. 224 / у мт — ®. 
рии (8) (и 


Сл%д., искомое уравневіе будетъ 
ъ с 
0—2 20, или ах? — х -|- с== 0. 
Легко вид®ть, что мы ею получимь прямо изъ даннало, подставивъ въ 
послљднее — Х вмњсто х. 


ЗАДАЧА П. Дано квадратное ур. ах? -|- х | с== 0; составить друое 
0р-ніе, корни которало были бы обратны корнямь даннало. 


Пусть корни даннаго уравненія будутъ 2 и 2”. Мы хотимъ составить урав- 


1 
т слфдовательно 


===) = 


11 1. 6206 а 


неніе, 24 р2 -|- 9 == 0, корнями котораго были бы 2 | 





= 25 


0— д 1х ‘а с 





Такимъ образомъ, искомое ур-ніе будетъ 


"22-20, шв са 4-6 4 а0. 


1 
этоть же результатъ мы найдемъ, если вт данное ур. подотавимъ = выЪфето 2; въ 
самомъ дл, подстановка эта даетъ 
а ІА 
а= 10, пли са? 4-х - а=0. 
Итакъ: ураененіе съ обратными величинами корней выводится изъ даннало 


1 
замљною х обратнымь ему количествомь 5 ы 


ЗАДАЧА Ш. По данному уравненію ах? -- х -|- © =0; составить друюе, 
корни которало равнялись бы корням» даннало, сложеннымъ съ даннымь коли- 
чествоме №. | 


Пусть корни даннаго уравненія будуть х’ и 2”; требуется составить урав- 
пеніе 2° -- ра 4-9 == 0, корни котораго были бы а + А их’- А. Олфдовательно 


р (0 а 0) (50) =); 
а (2 Б) А) а (0 а 2—5. 
Требуемое уравненіе есть, сл®доват., 
*--(>-— 5) -| (^*— Рр) =0, 
или ал? | (6 — дал) 4- (аА — А 4-с) = 0. 


— 60 — 


Әтотъ результатъ мы нашли бы, если бы въ данное ур-Не вмфсто 2 под- 
ставили х— №; въ самомъ дфль, подстановка эта даетъ 


а(2 — № — №) --е=0, 
или, раскрывая скобки и приводя члены въ порядокъ, 
ў аа? 4|- (6 — 2а) -- (а — А 4-с) = 0. 


Итакъ: уравненѓіе съ корнями данноло, сложенными съ №, выводится изъ 
даннаго замњною х биномомь х — №. 


ПриМмърЪ. Ооставить уравненіе, которазо корни были ды больше кор- 
ней ур-нія 32% — бд — 40 но 2. 

дам%нивъ въ данномъ уравнени х разностью х— 2, имфемъ: 

3(#— 2) — 5(1—2)—4=0, или 34°—172--18=0. 

488. Эта задача важна по своему отпошенію къ слдующимъ двумъ во- 
просамъ, встрчающимея при изелфдован!и задачъ второй степени. 

Вопросъ 1. Выразить, что оба корня квадротнаљо уравненія 

аа 4-2 -- в ==0 


больше даннало количества №. 


Если корни уравнешя назовемъ буквами я’ и <’, то по условію должно 
быть 


> А и 2" №, или, что то же, 2 ль 0 и 0-0... (1). 


Если теперь по данному уравненію мы составимъ такое, котораго корни 
равнялиеь бы 2/ — А и 2 — №, то найдемъ требуемыя условія, выразивъ, что 
корни новаго уравненія должны быть положительны (въ силу 1). 


Для составленія новаго уравненія, нужно въ данномъ зам нить 2: разностью 
х2 -{- №; сдфлавъ это, найдемъ: 


а? 4 (6 -|- да\)а — (а№ --ЪА 4-с) =0....... (2) 
Чтобы корни этого ур-вія были положительны, необходимо, чтобы: 1) ихъ 


произведен!е было положительно; 2) ихъ сумма была положительна. Итакъ, 
требуемыя условія будуть: 


1) ЕЕ 0, или, умноживъ 06% части на а”; 
й у 
а(оА? 4-0 с) > 0; 


< > 0, шли, умноживъ 06% части на —- а*: 


а( -- да) < 0. 
Примљъчаніе. Чтобы выразить, что корни даннаго үр-нія оба меньше №, 


необходимо выразить, что корни үр-нія (2) оба отрицательны; сдЪлавъ это, 
получимъ условия: 


а(а\ -|- 5А + с) > 0; а(0 + 2а^) > 0. 


Вопросъ П. Выразить, что данное количество № заключается между 
корнями ур-ніл ах? |х -- е 0. 


5) 0 =. 2а^. 


В 


Пусть корни даннаго уравнешя будуть 2 и 2”, причемъ 2 < 2”. 
По условію должно быть: 


ТА и >», ши 2 -А<0 и 2" А0... . (1) 
Ур-ніе, имбющее корни 2 — Л и 2” — А, есть 


аа +|- (Ь -4- За) -|- (а 4-0% -- в) == 0. 

Въ силу неравенствъ (1) корня этого ур-нія должны имфть противополож- 
ные знаки, слд., необходимо и достаточно, чтобы ихъ произведеше было отри- 
цательно, т. е. чтобы 

2 
снаа аар или 0(0 4-0 4-е) < 0. 
-489. Приложенде ТҮ. Найти соотношеніе между коэффиціентами квадрат- 


наго уравненія подъ условіемъ, чтобы между корнями уравненія существовала 
данная зависимость. 


ЗАДАЧА І. Какая связь должна существовать между коэффиціентами 
уравненіл ах? -|- іх -|- с= 0, чтобы ею корни х’и х" удовлетворяли условію 
рх/ — ах’ 1? 

Рышивъ данное уравненіе и подставивъ найденные корни въ равенство 
ра! — 92 = ғ, найдемъ требуемое условіе. Но обыкновенно требуется дать иско- 
мое условіе, не ръшая ур-нія; этого достигнемъ слъдующимъ премомъ. 


Говоря, что х’ и =” суть корни даннаго ур-вія, мы выражаемъ этимъ, что 
_ они удовлетворяютъ ур-мъ: 


с 
ни” = — и я’ —=— 


а? 


э | <" 


и наоборотъ. Олъд., задачу можно формулировать такъ: 


Какова должна быть связь между коэффиціентами даннало ур-нія, что- 
бы х’и х” удовлетворяли трем» ур-мз. 


фи’ — 907, ях —=— га а =. 
Очевидно, ршивъ два изъ этихъ ур-н! (и проще первыя два, какъ ур-нія 
1-й степени), мы найдемъ требуемое условіе, подставивъ найденныя рЪшенія 
въ 3-е. Первыя два дають: 
„ат — 64 п__ ра". 
а-а) 7 = а(р- 9’ 
подставляя въ третье, найдемъ: 


И =, или (ат — 0)(ат 4-р) 4 а(р 4 9) 0. 


Это и есть требуемое соотношенів. 





ЗАДАЧА П. Опредљлить № токъ, чтобы корни х и х” уравненія 
(2% — Па 4 (5% 4-1) +- (8-4-1) = 0 


. 3 
имњли отношеніе ~= • 


— 62 — 


Согласно условію, корни должны удовлетворять уравненіямъ 








Я А / „_ 534-1 ” и__ЗА-1. 
2—3", А г ор 2—5 
РЪшая первыя два, находимъ 
‚__ 3064-1) м — А1), 
м С 509% — 1)? 


внося въ третье уравненів, имфемъ 


ЕЮ ан 66-1 — 25-10-10: 


это и есть соотношене, которому должно удовлетворять №; располагая по сте- 
пенямъ А, имфемъ 





0х А-4 854-31 =0, 
31. 
7785 
Провъримъ, дЪйетвительно-ли эти значенія № суть требуемыя. 


откуда о = 


Во-первыхъ посмотримъ, каковы корни даннаго ур-нія при А == о0о; для 
этого выносимъ М за скобки: 


1 1 ! 

А [(2— =) (5 45) (84-5) ]=0; 
отеюда видно, что когда Х приближается къ безконечности, корни даннаго ур-нія 
стремятся къ предфламъ, удовлетворяющимъ ур-нію 22° -|- 52 -|- 3 == 0, откуда 


Е з. и 2" = — 1; отношеніе 2' : 2" дЪйствительно == 3: 2. 
Во вторыхъ, при ^=— 5 данное ур-ніе беретъ видъ 1472 -|- 702 -|- 8 
—0, откуда 2 == — 5, = — 2; дЪйствительно 2’: 2" == 3 : 2. 


490. Приложеніе Г. Какому үсловію должны удовлетворять козффиціенты 
двухъ квадратныхъ уравненй 
ах*4|-5: 4-0, ...(1) аноде =0,.... (2) 
чтобы эти үр-нія имли одинъ общ корень? 
ПЕРВОЕ РЪШЕНІЕ. Пусть корни ур-вя (1) суть х и В; ур-нія (2) « 
и В’, гдъ а-——0бщій корень; мы имбемъ 4 уравненія 
[1 
(иво 39) Докажемъ, что для того чтобы данныя 
е 4) ур-нія имли одинъ общій корень, необхо- 
а димо и достаточно, чтобы ур-нія (7) съ 
а = — Ка ‚.. (5) Тремя неизвестными х, Ви В’ _ пыли по 
@ крайней мёрф одно общее рёшене. Въ са- 
а .(6) момъ дълё: 
а 


1) Если ур-нія (1) и (2) имъютъ общій корень а, то ур-нія системы (7) 
будуть удовлетворены этимъ корнемъ а и двумя не общими корнями В и В’. 
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2) Если ур-нія (7) имютъ общее рёшене (а, 8 и В’), то: корни а и В, 
удовлетворяя ур-мъ (3) и (4), служать корнями (1), а х и В’, удовлетворяя 
(5) и (6), будуть корнями ур-нія (2); т. е. а и будеть общимъ корнемъ дан- 
ныхъ ур-ній. 

Итакъ, искомое условіе есть условіе, при которомъ система (7) имфетъ 
общее ръшеніе; это условіе найдемъ, исключивъ х, В и В’ изъ ур-вій системы 
(7). Вомбинируя (3) и (5), имъемъ 


в аи, ...- 09) 


комбинируя (4) съ (6), получимъ 


8—8) 90... . (9) 








. са — ас 
ото; = 47 ъа 
с(а' — Ба!) 
Сад. изъ (4) имемь В. ее, ) 


Подставляя эти величины въ (3), и найдемъ искомое условіе: 


са — ас , сау — Ьа) _ 
аъ Ба аа а= 03 


что не трудно пригести къ виду 
(са! — ас)? — (а — Ба) (Бс — с) = 0. 


ВторРОЕ РЪШЕНІЕ. Полагая а и а’ отличными отъ нуля, и умноживъ ур. 
(1) на а", а (2) на а, замънимъ ихъ двумя слъдующими, имъ тождественными: 


аа'а? -|- Бах са —=0,. . . . (10), аа та -- Фк 4-а =0,. . . . (1) 
изъ которыхъ тотчасъ выводимъ слъдующія замфчанія: 


1) Если аб’ — Ьа 0, то ур-нія не могутъ имть никакого общаго ръше- 
нія, если въ то же время не будеть и ас — са’ =0; но въ такомъ олучаћ оба 
ур-нія дфлаются тождественными, иначе говоря, имъютъ два общихъ корня. 

2) Если ас — са == 0, то үр-нія не могутъ имфть ни одного общаго корня, 
если приэтомъ не будеть и а — Ба: 0; но тогда опять оба ур-нія будуть 
тождественны. 

3) Изъ сопоставленія этихъ замчаній выводимъ то заключене, что если 
два квадратныя ур-вія имёютъ один» только общій корень, то разноёти аб — фа’ 
и 0 — са! отличны отъ нуля; слёд. по крайней мЪръ одно изъ чисель сис’ 
не есть ноль. 

Зная это, вычтемъ изъ (10) ур-н1е (11); найдемъ 

(а — Ба!) 4 ас — са =0,..... . (12). 

По извфетному принципу, система (1) и (2) тождественна систем% (1) и 
(19); слфд., общій корень, м. б. найденъ изъ послёдней системы; а какъ ур. 
(12) есть ур-ніе 1-й степени и саЪд., имћетъ только одинъ корень, значитъ, 


если данныя ур-нія имфютъ общій корень, онъ дозженъ быть 


ас — —с2', 


а с 
а. а. 


— 64 — 


Будучи общимъ корнемъ системы (1) и (12), онъ долженъ удовлетворять 
ур-вію (1); такъ что искомое услове найдемъ, подставивъ найденное для 2 
значене въ ур-нів (1). Итакъ 


о(ас — ас) (ас — сс) с^ 
Тр) И" аео аана 0, 





что легко привести къ виду 
(ас — а’с)* — (а — аъ) (0с — Бс) 0, ...... (013). 
соотношеніе это просто, симметрочно и легко удерживается въ памяти. 
Его можно представить въ другой орм. Раекрывъ скобки и умноживъ већ 
члены на 4, найдемъ: 
Дае? 1 4с?0/ — Заса’с’ — Аас! — АЉа'сЬ | 4с | 46 ав ==0, 
или, придавъ и вычтя 676”?, можемъ дать ему видъ: 
08078 4 4ас? -|- 4е20/° — 40 ас' — АЫ са! | Засса — 0% -|- 4ас* 
| -- 40'с° — 1баса'с = 0, 
ИЛИ (Б — дав — 2са')* — (6% — 4а0)(6°% — Аас) =0 . . . . (14). 
Примњчанќе І. Общій корень раціоналенъ; елъд. онъ не м. б. мнимымъ. 
Слёд., когда два квадратныя ур-нія имфютъ одинъ общий корень, већ ихъ корни 
дЪйствитедьны и потому 
$" —4% > 0 и  — 44е > 0. . 


Это же можно видфть и непосредственно. Если квадратное ур-ніе имфетъ 
корень а В, то другой его корень будеть а — В; а елфд. если два ур-нія 
имћють одинъ общ мнимый корень, то они имфютъ два общихъ корня и олд. 
тождественны. 


Примъчане ІГ, Мы замътили, что два квадратныхъ үр-нія не могутъ имЪть 
общаго корня, если ас — са —=0, и приэтомъ аб’— фа’ отлично отъ нуля. 
Олъдуетъ прибавить: исключая случая, кода с 0 = 0). 

Въ самомъ Вл, въ этомъ случа ас — са’ 0 и үр-пія будутъ 

ах | 65 =0, а 4-0 0); 
очевидно, что они имъютъ общій корень х=0, и что два другіе корня, опре- 
ДФляемые ур-мя 
аз 4-0-0, ах = 0 
различны, ибо по положенію, аб’ — Ба не равно нулю. 

Замфтимъ, что соотношеніе (13) удовлетворяется и при с—=6’—0; елъд., 
оно общее и примЪнимо и къ исключательному случаю, © которомь идетъ рвчь. 

491. Приложене ТТ. Условіе, при которомъ два квадратныхъ ур-нія имф- 
ютъ два общихъ корня. 

І. Называя общіе корни уравненій а2? 4-52 --е—=0 и 024-02-40 
буквами х и В, будемъ имфть 

ь ы 


«+= — =, «+= — 5, а= 5, 28 —°,; 


Е И аа = 5, что можно представить въ вид 


да а а) 


а Г с 


Эти условія, будучи необходимы, вмфет® еъ тъмъ и достаточны, ибо, какъ 
скоро опи выполнены, то называя общую величину равныхъ отношеній (1) 
буквою К, имћемъ: а —аК, 0 =0К, с = еК и потому второе уравненіе бе- 
ретъ видъ К(а2* -|- 55 |- с) = 0 или а2*-- 5 -- с =0, т. е. ничмъ не отли- 
чается отъ перваго, а слъд. имфетъ тЬже корни какъ и первое. Итакъ: 


Чтобы два квадратныхь уравненія имъли два общихь корня, необходимо 
и достаточно, чтобы ижь коэффиціенты были пропорціональны. 


П. Можно это условіе вывести иначе. Выше мы видфли ($ 490), что пола- 
тая а и а’ отличными отъ нуля, можно одно изъ данныхъ уравненій замћ- 
нать ур-мъ 

(а — Ба!) 2 -|- (ас — ва) = 0. 

Олъд., если данныя ур-вія имфютъ два общихъ корня, то полиномъ 
(а — Ба!) 2 -|- (ас — са), будучи первой степени, пдолженъ обращаться въ 
ноль при 9692ъ различныхъ значеніяхъ 2, а потому ($ 71) ‘онъ долженъ быть 
тождественно равенъ нулю, а для этого ($ 72) необходимо и достаточно, чтобы 
его коэхоищенты равнялись нулю, т. е. чтобы 

ГА / 


аб’ — Ба —=0 и ас — са == 0, откуда == 


е 


© | ©, 


492. Приложенќе ҮІІ. — Найти два числа, зная ихъ сумму № и про- 
изведеніе Р. 


, 


Очевидно, искомыя числа суть корни уравненія 
202 —82--Р 0... .. (1) 
въ самомъ дя, сумма корней этого ур-нія равна 5, а произведеше Р. 


Примъръ. Найти два числа, которыхъ сумма равнялась бы 13, а про- 
изведеніе 40. | | | 

Искомыя числа суть корни ур-нія 2% — 132 -|- 40 0; ръшая его, нахо- 
Димъ: 278, 2—5. И въ самомъ дълЬ: 88-513, 8 «5—40. 

Чтобы задача была возможна, необхедимо, чтобы ур. (1) им ло корни дъй- 
ствительныв, т. е чтобы разность 5* — 4Р была положительна или нуль: 


5% — 4р = (0; 
отеюда Р = (>) 


т. в. наибольшая величина (тахптиш) произведеня двухь чисель, положи- 
эпельныть или отрицательныхь, импющихь постоянную сумму, равна квад- 
дату ить полусунмы. | 
Если бы требовалось найти два чиела, зная ить разность би произве- 
5 


= 66 = 
дене Р, то задачу эту можно бы было свести къ предыдущей. Въ самомъ дЪЛЊ, 
если искомыя числа будуть 2’ и у’, то по условію задачи имфемъ 
20—00 п УР: 

но положивъ — у == 2”, дадимъ этимъ ур-мъ видъ 

ия” ==, яд” = — Р, 
сід. 2 и 2" суть корни уравненія 

202 — 020 — Р = 0). 


Если 0 положительно, сл. 27 — у > 0, то для х нужно взять бохывій 
корень ур-нія, а другой корень, взятый съ обратнымъ знакомъ, даєтъ у. 
Если 6 отрицательно, нужно сдфлать наоборотъ. 


Услове возможности задачи выразится слћдующимъ образомъ: 
62 
я +- Р = 0, 


62 
откуда видно, что при Р положительномъ задача всегда возможна, ибо РЕ 
будетъ представлять сумму двухъ существенно положительныхъ количествъ. 


493. Приложеніе УПТ. — Найти сумму одинаковыхъ степеней корней 
квадратнаго уравненія а2?-|- 52 -- с 0. | 


Пусть корни будуть =, и =,; требуется вычислить 2," 4-2", не рЫшая 
ур-пія. Сумму эту для краткости будемъ обозначать знакомъ $ „. 
І. Во-первыхъ, мы имћемъ 


Ъ а 
8, =2.- 23= — б 
П. Чтобы найти №5, возьмемъ тождества 


ах, 4-х, е=0.... . (1), аа. е=0.... (2) 


сложивъ ихъ, вайдемъ 


в Я 
а5, 58, --3е==0, откуда 8,72% 


а? 





Этотъ результатъ можно найти иначе, замфчая, что 


4 


Ш. Чтобы найти $,, помножимъ ур. (1) на х,, ур. (2) на 2. и сложинЪ 
ихъ почленно, что даетъ: 


А а 29 __52 9 
де вай (а 0) да 2 — 


а5, 8, 08,0, откуда 8,=— 92°, 


а 
или, замфняя №. и $, ихъ величинами: 


б (0 — Зас) 
зе” 
Этотъ результатъ можно найти иначе, замфчая, что 





53, 36 
212-0 (а, -- 2.) — За, (а, р) == — а 


аа ° 


— 67 — 


ТУ. Помножая тождества (1) и (2) соотвътственно на л, и 2, и ёкла- 
дывая, найдемъ 


е $ — 4а -|- Хас? 
а, 4-05, | с, = 0, откуда рр 
Иначе найдемъ этотъ результатъ, замфчая, что 
02 902 90 
8 — — ——• 
и (81 -- 2,2) — 20а) 8 (6 — ©) — я 
Вообще, легко найти №„, зная суммы $, и №; ибо, помноживъ тож- 
дества: (1) на х,"-?, (2) на 2,"-*, и сложивъ, имфемъ соотношеніе 
аб ЗЕ 58, а 68.5 == 0, 
въ которомъ и содержится общее ръшеніе задачи: при ея помощи можно по- 
порядку вычислять $5, №., 8,,. . . 
Такъ, полагая 2:2, имфемъ уравненше а8, |55, -|- 8, =0, въ кото- 


ромъ 8=— 2, 85==2,4 м. =1--1=2; елд. 
02 96 
= е 
Положивъ ж=3, имфемъ 05, -- 55, | сб, = 0, откуда 
Ф 02 2с с ь 
Ехать 


494. Пусть требуется найти сумму одинаковыть степеней обратныхь 
величин» корней квадратнало уравненля. 


Называя эту сумму черезъ $_„, имфемъ 


$2 =(=) 1. = = з= а" а" а, иди 


р) 
\ 25 а, "д" ко 
а 





а^ 
„ == р . А» А 
Такъ напр., ғы найдемъ: 
1 1 02— 26 1 1 (0% — 3ас). 
а = за я= З Е а ас 
0: — 400% | Хас? 
аа = а ; ит. д. 


495. Построеніе корней квадратнаго уравненія. 
Ръшая теометрическій вопросъ съ помощію алгебры, веегда получаемъ 
уравненія однородныя; такія ур-вія мы и будемъ разематривать. 


1. Уравнене вида 2% .м даетъ пропорцію ю: х: 2: #9; ол. построе- 
нів линіи х приводится къ нахожденію средней пропорціональной между ли- 
нами т и ®. 


2. Пояное уравненіе. Обозкачая буквами р и А отношенія двухъ липій къ 

° динейной единиц, имфемъ четыре вида ур-ній: 

а%4-рх 4-08-05 2% —рх-|- 108—0; рф = 0 2% — рх — 9—0. 
5% 


ы. Ё 2 


Такъ хакъ первое выводитея изъ втораго, а третье изъ четвертаго перё- 
мфною х на — 2, то достаточно построить корни 2-го и 4-го. 

Предетавивъ 2-е съ вид 2 (р — 2) =, замфзаемъ, что вопроеъ приво- 
дитея къ построенію еторонъ 2 и р —х прямоугольника, равновеликаго квад- 
рату стороны Ё, зная сумму изм®реній прямоугольника. 

| Для этого на прямой АВ = р 

описываемъ полуокружность; въ точ- 

7 къ А возставляемъ къ лини АВ пер- 

пендикуляръ АЁ = и черезъ точку 

Е проводимь прямую Ер параллельно 

АВ, пересфкающую окружность въ В 

и Е. Јегко вадЪть, что прямая 

ЕЕ == АОС изображаетъ одинъ корень 

ур-нія, а линія рЕ = ВО — другой. 
0 в Въ самомъ дл» 


Черт. 7. АС +- ВС = АВ = р, 
АС х ВС — 0Е — АЕ = 1°. 
Дая возможности задачи необходимо, чтобы прямая ЕЮ ветрёчала окруж- 





у 
№ 





ЕЕ 
А 


ность; слфд. задача невозможна, когда АЕ > 06 = — 


тому-что при этомъ условіп ЕР не ветръчаетъ окружности. Когда АН == 06 == 


или когда 2 Е. по- 


АВ р 
= ила == =, прямая ЕЮ касается окружности въ тозкЪ @, и корни по- 


2 2 
АВ р 
793 или д < 9» 


прямая Е) пересъкаетъ окружность, и корни получаются неравные: АС и СВ. 


лучаютея равные А0—0В = Е. . Наконецъ, когда АЕ < 06 —= 


2 . 

Все это вполнъ согласно еъ тъмъ, что при условіи #> =. корни уравневія 
9 

Е мнимы, при ит дфйствательные равные, 


2 
а при А < = дъйствительныє неравные. 


Четвертое ур-ніе приводитоя къ виду 
а{2 — р) == и соотвЪтетвуетъ вопросу: 10- 
строить измвреня_ прямоугольника равно- 
великаго данному квадрату, по разности р 
- этихъ измбревй. На прямой “АВ р, какъ 
на діаметр, описываемъ окружность; въ т09- 
- КВ А проводимъ къ ней касательную АЕ = А 
и изъ точки Е проводимъ сфкущую ЕСО че- 
_ резъ центръ. Имфемъ 
ЕО ==, 6 —=— 5”,  .. 
| . _ ибо рЕ— 08 = рб == АВ ==р,. 
Черт. 8. Чер ЕС х ЕЮ — АЕ 4°. 
Очевидно, построеніе всегда позможно; п это обстоятельство вполић согла- 





=. = 


— 69 — 


сно съ тъмъ, что ур-ніе 4-е; имфя свободный членъ отрицательный, имфетъ 
всегда дъйствительные корни. 

Другой ПРТЕМЪ. — Если ур-нія 2-6 и 4-6 имфютъ видъ 

2 —ра--т. п=0.... (2) 20% — рд — т. п=0..... (4) 
то для примъненія указаннаго пріема, слфдовало бы предварительно найти 
среднюю пропорціональную # между т и 2; нижеслфдующее построене нозво- 
дяетъ избфжать этого предварительнаго построенія, давая, къ тому-же, способъ, 
примбнимый во вефхъ случаяхъ. 

Для построенія корней ур-нія (2) бе- 
ремь АВ = р; въ точкЪ А возставляемъ 
къ ней перпендикуляръ АЮ — т, въ т0ч- 
къ В перпендикуляръ ВО =, проводя 
ихъ въ одну сторону отъ прямой АВ. 

Проведя прямую С), описываемъ на 
ней, какъ на даметрф, окружность, кото- 
рая, вообще, пересъчетъ АВ въ двухъ т0ч- 
кахъ Е, Е; пекомыя лини будуть АЕ и 
ЕВ, или АЕ и ЕВ. Въ самомъ дл, изъ р 
подобія треугольниковъ РАЕ и ЕСВ им%- . | 
емъ: АЕ: СВ = А”: ЕВ, откуда АЕ х ЕВ = т. 0; кромЪ того, по поетроению, 
ЛЕ + ЕВ = АВ = р. 

Перпендикуляръ, опущенный изъ средины 0 линш ОС на АВ, перес%- 
каетъ хорду ЕЕ въ ея срединъ Н; отеюда выходитъ, что АЕ = ЕВ, и елд. 
ЛЕ = ЕВ. 

Для возможности задачи нужно, чтобы окружность СТ ветрёчала АВ, а 





р 
это требуетъ, чтобы ОН было не больше < . 


Но ОН=” а и, 00—04 К? = АВ? -|- (о -- т)"; отеюда легко ви- 





дЪть, что услов1е возможности будетъ тт < (2). 

Примьчане. Если т—п, С) будетъ 
параллельна АВ, АЮ — кавательна КЪ 
окружности въ 0, и перевернувъ чертежъ, 
найдемъ обыкновенное построеніе. 

Для постровнія корней (4), къ АВ, 
равной данной разности р, возетавляемъ 
въ точкахъ А и В перпендакуляры АР = 
и ВС— и, по разныя стороны отъ АВ; на 
прямой СР, какъ на діаметр%, описываемъ 
окружность, перескающую прямую АВ 
въ точкахъ Е и Е. Корни будуть = 





2 АЕ, и’ = — ВЕ. Черт. 10. 


Въ самомъ дфл%, разность абсолютныхъ величинъ этихъ ливій (или ихъ 
алгебраическая сумма) есть АЕ — ВЕЕАВ=р, а произведеніе ихъ = т, п, ибо п0- 


бе 


добные треугольники АрЕ и ВСЕ даютъ: Ар: АЕ = ВЕ: ВО, или АЕ х ВЕ == 
А” х Вб—=ж. я. 

Задача всегда возможна, ибо веетда имфетъ мето пересфчене прямой АВ 
съ окружностью 06, такъ какъ послфдняя, по самому построенію, имфетъ точки 
Си р^ по 06% стороны прямой АВ. 

Такимъ образомъ, измфняя направленіе перпендикуляра, соотвћтетвующаго 
тому изъ множителей т и п, который отрицателенъ, мы тъмъ же самымъ по- 
строешемъ находимъ оба корня үр-нія, причемъ отрицательный коренъ прихо- 
дитея на продолжени АВ: противоположности въ знак соотвътствуетъ проти- 
воположноеть направленія. 

Примњчаніе. — Если т и п равны, середина прямой АВ будетъ въ цен- 
тръ окружности; если на АВ, какъ на діаметр, описать окружность концентрич- 
ную первой, ВО будетъ касательною къ ней, и какъ 00 = 0Е, найдемъ обык- 
новенное построене. 

496. Задачи. 

1. Изелфдовать, а ргіогі, корни уравненій: 

д — 192 -|- 35 —=0; а2 — 102 -| 26 0; 4022 — 512 | 14—0; 

11494 372—980; 8148 — 1442 -|{-64—0; 95а — 202-47: 0; 

548 — 1725-4-30; ` 6а%-- 154—910 442—112 — 6:0; 
752 — ба |- 110; 922 — 62 -|- 12-0; 422 |242 -|- 36 = 0. 
9. Составить для каждаго изъ этихъ уравненій: 1) ур-ніе съ противоположными 


знаками корней; 2) ур-ніе, корни котораго были бы обратны корнямъ даннаго; 


3) ур-ніе съ корнями, уменьшенными на ^; 4) ур-ніе съ корнями, умноженными 
на л. 


3. Составить квадратное ур-ніе, корнями котораго были бы: 1) 10 п — 5, 2; 





7 2 7 | 8. 304-0 За — 0. а—6 а-ь 
а аар Во 
4) Составить квадратное ур-н!е съ соизифримыми коәффиціентами, нмзющее 
корнемъ: 


5 Уз—\/5 
— или ЕЕ 
3—2 Уз--У5 
5. Составить квадратное үр-ніе съ дЪйствительными коэффищентами, имфющее 
корнемъ: 





М7 —4, иш 5 +3, или 





ЗМ 5, или 39. 4—4, или ув, Или а ШЕР или 


у; 
(0279 (04-3270), па Е 


6. Опредфлить А такъ, чтобы корни 2, и 2, уравненія 
242 -|- (22 —– 1) 2 (0 9) 0 
удовлетворяли соотношенію 342; — 423 11. 
7. Опред®лить Х такъ, чтобы одинъ корень уравненія 


(А8 — 53 4-3) 22 + (380—1) 242—0 
быль вдвое больше другато. 


= 


8. Опредфлить \ такъ, чтобы корни уравненія 94 — (2 — \) 2 — 6 | л==0 
были: 1) равны по величин и съ одинаковыйъ знакомъ; 2) равны по величин, но 
противоположны по знаку. 


9. Если ду и <. суть корни уравневія 2% -- ре -|- 4=0, опредФлить, при ка- 
комъ соотношенш между р и д будетъ: 


а 
1) 2л == 2} 2124-та? — т?; 3) 212 — 22 — 8; 4} 0134 аә — т; 


5) 213—253 — т. 

10. Въ уравнени 22 — 5х 1 = 0 опредфлпть 4 такъ, чтобы: 
1) одинъ изъ корней быль 31; 2) 5х — 300 — 3; 3) а" 440; 4) 214 0,217; 
5) 232 == 212 — №. 

11. Въ уравненіи 52 — 4ах | а? —0 опредфлить о такъ, чтобы: 
1) р —2=2\3; 2) а + 02 =56; 3) жз-Ё 232—199; 4) 544-715 172 — /108. 

12. Въ уравненін 2% 4-4 (р — 2)2-|} 30? 5 == 0 опредфлить р такъ, чтобы 
одинъ изъ корней былъ вдвое больше другаго. 


13. Дано ур-віе 2? -|- ра -|- 9:0, имфющее корни 21 и 23. Составимь ур-ніе, 
1 1 1 1 : 
корнями котораго были бы: 1) 2! 4-— и 2.--—; 2) -; и; условіе дЪйствитель- 
а Е 2.12 2 
ности корней этого ур-нія; 3) а; -|-22 и 2, -|-22;. 
14. Составить квадратное ур., котораго корни а” и 2” удовлетворяли бы усло- 
Віямъ: 
а Ч | 0 00, 0.01 (=) 4-10; 
каково должно быть а, чтобы корни этого уравненія были дфйствительны? чтобы они 
были положительны? 
15. Найти соотношенія, связываюния корни үр-ній 
22 — 22001 — 29-10 — 20—=0 н а? --рх--9— 0. 
Предполагая, что построенъ прямоугольниеъ изъ корней 2-го, указать лиш и, выра“ 
жающія корни 1-го. 


16. Предполагая, что ур-нія 2%--рх 90 и а -4-р/=-- 9 ==0 имфють 
одинъ общій корень, требуется составить уравненіе, корнями котораго были бы не 
общіе ворни данныхъ ур-ній. 


17. Даны уравненія: 22-|-а2 -|- 1—0, 2 х--@=0. Опредлить о такъ, 
чгобы оба ур-нія имли одинъ общій корень. 


18. Какова должна быть связь между коэффиціентами ур-нія аа? -|- ба -- с =0, 
чтобы одинъ изъ корней былъ ќвадратомъ другаго? 


19. Какую величпну нужно дать коэффиціенту 0 ур-нія ах вх -|- а0* = 0, чтобы 
одинъ изъ корней былъ кубомъ другаго? 


20. Опредфаить А п А такъ, чтобы үр-пія 
(2 +1) 22—(33 — 1) 2-20 и (р-| 2) а — (2р 4-1) 2-—–1:=0 
имли два общихъ корня. 
21. Опредфлить А такъ, чтобы ур-нія 
322 — (—)24 ^--1=0и 229 4|- (2 — 1) 2 4 224-20 
имфли одннъ общій корень; каковъ этоть корень? 
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22. Доказать, что услове, необходимое п достаточное для того, чтобы ур-нін 
аа? 4-х 4-0 и (007 Ба’ 2? 4-2 (а — са!) 2 -|- (0с — с) =0 


имли одпиъ общ корень, состоитъ въ томъ, чтобы то илн другое изъ ппхъ имЪло 
равные корни. 


23. По прим%ру $ 484 рЪшить ур-нія 
6 


Е 2 с 
= начи УИ. 


да 4—6 са 


Е $ В. 1. 5 68 
аа а-аа" 








ГЛАВА 22 5ІТ. 


Квадратный триномъ: разложеніе его на множители первой степени; теорема объ 
измфневін знака. — Приложенія. — Задачи. 


497. Квадратный триномъ.— Если въ полином а2* -|- 65 -|- с подъ а, бис 
разумфть мостоянныя количества, а подъ '2 теремњнное, измЪняющееся въ 
области дёйствительныхъ чпселъ (отъ — оо до 0, и отъ 0 до -|- 00), то по- 
линомъ этотъ, называемый хвадратнымь триномомь, будетъ изифнаться по 
величин п знаку. Такъ, при 2=0, овъ == с; при х==1, равенъ 4-0 -- с; 
при = — 10, равенъ 100% — 100 У с; и т. д. Между этими величинами одии 
могутъ быть положительны, другія отрицательны. Тв значенія 2, при которыхъ 
триномъ обращается въ 0, называются корнями тринома; ихъ мы найдем», 
приравнявъ триномъ нулю, и рёшивъ квадратное ур-піе а2*-|- 52 4- с=0. 


Квадратный триномъ обладаетъ замёчательными свойствами, изъ числа ко- 
торыхъ въ этой глав% мы изучимъ: 1) разложенів тринома на множители; 2) 
измфнен!е его знака, и затъмъ займемся приложеніями этихь свойствъ. 


Разложеніе квадратнаго тринома на множители первой 
степени. 


498. ТкорЕМА. — Квадратный триномз равенз произведенію коэффи- 
ціента при х° на два двучленныхь множителя, равныхь разностямь 
между х и каждым» изг корней тринома. 


Первое доказательство. Обозначивъ триномъ буквою у и вынеся за скобки 
а, найдемъ 


у= 9-40-41) 


б 
дополнимь квадратъ бинома, первые два члена котораго суть:а° -- 25 прини- 


РЕ, ея 


ІА 
мая 2: за первый членъ бинома, второй найдемъ, разд ливъ 22 па 2х, что 


Ь р? 
даетЪ 5-5 прибавляя въ скобки и вычитая =,» получимъ 


а р 2 6—4 
= (6) а] (5) я | 
Различаемъ три случая: 0% — 4ас2> 0, № —4=0, № — 4ас< 0. 


1. $1 — 40020. Въ этомъ случаЪ дробь ? ° положительна, а потому 


У 02 4ас 





4а? 





велпчина дљйствительная; триномъ беретъ видъ 
Ы ү ү 08 — 4ас\? 
Ед ПЕЖО БАНЕ А, Аан уе . 
а | 
Прим%няя сюда Формулу разложенія А? — В° — (А-- В)(А — В), найдемъ: 
ы $, у 40 6 ү—4ас РУ 
у= а(2 + 51 2а Ств 24 и. (1) 
причемъ всю три множителя дљйствительнме. 
Этому разложению можно дать видъ: 


у= а(2 А. уа), = и ш) 


2а 2а 
ЕЕ, == зата а 
п замфчая, что 0 У02— 44 2400 Д ЕЕ 4ас 


| с==0, пли, что тоже, корни тринома, можемъ, вазвавъ эти корни через» 
я и я”, дать триному видъ 


суть корни ур-пія аа” -|- бх 


у= (0—2) (0 40"). 0...0... (0) 
гаф ве множители дЪйетвительны. 


П. 0° — 4ас = 0. Трипомъ (Фори. 1) лрлводитоя къ виду 


уе зе) 


л (1 А 
4 — (— — — — ая величина 
Зам®тивъ, что 2 -|- 58 = ( 5). и чт0 — 5с СТЬ общая вел 


равныхъ корней при условін 5% — 40с = 0, мы назвавъ эту величину буквою 
<’, можемъ дать триному видъ 


у= а= — &)?. 
Таково разложеніе тринома въ случа дЪйствительныхь равныхъ корней. 
Ш. 52 — 4ас < 0. При этомь үсловія триномъ имћетъ корни мнимые; ему 


можно дать такой же видъ, какъ и при дйствительныхъ неравныхъ корнях, 
т, е. (1) или (1°), но оба двучленные множители будутъ мнимые. 


Впрочемъ, для дальнъйшихъ пзелћдованій удобнЪе дать триному въ этомъ 
случа иной видъ. Замфтивъ, что изъ неравенетва 0° — 40с < 0 елъдуетъ 
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Е 4ас — 9? 
Дас — Ь%2 0, такъ-что дробь —_.— будеть положительная, представимъ у 


4а 
въ ВИД 





ео я 


и замЪтимъ, что въ квадратныхъ скобкахъ находится сумма д6ухъ существен- 
н0—положительныхь количествъ. 


499. Второе доказательство.—Представивъ триномъ въ вид» 
ъ с 
у= 42° -|- —= 2) 
ат в) 
Ь с , 
замфчасмъ, что =—@-2’) и ЖЕ”, тд х и 2” суть корни три- 
нома. Подстановка дастъ 
у аа — (ав а оа – т о" и]. 
Вынося въ первыхъ двухъ членахъ за скобки 2, а въ двухъ остальныхъ 


СА 


— 5”, послъдовательно имћемъ 
у= 4|(2— 2) 010(8 —– 0) = 2—2) — 2"). 


Такъ какъ соотношенія между коэоФиціентами и корнями, на которыхъ 
основано это доказательство, существуютъ и для дъйетвительпыхъ и для мни- 
мыхъ корней, то и полученное разложене имћетъ мћсто для тёхъ и другихъ. 

Когда дЪйствительные корни равны между собою, то, положивъ въ преды- 
дущей формул 2/2”, найдемъ 


у= (0 — 2) = Ма (в – 2): 
триномъ представляеть точный квадратъ выраженія Ма (0—2). 


500. Третье доказательство. — Если 2 и 2" будуть корни тринома 
аа* -|- х -|- с, то, предполагая, что они различны, замъчаемъ, что триномъ обра- 
щается въ ноль при подстановкЪ въ него двухъ различныхь значений хи 2" 
вмћсто 2; а потому онъ длится на произведеніе биномовъ 2 — 2 и ж-а 
олд. 

аа 4-02 -|- с (8 – 07) (8 — 2"). 9. 
0 есть пёлое относительно х частное нулевой степени, ибо длитель одинаковой 
степени съ дфлимымъ; сдёд. ( вайдемъ, раздёливъ высшій членъ 42“ дълимаго 
на высшій чденъ 2° длителя; слъд. 0 —а, и потому 


аа в с а(2 — 2)0(0 ~ 20"). 


ЈТримњчаніе. — Доказательство предполагаетъ, что 2’ и <” неравны; но 
если теорема вбрна для 2 и 2” неравныхъ, то она остается върна, какъ бы 
мала ни была разность между 2’ и 2”; значитъ она върна и въ предфльномъ 
случа, когда корни равны. 

Впрочемъ, для случая равныхъ корней можно дать самостоятельное доказа- 


тельство теоремы. Въ самомъ дълв, при раввыхъ корняхъ $“==4ас, откуда 
с №. Ф 
гадо Ре 


РГ. Е 


ах |- Бе в = а(2*-- 2 2) ==4(*-- 2. + 2.) = а= 2) 


2а 
ГА Ъ 
=«(=-- 55)(2 + в} 
но каждый изъ равныхъ корней —— 8 такъ-что п въ данномъ случа 
а2% 4 Ьа | сс а(о —– 20)(8 — х"), 
00] А 
ДР не 
только ЗдЪСЬ 2—4” — р 
501. ПримъРр ы. —]І. Разложить на множители триномъ у= — 32%-|-55-- 8. 
Ръшивъ уравнеше — 81° -|- 52-8 =0, находимъ корни тринома: х’==— 1, 


и 


4 =5; елд. 
у= 300-1) (0 5.) = — (24-1) (8—8). 


П. Разложить на множители триномъ у= 492° — 702 -- 25. 
Ршивъ уравненіе 4922 — 702 -|- 25 = 0, находимъ равные корни: 


ЕЕ == 5, сл. 


у= 49 (2— 2) = (70 — 5). 
Ш. Разложить триномъ у = — 92° -|- 62 -- 1. 


Корни тринома равны: 213, и, саъд. 


ие, 


ІҮ. Разложить триномъ у= 421 — 122-13. 
38—291 „ 3494, 


5 — 


2 Р. 


у=4 (2—22) (о 2627) 000-3400) 00—820). 


Такъ какъ корни тринома мнимые, то его нужно представить въ иной 
оорм® —въ видф суммы квадратовъ; найдемъ: 


у= (20 — 3)*4- 4. 


502. Приложенія. — 1. Составлене квадратнаго уравневя по даннымъ 
корнямъ. 


Корни тринома суть: 2’ = 








олд. 





. 3 
Пусть требуетея составить квадратное ур-віе съ корнями 2’= — ге 
7 
“== 15% Оно должно быть вида (2 — 2)(2 — 2) =0; ел. 
3 П. и: ИИ 
пайдемъ (2 +5)( — 2) =0, пли 2-- 15 98 = 0, или 


7513.105 — 210. 
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П. Часто можно примфиять разложеніе квадратнаго тринома па множители 
къ сокращенію дробей. 
622 — 52 — 6 
Пусть требуется сократить дробь о“ Разложивъ на множители 
числителя, получамъ 


6(#— (+ т 2) = (90 — 3)(324- 2); 


знаменатель === 2 (40° — 9) = (22 -|- 3)(22 — 3). 
32 4-2 
Со —: й 20. 
кративъ дробь на 22: — 3, найдемъ 5224-82 
223 — 1922 -- 1192 — 245 
За — 382-119 
Разлагая на множителей знаменателя, найдемъ 





Другой примъръ: сократить дробь 


32 —382--119=3 (2 — 1)(0 — 7) (0 — 10080 — 17), 


для сокращевія дроби, надо попытаться, не дЪлится ли числятель на 2—7 
или на 32 — 17; найдемъ 


2° — 192° + 1195 — 245 = (2% — 12: 4 35)(= — 1); 


д2 — 122 4- 35 


сокращая дробь ва 2 — 7, получимь дробь РА 


дальнфйшему упрощенію. 


‚ не подлежащую 


ИзмЪнен1я знака квадратнаго тринома. 


502. ТкорЕМА. Кода корни тринома ах? 4-х -|-с мнимые или 
дъйствительные равные, т. е. кода 5* —4 < 0, то при всъхъ дњъй- 
ствительныхв значеніятз х, триномь неизмьнно сотраняетз знак 
коэффиціента а. Если же корни тринома дъйствительные неравные, 
т. е. если 5* —4ас> 0, то юри всъхз значеніяхъ перемъниио 1, л6- 
жащихь внъ корней (т. е. меньшихъ меньшаго, а также большихъ 
большаго корня), он» сохраняетз знакз коэффициента а; при всњхъ же 
значенять т, лежащих между корнями, знаке тринома противо- 
положенз знаку коэффиціента а. 


І. Когда 5% — 4ас < 0, трипомъ иметъ мнимые сопряженные корни; слЪд. 
20==а-- в, х" =а — 84, тд а и 8 —количества дфйствительныя. Разло- 
жен!е будетъ: 


аа? во оса (ва) (2 — а 60) а (6 — а) 80], 


Изъ этой Формы тринома видно, что при веякомъ дъйствительномъ значеніи 
д, положительномъ пли отрицательномъ, выражен!е въ скобкахъ, какъ сумма 
квадратовъ дЪйствительныхь количествъ, всегда положительно; а стало быть 
проязведен!е этого выражешя на а всегда будетъ имфть знакь количества а, 


ГИ 


каково бы ни было х. Итакъ, если а > 0, триномъ будеть всегда положите» 
ленъ; вели а < 0, онъ всегда будеть отрицателенъ. 
Можно дать другое доказательство. Изъ неравенства 65° — 4ас < 0) имФемъ 
Дас 22 0°, а раздъливъ 06% части на существенно положительное колячество 
(л 


Р с 0% с 2 
4а? находимъ: ата" Саћъдовательно, можно положить а К", тдЪ 


К дЪйствительно и отлично 0тъ нуля. Трипомъ беретъ видъ 
А Ъ а В Ъ 2 
ах с=а(а%+- Ри: к) а (е +- 55) ке 


аналогичный уже найденному. ДалЪе доказательство ведется вышеуказаннымъ 
способомъ. 


П. Пусть 0° — 4ас— (): корни тринома дъйствительные равные; означая 
общую величину ихъ буквою 2, и имфемъ 


22? 4-5 4- с—=а(—2))*. 


Произведен!е нензмФнно сохраняетъ знакъ а, каково бы ни было дфйстви- 
тельное значене 2, ибо Факторъ (2 — 2')* положителенъ при веякомъ дъйетвп- 
тельномъ 2, 


Можно вести доказательство еще такъ: пзъ 5° — 40е: () пмћемъ 4ае 5°; 


с 2 
раздфливъ 00$ части на 44°, находимъ в’ Представивъ триномъ въ видф 


ь с с ра 
а ( 1 —х 2) = — 
2 -|- 2 -- д) и замфнивъ — дробью =, получимъ 
ЕР е 
а? -|- ЖЕБЕС , 
откуда очевидно, что триномъ неизмфнно сохраняетъ знакъ коэфоищента а при 
сякомъ ДФйстрИТельномЪ 2. 


Ш. Пусть, наконець, 0° — 4ас > 0: триномъ имћетъ корни дъйствитель- 
ные неравные; пусть они будуть 2’ и х’, причемъ 2 < 2. Триномь можно 
представить въ вид 2 

а(х — т’) (2 — т”). 

Разобьемъ скалу возрастающихъ значёній 2 на три области: 1) отъ — оо 
до меньшаго корня 2’; 2) отъ меньшаго корня 2’ до большаго 2”; 3) отъ бодь- 
шаго корня 2” до со: ` 

О РИТ ака ое ОВ 


ее: 
1 ?, : Ва: 

Когда 2: остается въ первой области, т. е. меньше меньшато корня =’; а 
слфдовательно и подавно меньше 2”, 0бЪ разности х—я’ и 2—2 Фудуть 
отрицательны; проязведене ихъ положительно, а потому все произведене 
а (0—27) (= — 2") сохраняеть знакъ кооФоищента о. . 

Когда х находится во второй области, т. е. больше 2”, но мевыве 2”, 
тогда 2—2 2 0), а х — 2” < 0; произведене разностей отрицательно, а потому 
все произведеніе а (2 — 2) (2 — 2”) иметь знакъ, противоположный знаку 
коэФфиціента 4. 
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Наковедъ, когда 2 лежитъ въ области (3), т. в. больше 2", а потому й 
подавно больше 2’, оба бинома х — 2' и = — <” положительны; ихъ произве- 
девіе положительно, а потому все произведене а (1 — 2) (х — 2”) имфетъ знакъ 
коэФФиціента а. 


Такимъ образомъ при измфнени 2 отъ — оо до --со триномъ два раза 
мфняетъ знакъ; причемъ перемн® знака предшествуетъ обращевіе тринома въ 


ноль (при 2-2 и при 2 2"). 
Резюме: 


у=аж-- 5х4 с, 
(2 и 2" —корни тринома, приченъ 2 < 2). 


І. 5% 4ас20........ 0.0... У иметь знакъ а. 
да... .. . . у иметь знакъ в. 
П. *—4>0{ 2 <= <2". . . . . . у иметь звакь — а. 
2>....... у иметь звакъ -|- 2. 


504. ПримърЫы. —1. Триномъ 2° — 2х--3 имфетъ корни мнимые, ибо 


9 
(3) — 9=1—3 < 0; приэтомъ коэвеищенть при 2 положителенъ, елд. 


при всћхъ значеніяхъ х отъ — со до -- оо триномъ остается неизмфино по- 
ложительнымъ. 


П. Триномь —42*--12х—9 имфетъ корни дфйствительные равные, ибо 
02 — ве —=6*— (— 4), (— 9) ==0; приэтомъ, коэффищенть при 2° отрицате- 
ленъ, слЪд. при вефхь 2 отъ — оо до -- со триномъ остается неизмЪнно 
отрицательнымъ. 


Ш. Триномъ 2° — 62-5 имфетъ корни дЪйствительные неравные: 2 == -|- 1 
и 2" ==-5. бад. при веякомъ значеши х оть — оо до -|-1, а также при 


већхъ х-хъ отъ -|-5 до --со триномъ положителенъ; при вофхъ значеніяхъ 
х, лежащихъ между -|-1 и -|- 5, онъ отрицателенъ. 


ІҮ. Корни тринома 15-|-- 2х — 82° суть и и +5; елфд. при већхъ 2 
между — со и – 5, а также между +5 и --оо, онъ отрицателенъ; при 


5 З 
воякомъ 2 между предълами — г и -|- > положителелъ. 


505. Слъьдствтя.—[. Если триномь ах? -|- 65 -|- с мьъняеть знакъ при 
подстановкь въ нео послъдовательно вмњсто х сначала количества 2, 10: 
томь В, то уравнене 

а2 де =0 
имтеть корни дъйствительные неравные и одинъ изъ нихь заключается меж- 
ду хи В. 

Во-первыхъ ур. имфеть корни дфйствительные неравные, ибо въ против- 
номъ случа имли бы 5* — 406 = 0, а при этомъ условіи триномъ при вея- 
комъ х сохранялъ бы знакъ коэофищента а, что противорфчитъ условію. 
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Во-вторыхъ, обозначивъ корни черезъ 2 п 2” н полагая 2’< 2”, имћемъ 
слћдующую скалу дЪйствитезьныхъ значеній 2: 


ИО РР РИ ИС вте; 


М1 





1 2 3 

Сказано, что при подстановк® вмъсто х количествъ а и В триномъ мфняетъ 
знакъ; олъд. если напр. при х= х триномъ пмфеть знакъ коэФеищента а, то 
а заключается внф корней, т. е. или въ (1), или въ (3) области; при 2—6, 
триномъ, мфняя знакъ, получить знакъ — а, а потому В содержится между 
корнями, т. е. во (2) области. Такимъ образомъ, если а находится въ (1) обла- 
сти, то между о и В заключается корень 2’; если же х лежитъ въ области (3), 
то между а и В будетъ корень д”. 

ОБРАТНО: Если между двумя числами а и В заключается корень ур-нія 
ах | 00 4- с—=0, и только один», то знаки, принимаемые первою частью 
ур-ная при подстановкь вмњсто х чисель а и В, противоположны. 

По условію, между х и В заключается только одинъ корень: пусть это бу- 
деть менышй корень 2’, и пусть а < 8; тогда скала ръйствительныхъ знач - 
ній х будетъ 





В И а Е ке: 


откуда видно, что при х=а, какъ лежащемъ внЪ корней, триномъ имфетъ 
знакъ -|- а, а при х=8, какъ лежащемъ между корнями, знакъ —@, проти- 
воположный первому. 


П. Кода триномь аа? 4-2: -|- с солраняеть одинь и тоть же знакь при 
подстановкњ вмъсто 2 количествь а и В, то между а и В заключается 
четное число (0 или 2) корней уравненія ах -|- 55 - в =0. 


Въ самомъ дъ, триномъ имфетъ два корня, слъд. между х и В могутъ 
заключаться 0, или 1, или 2 корня; но въ данномъ случаъ между х и В не 
можеть содержаться только один» корень, ибо въ этомъ предположеніи, на осн. 
елёд. І, обр., результаты подетановокъь а и В вмсто 2 имфли бы разные знаки, 
что противор®читъ условю. Олъд. или между а и В заключаются оба корня, 
или ни одного не содержится. э 


Приложенія. 


506. І. Кода ас < 0, корни ур-нія ах? [д -|- с =0 — дьйствительные, 
неравные и имъють противоположные знаки. 

Въ самомъ дЪлъ, подставивъ вмЪсто 2: ноль, замфчаемъ, что триномъ обра- 
щаетея въ с, а след. знакь его противоположенъ знаку коэхоищента а. Слфд. 
ур. имфетъь корни дЪйствительные, неравные, и такъ какъ 0 заключается между 
этими корнями, они имфють противоположные знаки. 

В 
о 
иметь корни дъйствительные неравные, и один» изъ нихь, и только один», 
заключается между о и В, 





507. П. Кода А и В имюють одиноковые знаки, уравненіе 


=. 80 = 


Дадимъ ур-нію пфлый видъ, собравъ вов члены въ первую часть: сдћлавъ 
это, найдемъ: 


1 


А(х — В) 4- В(2— а) — 0(2 — о) (2 — В) == 0. 


Замфнивъ х сначала количествомъ х, потомъ В, получимъ результаты: 
А(а — В), В(В — о); такъ какъ А и В — одного знака, разности же х — Ви 
В — а имфють знаки противоположные, то заключаемъ, что оба результата 
имъютъ противоположные знаки, а потому: уравнене имћеть корни дЪйстви- 
тельные неравные, и одинъ, и только одинъ изъ пих, содержится между а и В. 


508. Ш. Дано ур-ніе ах? -|- х |--с 0, имьющее дъйствительные не- 
равные корни. Узнать, не ръшая ур-ная, будеть-ли данное количество А 
меньше менъшало корня, или оно заключается межу у корнями, или же боль- 
ше болъшато корня? 


Для ръшенія вопроса подетавляемъ Л выфето 2 въ первую часть ур-нія; 
если окажетея, что результатъ ал -- 5А --с этой подстановки имфетъ знавъ 
количества — а, то этимъ будетъ доказано, что № содержитея между корнями; 
если, напротивъ, результать ал? -|- 6). |- с будеть имёть знакъ количества -|- а, 
то должны заключить, что А находится ва корней, т. е. что оно или меньше 
меньшаго корня, или больше большаго. Чтобы ръшать, какой изъ этихъ елу- 


0 
чаввъ имфетъ мЪсто, замЪтимъ, что полусумма корней, равная — ду ВОТЬ 005 


личество содержащееся между корнями; а потому, если А, находясь ви корней, 


$ 
будеть меньше — 2, ТО очевидно, № будетъ меньше меньшаго корня; если же 


(7 
Х будеть больше — >. то оно больше большаго корня. 


_ ПримзрЪ 1. — Пусть дано ур-не х? — 22х -|- 800, имьющее 9ъй- 
ствительные неравные корни: х! и Х", и пусть х < х”. Требуется распо- 
ложить корни х’и Хх" и число 12 въ порядкь возрасталющихь величин»? 


Подставляя въ первую часть 12 вмъсто 2, находимъ; 12° — 22 х 12 -- 80 
— — 40:‹результать подстановки имъетъ знакъ противоположный коэоФиціенту 
при 2°; слЪд. 12 заключается между корнями: 


д < 12 < 2". 


РИ 2. — Расположить въ порядку созраотоющие величин» кор- 
ни хи х" тою-же ур-щя и числа 4 и 20. 

Результать подстаповки 4 выфето 2 въ первую часть веть: 42—992 х 4 
|80 > 0, т. е. того же знака, какъ коэооиціентъ при 2°; слъд. 4 находится 
вић корней. Дале: полусумма корней равна 1; а какъ 4 < 11, то заключаем, 
что 4 меньше меньшаго корня. 

Подетановка 20 вмсто 2 даеть 20° — 22 Х 20 -- 80 > 0, елъд. 20 нахо- 
дится. ва корней. Далфе: 20 2 полусуммы корней 11, едфд. 20 больше боль- 
аго корня. Итакъ 

4<20<12<2а" < 20... 


— 81 — 


ПримърЪ 3. — Јересњчь шаръ радіуса В ялоскостью такъ, чтобы объ- 
ем» сферическаю семента АМВ быль равновеликъ объему цилиндра, имњю- 
чело тоже основанќе, а высоту равную разстоя- 
нію центра, шара отъ этою общоло основанія. 

Пусть МО = 2; үр-ніе задачи будетъ 


ЗВ — 2) = (В — 2).А6 = (Е — а) (2 — а). 
Одинъ изъ корней 2 0, очевидный & ргіогі; 
раздфливъ ур. на 2, получимъ 
3(В — 2)(02В — х) — х{3В — 2) =0, 
ИЛИ 2а° — 662 4- 382—0. 
Чтобы ръшеніе этого ур-нія служило отвтомъ 


на задачу, нужно, чтобы оно было дёйствитель- Черт. 11. 
нымъ, положительнымъ и < К. 





$? — авс = (38)? — 662 38°, — количеству положительному: олд. оба корня 
: 3 
Дйствительны. Ихъ произведене, равное 58», положительно, слфд. оба корня 


имфютъ одинаковые знаки; сумма ихъ, равная ЗВ, положительна: ел. оба корня 
положительны. Подетавивъ въ первую часть В, вмъето х, находимъ въ резуль- 
тать — В; елд. В, заключается между корнями, т. е., называя корни буква- 
ми 2 и 2", и полагая 2 < 2, имфемъ 


г <В < и’: 
заключаемъ, что одинъ изъ корней меньше В, другой больше В. 


Такимт образохъ задача имфеть одно рњшеніе, выражаемое меньшимъ 
корнемъ 


‚_В (8—\3) 
в ы 


я 


Примъръ 4. — Описать около шара такой конусъ, чтобы отношене 
ею полной поверхности къ повертности шара было равно данному числу м. 


Легко видфть, что если за неизвестное принять высоту конуса 2, урав- 
неніе задачи будетъ 


а? — 4тВх | Вт? = 0. 


Чтобы т, выведенный изъ этого ур-вія, представлялъ рЪшеніе данной 
задачи, необходимо, чтобы онъ былъ холичествомъ дъйствительнымъ, положи- 
тельнымъ и >> 2. — Ворни будуть дЬйствительны, если (2 Ёо)? — ЗВт 5 0, 
или т (т — 2) 5 0, ини, наконепъ, такъ какъ > 0, если т 5 2. Пусть это 
условів удовлетворено. — Произведеніе корней положительно, слъд. они имћютъ 
одинаковые знаки; сумма ихъ (4%) положительна, сл. оба они положитель- 
ны. — Остается раземотръть, какова ихъ величина сравнительно съ 2В. Под- 
становка 2А выфето х въ первую чаеть даетъ-- 482, т. е. результать одина- 
коваго знака съ коэофищентомь при 2°; закяючаемъ, что 2К лежить внъ кор- 
ней; елд. или оба корня < 2К, или оба>2В. Полусумма корней = 2006, а 
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какъ т\2, то она не меньше 4В; но 2В меньше этой величины, сл. оба 
корня больше 28, и задача имфетъь 2 рњъшенія. 


509. Задача. — Дать общую форму условий, необходимых» и доста- 
точныхь для тою, чтобы корни уравненія 


ах? 68 -- в =0, 
предполалая, что они дъйствительны, были оба больше, или оба меньше 
Фанназо количества №. 


Во-первыхъ, согласно требованію, необходимо, чтобы № лежало ви кор- 
ней, а потому подстановка этого числа на мето х въ триномъ ах? 4-05 -- с 
должна давать резудьтатъ одинаковаго знака съ @, т. е. должно быть 


а (а№ -4-Ъ\ + е) > 0. 
Это условіе выражаетъ только, что А не содержится между корнями; остается 
выразить, что: 
1) въ первомъ случа оба корня больше А, т. е. 


а> Л и 2" е №, откуда е ИЛИ сан >> Л, или, наконецъ, 


— 2 > А. 
Итакъ, условія, необлодимыя дія того, чтобы оба корня были больше А, 
таковы: 
а (а о-в) >20 и – 5 2 А. 


Будучи необходимы, они вмъетЬ съ тъмъ и а ибо какъ скоро 
они выполнены, то изъ перваго слЪдуетъ, что А не содержится между корнями, 
а изъ втораго дояжно заключить, что № меньше каждаго изъ корней, ибо, до- 
пустивъ, что корни меньше А, имфли-бы 


ие" <, ши 0 <А. 


2) Такимъ же образомъ найдемъ, что условія, необходимыя и достаточ- 
хыя для того, чтобы оба корня были меньше №, будутъ: 


а(дз 920 и 2. <А. 


510. Задача. Дать общую форму условія, необходимо и достаточнало 
для тою, чтобы данное количество № содержалось между корпями ур-мя 


а2 | 5-е ==0. 

Необходимо и достаточно, чтобы результатъ поде?аћовки числа Х на жето 
х въ триномъ ах° -|- 52 -|- с имфлъ знакъ, противоположный знаку а. 

Каковъ бы ви былъ знакъ а, это условіє будетъ 

а (0% 4-5% 4-е) < 0. 
511. Задачи. 
1. Разложить на множителей первой степени триномы: 
24° — 3—5; — 24° — 82 -|- 5; 922 — 92 | 2; 224-2 1; 
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44 4-17; 2 115 — 52%; а? -- 175 16; 205 — 23 -|- 69; 
21 -|- 82 -|- 28; 442 — 192 -|- 9; 480 — 2702 — 13; 2-3; а%— ал — 6а?; 
13 4 аЗ — 20; аЗ — Зав а? — в; 28 — Ат (д — т) — п; 
2—2 (а-|- 6) х-- 1000 — 3 (а -- 03); 2 — и [Ь-6 тд тая, 
4722 — 4тра -- 17° — 1; аёл? —Затх 4 т? -|- 4. 
2. Сократить дроби: 








134% -- 415 -|- 28, 1202 —у--6,. а2%|5: +6 ` 
2022 4 432-21’ 304-54-92 224 32—203 — 3/8 ' 
2? — 265 — 40 (а — 35) — 353 253 — 92822 -- 902 








22 — 4х 402 8 2 1024—1508 59028 — 45025 ` 
3. Какь расположены числа 15 и 17 относительно корней уравненія 
а? — 182-32 — 0? 


4. Расположить корни ур-нія 322 — 172 -|-10 —=0 и числа 0, $ и 6 въ порядкф 
возрастающих значеній, не р$фшая ур-нія. 


5. Изелфдовать измненін знака тринома — ас -|- х (аа — Ыс) -|- 54, въ кото- 
ромъ @, б, си а — числа положительныя. 

6. Показать, что корни ур-нія (А — х) (С— 2) — В*—0 всегда дёйетвительнн, 
пользуясь теоремою объ измненін знака тринома. 

7. Дано уравненіе 3 (2 — а) —4 (0 — 8) == 2(2— а) (1—8) --8(2— а), въ 
котором а >> В. Узнать, ймФётъ-ли опо дфйствительные корни или минные, не при- 
водя ево къ виду 02% -|- 62 -|- с 0. 

8. ОпредБлить \ такъ, чтобы триномъ 

ОЗ 2% (0 4-1) 2— (0—1) 
быть точнымъ квадратомъ, и привести его къ новому виду, въ которомъ онъ при- 
этомъ м. б. йредставленъ. 





ТАЗА әст. 


Р+шеніе неравенствъ: квадратныхъ, высшихъ степеней, ирраціональныхъ. — Прило- 
женія. — Задачи. 


ЦЩлое квадратное неравенетво. 


512. Цълыя квадратныя неравенства могутъ быть двоякаго вида: 
а2°-- = --с> 0, или 02*--02-4-с< 0; 
но умноживъ второе на —1, приведемъ его къ виду нерваго; саҳ. съ теоре- 
тической точки зрён1я достаточно указать ръшекіе неравенетва 
а фене >0..... (1) 
Сабдуеть различать два случая: 53 — 44620 и 02 — 44 0. ` 
в* 


с. 94. == 


1-й случай: 2° —4ае 2 0. 

При этомъ услови корни тринома будуть дъйствительные равные, или 
мнимые; а изв%стно, что какъ въ томъ, такъ и въ другомъ случаћ, при већхт 
дфйствительныхъ значеніяхъ х отъ —содо--со триномъ сохраняетъ нелз- 
манно знакъ коэфФиціевта о. Поэтому надо различать случаи: а 0 иа< 0. 

Если а> 0, триномъ всегда останетея положительнымъ, и елћъд. неравен- 
ству (1, удовлетворяютъ већ дЪйствительныя значенія =. 


Еели-же а << 0, триномъ всегда останется отрицательнымъ: неравенство пе 
можетъ быть удовлетворено никакимъ дфйствительнымъ зваченіемъ х. 


2-й случай: 0° — 4ас > 0. 


Въ этомъ случа триномъ имфетъ корни пфйствительные неравные; мы 
ихъ найдемъ, ръшивъ ур. а2%-4- 02 -|- с== 0: пуеть они будуть 2 и 2", п 
пусть 2 < а". 

Если а> 0, то триномъ, сохраняя знакъ перваго члена при већхъ значе- 
ніяхъ =, лежащихъ ви корней, останется при вефхь этихъ значевіяхъ поло- 
жительнымъ; сл%д. неравенству будуть удовлетворять еъ одной стороны већ 


значенія 2, меньшия меньшаго корня 2’, съ другой веъ х-ы, больнице боль- 
шаго корня 2”: 


ххх п ими". 


Если а << 0, то триномъ, сохраняя знакъ противоположный первому члену 
при већхъ значеніяхъ 2х, лежащихъ между корнями, будеть положителенъ при 


ик 
513. Примъръ 1. — Рљшить неравенство: — 31° -|- 1 — 5 < 0. 
Здъеь 12 — 4ас== 12 — 4 (— 3). (— 5) = — 11, елд. корни тринома мни- 


мые, а потому при вевхъ дЪйетвительныхъ значеняхъ т, сохраняя знакъ 
перваго члена, онъ будетъ отрицателенъ; такъ что неравенство удовлетворяется 
веякимъ дъйствительнымъ значеніемъ перемфвнаго. 


Примъръ Ц. — Рљшить неравенство 31° — 102-3 > 0. 
Здвеь 5° — ас==5% —3. 3:16: корни тринома дйетвительныв нерав- 
1729 
ные, именно; 2” — = #’= 3. 


ё 


Неравенство требуетъ, чтобы триномъ былъ положителентъ, т. е. имфлъ 
знакъ перваго члена, а это имфетъь мъсто при већхъ значевіяхъ х, лежащихь 
вне корней. Поэтому неравенетву удовлетворяютъ веў 


<> а также 2 > 3. 


ПримърЪъ Ш. — Рњшить неравенство 42° | 5х 19 < 0. 


ЗдЪеь 02 — ас 52 — 4. 4. (— 19) = 329: корни тринома дъйствитель- 
ные неравные, пменно: 


25/898 5 БуНЭВ, 


8 


8 
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Неравенство требуетъ. чтобы знакъ тринона былъ противоположенъ знаку 
перваго члена, и потому х должно заключаться между корнями, т. в. 


5/25 5/99 
ЕЕ ТЫРА 


э 3 т 
Пъимъръ ІҮ. — Рљшипњь неравенство о >0. 


Чтобы частное было положительно, нужно чтобы дфлимое и дЪлитель им*- 
ли одинаковые знаки, или, что тоже, надо, чтобы произведее ихъ было по- 
ложительно, т. е. чтобы 


(32 — 5) (71—х)>0, ши — 3:*4- 26: — 35 > 0. 
Отсюда, какъ въ примърЪ Ш, найдемъ, что 


5 
5<2<Т. 


Примъръ У. — Решить неравенство 2°-- 245 — а? > 0. 


Крайне члены противоположны по знаку, саЪд. корни тринома дфйстви- 
тельные неравные; а именно, найдемъ, что 


2—0 (/2—1). 2" =—а( 4-1). 
Неравенство требуетъ, чтобы триномъ сохранялъ знакъ 1-го коэоФищента, 


а въ случаБ дфйствит. неравныхъ корней это имфетъ мЪсто при воћхъ значе- 
ніяхъ 2, лежащихъ вн корней. 


Отсюда: 
1) Если &>0, и елд. 2' 22 2, неравенству удовлетворнютъ вс значеня 
#>а(/ 8—1), а также во г — 402-1). 
3) Если а < 0, и олд. <”, неравенству удовлетворяють 
во а < а (У 2 — 1), а также ве 222 —а (/ 2-1). 
Примъръ ҮІ. — Рљшить неравенство 
(н — 3) (0 — 4) 2 — 8а (п — 3) х — 120% > 0. 
Находимъ корни тринома; для этого рёшаемъ ур. 
(п —– 3) (п — 4) 2 — 8а (п —– 3) 2 — 12420, 
изъ котораго 





— 44 (®— 3) == убай (п — 3)2- 12а? (п — 3) (п — 4). 
(в — 8) (н — 4) 


Подрадикальное количество == 40% (0 — 3) {4 (0— 3) 4-3 (в—4)} 
==4а (н — 3) (7њ — 24); такимъ образомъ найдемъ 


2а [2 (0—3) + М(љ — 3) (7% — Е и 24 [2 (п — 3) — /(&— 3). (7п- — 24)], 
СУИ (0—3) (94) (0—3) (0—4) 


Знакъ тринома зависить какъ отъ знака коэоФиціента (њи — 3) (0 — 4), 
такъ и оть природы корней, слъд. отъ -подрадикальнаго количества, а потому 
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нужно разсмотръть в%сколько случаевъ, давая » већ значевія въ слъдующихъ 
интерваллахъ: 


ее РЕТИЕ САР С 


УЕ ААННЕ с м 


1 2 8 4 
ПЕРВЫЙ ИНТЕРВАЛЯ%. — Давая т значенія въ первомъ интервалл%, 
т. е. меньшия 3, будемъ имъть: я —3 < 0, 79 — 24<0, п— 4 < 0; елд. 
коэФтиціентьъ при 2% больше 0; подрадикальное количество >> 0, и корни дЪй- 
ствительные. Неравенству будутъ удовлетворять значенія =, лежащія ви% кор- 
ней; нужно, слъд., сравнить корни. Пишемъ наугадъ неравенство 
24[2 (и — 3) + /&—3) (7њ — 24)] > 242 (и — 8) — /@— 3) (70 — 24)] | (0) 
(п — 3) (в — 4) (п — 8) (и —4) 
Такъ какъ (0 — 3) (и — 4) 20, то можемъ откинуть знаменателя, не изм%ћ- 
няя знака неравенства; затфмъ, сокращаемъ на 2, откидываемъ отъ обфихъ 


частей обще члены 2а(и—3), сокращаемъ на полож. количество 2/(0—3)(79—24) 
и подучимъ такимъ образомъ тождественное съ (1) неравенство 


а> — а или 28>0 


Если а> 0, это неравенство, а слФд. и испытуемое, вфрно; сад. будетъ 
х’> я". Если же а < 0, то и 2а<0, а потому въ испытуемомъь неравенств» 
первая часть должна быть меньше второй, т. е. 2' < 2”. Закдючаемъ, что, при 
а> 0 неравенству удовлетворяютъ 

ве 2 <2", атаке яра; 
при «< 0 ему удовлетворяютъ 











већ 2 < 2, а также в 222” 


: 24 
Второй ИНТЕРВАДЛИЪ. Для значеній т, большихъ 3, но меньшихъ т, 
будетъ: я—3>0, м —– 24 < 0, н —– 4 < 0. Сл. (п — 3)(0 — 4) < 0; под- 
радаказьное количество < 0), значить корни мнимые, а потому триномъ будетъ 
отрицателенъ, и данному неравенству, которое требуетъ, чтобы триномъ былъ 
положителенъ, удовлетворить нельзя. 


ТРЕТІЙ ИНТЕРВАЛЛЪ. Для ив <4 будетъ: и—3>0, 70 — 24 


> 0, м — 4 < 0; саъд. коэоиціентъ при 2* отрицателенъ, а корни дЪйстви- 
тельные. Неравенство требуетъ, чтобы триномъ имфлъ знакъ противоположный 
козоФиціенту при 2*, а этому требованію удовлетворяютъ већ значеня =, лежа- 
щія между корнями. 

Для еравненія корней пишемъ неравенство (1); умножая 068 его части на 
отрицательное количество (е — 3)(0— 4), должны измнить знакъ неравенетва; отки- 
нувъ, затыъ, общіе члены и сокративъ на полож. количество 2/(0—3)(7ю—24), 
найдемъ 

а<—а, ИЛИ 2а < 0. 

Если а >> 0, это неравенство невърно, а потому омыслъ испытуемаго не- 

равенства надо измёнить, елъд. будегъ 2 < 2”. Если а < 0, то и 20 < 0, а 
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потому испытуемое неравенство вфрно; и елъд. 2 > 2”. Заключаемъ, что 
при а> 0, неравенству удовлетворяютъ ве х, большія я’, но меньшія 2”: 
>; 
при а < 0, зпаченія х заключаются въ предфлахъ 
ж>я> а. 
ЧЕТВЕРТЫЙ ИНТЕРВАЛЛУЪ. Когда я >> 4, то будетъ: * — 3 2 0, їв — 24 
>0, я—4>0; (п — 3)(и — 4) > 0, а корня дйствительные. 


Неравенство требуетъ, чтобы триномъ имълъ знакъ перваго коэооиціонта, 
что иметь мето для х, лежащихъ виф корней. 
Сравнен!е корней въ этомъ елучаћ покажетъ, что при в > 0 будетъ 2 >> л”, 


при «< 0 будетъ 2 < 2”. Заключаемъ, что при о >> 0 данному неравенству 
удовлетворяютъ 


&>х, а также е ГАЙ 
при а < 0) ему удовлетворяютъ 
<; и ео 
Примъръ. УП. Рљшить неравенство 
В о 52-624 —1). 
Общій знаменатель = 2а | 1; но какъ знакъ его неизвъстенъ, то мы не 
можемъ, въ ввдахъ освобожденя неравенства отъ дробей, множить объ его части 


на 2а--1, не едфлавъ предварительно того или другаго предположеня о звакъ 
этого двучлена. Итакъ, нужно разобрать два случая: 2а --12> 0 и 20-1 < 0. 


Первый случай: 2а--1>0, ши а> — 2. ; 


Въ такомъ случа, умноживъ 066 части на 2а--1 и не перемъняя смы- 
сла неравенства, получимъ тпождественное съ даннымь неравенство: 


2% 480—6 > (20-1) -- 6(2а— 1)(4а 1). 
ИЛИ 2? — 202 — 24а? > 0; 
корни тринома первой части дЪйствительные неравные, именно: —4а и -|- ба. 


Неравенство требуетъ чтобы триномъ имфлъ знакъ одинаковый съ к0э%- 
Фищентомъ при 22, сл. 2 должно содержаться вя корней — 40 и -|- ба. Та- 
кимъ образомъ нужно знать, который изъ этихъ корней больше; а это зависить 


1 ` а 1 
отъ знака а. Но а, будучи > —->, можетъ имфть значеня отъ —5 № 0 


(отрицательныя), и отъ 0 до -|[ со (положительныя). Когда а< 0, то очевидно 
— 40 2> ба; при а>0, наобороть — 4а < ба. 
Такимъ образомъ 
а<0........ д<6а, а также = — 40. 
в а (0 еее... 24 — 4а, а также х> ба. 


Второй случай. 29 -|- 1 < 0, или а<— 5: 


88 = 


Умножан обЪ части перавенства на отрицательное количество 20 4-1 и 
изыжняя смысдъ неравенства, придемъ къ слЪдующему неравепетву, тождествен- 
ному съ даннымъ. 


2 — дат — 24% < 0. 

Оно требуеть, чтобы триномъ первой части имфлъ знакъ, противоположный 
коэФФиціенту при 27, а этому требованію удовлетворяютьъ значеніл =, лежащія 
между корнями — 40 и -- ба тринома. 

1 
Тагъ какъ с, будучи < — =, отрицательно, то —4а > -|- ба. и потому 


вначенія 2, удовлетворяющ!я неравенству при 


«<—5 суть К ба < 2 < — 4а. 


Примњчаніе. Можно бы было получить тъ же результаты, умноживъ 06% 
части предложеннаго неравенства на положительное количество (20 -|- 1)?. 


514. Приложеніе Т. При какихъ условіяхъ (0 будетъ заключаться между 
корнями уравненія. 


8—1 — рр — 1) — 909 —– 1) — 200. 
Необходимо и достаточно, чтобы результатъ подстановки нуля вмћсто х имфль 
знакъ, противоположный знаку коэооищента при 2°, т. е. чтобы 


—р(р — 1) — 9(9 — 1) — 2ра < 0, пли (049° — (р+-9) > 0 или, наконецъ, 
(2+ (249—1) > 0, 


А этому неравенству можно удовлетворять двояко: или полагая р-|- 921, 
пли р--9 < 0. 


515. Приложеніс П. Какимь условіямь должно удовлетворять количе- 
ство а для тою, чтобы – 1 содержалась между корнями уравнетя 
202 -- 1)(02- За 4- 3) 4- а= 0. 
Необходимо и достаточно, чтобы результатъ подстановки – 5 вместо 2 


въ первую часть быль отрицательный, т. е. чтобы было 
1 (84344-3) 4-02<0, ша а—-а—1<0. 
Этому неравенству удовлетворимъ, взявъ 
1—5 1+5 
ао оа 
516. Приложене ПІІ. Какимь условіямь должны удовлетворять коэф- 


фиціенть полинома, 


2 — Аа? -|- ЗВ” ху -|- Ау? 4 28" -- 2Ву- А" 
дая тог0, чтобы онъ оставался положительнымь при всяких значенілхь хи у? 
Первое условів состодтъ въ томъ, что А должно быть >> 0, ибо при А <0, 
если корни ур-пія относительно = | 


Дал ЗВ’зу -- Мут-|- 28% --2Ву--А"=0...... (1) 
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будуть дъйетвительны, полиномъ 2 будетъ отрицателенъ при тфхъ значеніяхъ ск, 
которыя содержатся между корнями, а если мнимы, то г постоянно будетъ отри- 
цателенъ; слфд. онъ не быль бы положителенъ при всякомъ 2. 

Если А > 0, то полиномъ 2 будетъ всегда положителенъ, если корни ур-нія 
(1), ръшеннаго относительно 2, будуть мнимыми, что ведеть къ неравенству: 


(В? — АА’) у? 4 2(В'В” — АВ)у -- В? — АА” < 0; 
а этотъ квадратный относительно у триномъ будетъ постоянно отрицателенъ, боли 
Ва АА <0 и (ВВ — АВ)? — (В — АА’) (В — АА”) < 0. 
Ол%д., искомыя условія таковы: 3 | 
А>0, В" АА <0 и (ВВ” АВ) — (В — АА’) (В — АА”) < 0. 
517. Приложеще ТҰ. — Изслъдовать корни уравненія 


(А4 9) 4 (04 1) – (0—1) = 0 


три измъненби № отъ — оо до -- со. 


Прежде всего нужно знать, какъ взять Л, для того чтобы корни ур-нія 
были дйствительны. Необходано и достаточно для этого, чтобы было 
(А-1): д 2) (А — 1) = 0, или 23-30150... . (1) 
Корни тринома 21° -- 3% — 1, какъ видно а ргіогі, дъйствительные неравные; 
именно 


ЗУМ р 017—8, 
ое 4 р дет д. 

Чтобы удовлетворить неравенству (1), нужно А давать значешя, лежащія 
вн корней. Штакъ, при №, <А <А, ур-нів пмћетъ мнимые корни; при А == А, 
и А = А, — дйствптельные равные, а при <А, п А2 А, — ийетвительные 
неравные. Изелдуемъ теперь знаки дъйствительныхъ корней при измъневіи № 
оть — о0о до ^, и оть Л, до - оо; они завиеятъ отъ знаковъ козоФищентовъ, 
а послъдніе мняютъ свой знакъ при переход® черезъ 0; поэтому, надо знать 
тъ значеня Л, при которыхъ коэфенщенты обращаются въ нули; эти значенія 
суть 

М№=—2, №=-—-1, №=-. 
Составимъ теперь нижеслъдующую скалу возрастающихъ значевій А: 





ба, а Ба Уер ыы =. е 65 
^, м № ^, РА 


1. — При ^===со уравнеше, если въ немъ вынести № за скобки, беретъ 
ВИДЪ 


М(1-- 2) + 21+ 2): (1—2); 
и саъд. при А ===: оо корни его должны удовлетворять ур-нію 
2-22 — 120. 


Эти корни суть: 


(15-02), 2" = —1. 
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2. — А < — 2. Произведен!е корней = ; но если ^<— 2, 10 и 


подавно А < 1; сад. л--2 <0 и ^—1< 0, а потому произведеніе корней 
отрицательно, и лд. знаки ихъ яротивоположны. 





Сумма корней == 20 =. 2 ) ; но А, будучи меньше — 2, меньше и — 1; 


слъд. А4-2<0 и лУ- 1 < 0, п потому сумма корней отрицательна; закдю- 
чаемъ, что отрицательный корень имъеть большую абсолютную ‘величину. 


3.— АХ == — 2. Отсюда А 4-20, и слФД. одинь корень безконеченъ, дру- 
10й удовлетворяетъ ур-нію 


90—94 1) (9 — 1):=0, ши — 22-30, 


откуда: 2 = — 00, а! = 2. А 
4.— —2 <А < — и — Въ этомъ случав ^--2> 0; затфиъ, А, 


будучи меньше 0006, будетъ меньше и —1 и 4-1, вл. ^--1<0 и 


Е л—1 
А — 1 < 0. Произведеніе корней, равное — < , положительно: знаки кор- 


2 
1 
ней одинаковы. — Сумма корней, равная о, положительна, ел: оба 
корня дьйствительные, неравные и положительные. 
3-- 17 
5. — Л = 0и. Въ этомъ случав, количество 53 — ас обращается 
въ ноль, п ур. имђетъ корни дЪйствитедьные равные; общая величина ихъ 
выражается формулою 1175 Вычисливъ ев, имфемъ 
Е ВЕУ: 
о 9 
__3 17 — 
6. — И << ра 3. Количество 52 — ас становитея отри- 


цательнымъ, и В имђетъ Д мнимые сопряженные. 


1. — Ири А = У снова 02 — ас 0, и ур-нів имфеть корни 9ьй- 


стештельные равные. 


Е Пара — При этомъ будеть: А—1<0, ^-1>0, 


А-2 2 0, откуда легко убФдиться, что произведеше корней положительно, 
сумма же ихъ отрицательна, а потому ур-ніе ямћетъ корни дњйетвителънме, 
неравные и оба отрицательные. 


9.— ^=--1. Въ такомъ случа А — 1 == 0, елд. произведеніє корней 


равно нулю: одинъ корень равенъ нулю, другой удовяетворяеть ур-нію 35--4=0; 
олд. 
я —=— 5, а" = 0. 
10. — А> + 1; то, очевидно, ^>—Т и А> — 2; са. ^Л—1>0, 
А--1>0, ^--2> 0, поэтому произведене корней и сумма ихъ отрицательны, 
а олд. үр-ніе имфетъ корни дъйствительные, неравные, съ противополож- 


ными знаками, и отрицательный корень имњетъ большую абсолютную величину. 


11. — Л—=- со. Результатъ тоть же, что въ первомъ случаЪ: 


=— (1/8), “= -ь Е. 


Раціональныя дробныя неравенства. 


518. Когда пепзвстное входить въ неравенетвъ въ знаменателъ, то мы 
можемъ уничтожить знаменателя, если онъ представљяетъ количество суще- 
ственно-положительное. Во всъхь остальных» случаяхь приводять 86% члены 
неравенства къ одному знаменателю и собирають ижь въ первую часть. Та- 
*кимъ образомъ получается неравенство вида 


926 ИЛИ < 0, 
гд Р и ( суть полиномы, содержащіе х. Замфчая, что по правилу знаковъ 
при умножени и д®леніч, произведене количествъ Р и ({ всегда имћетъ тотъ 
же знакъ, какъ и ихъ частное, можно предыдущія неравенства замфнить тож- 
дественными им: 

Рд > 0, или Рд <0. 


Къ тому же результату мы пришли бы, умножая 06% части того или дру- 
гаго неравенства на существенно положительное количество 0?. 

ЗатВиъ разлагаютъ полиномы Р и ( па множители 1-ой степени относи- 
тельно х, и получаютъ неравенство вида: 


А(2 — )(#— В)(&—1)(2—5)....>0, 
гд А не содержить 2. Затъмъ распредляютъ количества х, В, 7,. 
въ порядкъ возрастающих величинъ. Пусть напр. будетъ 
—оо<а<8<ү.... .<+4оо. 

Очевидно, каждый двучленный множитель будеть сохранять неизыфнный 
знакъ до тъхъ поръ, пока =, увеличиваясь, не перейдетъ значеніе, обраща- 
ющее этотъ множитель въ ноль. Такимъ образомъ можно указать знакъ про- 
изведенія для воякаго отдфльнаго интервалла, и слфд. указать тћ интерваллы, 
въ которыхъ произведен!е сохраняетъ требуемый неравенствомъ знакъ. 


519. ПғРимъръ [. — Вь каких» предњлааъ нужно измњнять х, чтобы 
удовлетворить неравенству 


442 — 54 — 1 


5р8 1 


— 92 — 


Перенеся 1 въ первую часть и приведя къ общему знаменателю, полутимъ 
неравенство 
242 — 4 
902 — 58| 3 
Умноживъ 06% части на существенно-положительное количество (22% — 52 
-- 3)*, найдемъ неравенство, тождественное предложенном: 


(42 — 9) (948 — 524-3) > 0, 


пап, по разложени 2? — 2 и 222 — 52 -|- З (триномовъ, имфющихъ корни дъй- 
стептельные неравные, и саъд. измняющихъ знакъ при измфненш 2) па мно- 
жители 1-й степени: 


42) —/)(@—1(&—5)>0. 


Будемъ давать 2 значенія въ слёдующихъ интерваллахъ, въ которыхъ ве- 


личины, обращающія каждый биномъ въ ноль, расположены въ возрастающемъ 
порядкћ: 


оо... М.о: 


аралар" ВЕНЫ 


1 2 3 4 5. | 


Если давать 2 значенія меньшія (— /2), то каждый множитель будетъ от- 
рицателенъ; а какъ ихъ четное число, то вое произведеніє будетъ оставаться 
положительнымъ. 


Если давать 2 иа большія (— //2), но меньшія -|- 1, а елд. и ио- 
давно мепьшія 4/2 и 


50. 


5, то множитель 2 -- ү2 будеть положителенъ, осталь- 
вые же биномы — отрицательны, и такъ какъ число отрицательныхь множите• 
лей — нечетное, все произведене будетъ отрицательно. 

Давая х значенія, большія --1, но меньшія -|- 2, находимъ, что два 


о 


— 7-00 о 
множителя: 2-Г /2 и 5—1 будуть положительны, а два: х — /2 и ат 
отрицательны; елфд. произведене положительно. И такъ далЪе. 


Уб+дпмся, что данному неравенству удовлетворяютъ значешя =, опред®- 
ляемыя нижеслфдующими предфлами: 


#<—/; -1<2<+; >45. 


_ бай — 22-|- 3 


уба 8ә р) < ни 


520. ПрРимъръ Н. Рьшить неравенство т. 





Это неравенство тождественно Ке. 

(542 — 2: 4- 3)(2 — 1)(а — 324-1) < 0. 

Замъчая, что для тринома 52% —25--3 имћемъ: 1—5. 3 < 0, т. е. что 
кории его мнимые, заключаемъ, что онъ всегда будеть сохранять знакъ перваго 
козоФищента, т. е. всегда положителенъ. Поэтому данное неравенство т0әє0с- 
ственно еще слъдующему проетёйшему: 


&—1(@—32410<0. 


алда 











ба. А 3-55. 

в. е ЕЕ 

Даемъ х послЪдовательно значеня въ интерваллахъ: 

8—5 $ У5 
а а 
———ы—— Б м. —ы=— М. 
1 ?, 3 4 
Когда 2<3` 5 5 ‚ вс три множителя, а елфд. и произведеніе, будуть 


отрицательны. При 8 — —У5 <т<1, первый множитель положителенъ, два другіе 
2 
з 8 +ү5 
отрицательны, елед. произведене положительно. При 1 < 2 < —5 —› Первые 


два множителя >(), третій <0, елед. пропзведеніе <0. Наконец, при > а 
всЪ множители, а съ ними п произведеше >> 0. Птакъ, неравепеству удовле- 
творяютъ: 
< \5, ово а А 
2 2 
2а -- 3% 
591. Примъръ Ш. Рљшить неравенство и т 4. 
Приведя къ общему знаменателю, имфеузъ 


2(а— 105) = -|- 30 -- 16а 


50% — 4а < 1, 


что тождественио неравенетву 
[2(а — 106) ~- 36 4- 16а] (56 — 4а) < 0, 
или, по вынесени изъ первыхъ скобокъ 2(а — 100), а изъ вторыхъ 55: 


10а — 1050 (2 222—102 (г 96) <0. 





2(а — 105) 
Относительно коэффиціента 1({а — 100) могутъ быть предположеня 
а < 100 а< 105 
< 04510, > 045100 - 


Первый случай: 2 < 0, о < 105. 


Пропзведеніе 10(а — 100) положительно; елд. неравенство тождественно съ 
36-1 16а ала) 4а 
д—-.)< 0. 
(= + 902105) (2— в) < 

Триномъ долженъ имфть знакъ противоположный коэоФищенту при л", елд. 
30 -|- 16а 26. 

2(а — 100) ° 
Нужно знать, который изъ этихъ е болыпій. Положимъ ваугадъ 
36 -- 16а м. 4а 
7 (а — 100) 7 50° 
это произведеніе, и пе измфняя емыелъ перавгиства, получимъ ему тождествен- 


2 должно заключаться между — 


т. к. 10(0 — 105) 2 0, мы можемь умножить 06% части на 


рб 
ное: — (30 -- 16а)56 > 4а.2(а — 100), или — 155? — 8а? >> 0, что нев$рно, ибо 
первая часть существенно отрицательва. 
35-164 2 44 
3(а — 105) “56° 
__ 30-4 16а 
2(& — 105) 
Второй случа: 5<0, а > 106. 
Произведене 10(0 — 105)6 отрицательно, елд. предложенное неравенство 


тождественно еъ 
32-16 4а 
(2+ а — 105)) (2 5 5) >0. 


Заключаемь, что — а потому = вужно взять такъ, чтобы 


44а 
<2< 6 


е ИРУ 36 --- 16а 4а 

а потбму х не должно заќлючатьея между корнями тринома: — тя Ее 
Е | ЗЬ -|- 16а _ 40 

Побмотримъ, который изъ нихъ больше. Допустивъ, Что —— 900—100) 2 56 и 


замфчая, что 10(& — 105) < 0, унножаемъ допущенное неравенство на это про- 
изведен!е и перемфняемъ смыслъ неравенства; найдемъ тождественное бъ нимъ 
неравенство — 155° — 84° < 0, что вфрно. 

Заключаемъ, что предположен!е было правильно, а потому данному нера- 
венству удовлетворяютъ два ряда значеній 2: 


аа и <. 

Третій случай: 5 > 0, а < 165. 

Оперируя такимъ же ӧбразомъ, найцемъ, что предложенному неравенству 
удовлетворяютъ: 


2> — 


324-160 16а 4а 
8@& — 105) 6, 


Четёёртый ёлучай: 5 > 0, а> 105. 
Вышеуказанныйъ снособомъ нридемъ къ е 


30 16а 
7 900—105) 


Итакъ, чтобы удовіётворйуъ предложенному м надо: 


При (#—105).5>0 брать: — 32-5164 <<. 


&>— 


<< 





7 2@—105) 
При (а — 10).5—<0 брать: 22 у ИЛИ «<. 


Ршеніе ирраціональныхъ неравенетвъ. 


522. Когда неизвъстное встрёчается подъ знакожъ квадратнаго кория, то, 
вообще говоря, нужно бываетъ освободить его изъ подъ знака кория, а для 
этого нужно изолировать радикалъ въ одну часть неравенства. Затћмь, слфдуетъ 
опредфлить зпакъ второй части неравенства, будетъ-ли онъ неизмённьйъ, или 


зна 


же зависть отъ предположеній относительно буквъ, входящихъ въ эту часть. 
Гели зкакъ этоть не одинаковъ съ знакомь, стоящимь передь радикаломь, 
смысль неравенства очевиденъ. Если же одинаковь, то нужно возвысить объ 
части въ квадратъ, сохраняя или перемьняя смысль неравенства, бнотря 
потому, будетъ-љи этоть общій знажь -|- или —. 


523. Примъръ 1. — Рљшить неравенство \/(х — 1) (0 — 2) > = — 3. 


Чтобы /(х — 1)(2 — 2) быль дЪйствителенъ, надо, чтобы подрадикальное 
количество было >> 0: этому требованію удовлетворяютъ всф 1 отъ — Оо. ... 
до 1, и оть 2 до со. Затъмъ, очевидно, неравенство будетъ удовле?ворено 
вефии значеніями х, которыя, не содержась между 1 и 2, будутъ меныне 3, 
ибо въ этомъ случа вторая часть будетъ отрицательна. Итакъ, во-первыхъ, для 
х можно брать всё числа отъ — со до 1, и отъ 2 до -|- 3. 

Пусть теперь будетъ 2 > 3: 06% части будуть положительны, а потому, 
возвысивъ въ квадратъ и сохранивъ знакъ неравенства, пщемъ числа, удовле- 
творяющія неравенетву 


22 — 31-2 > а — 624-9, ИЛИ #—1>0. 


Это неравенство удовлетворяется всфми значеніями т, большими 3. 
Итакъ: предложенному неравенству удовлетворяютъ већ значешя 2: отъ 
— оо до + 1 и отъ | 2 до оо. 


524. Примъръ И. — Рьинить неравенство ү/а? — а? -|- Грир: >а, 
въ которомь а > 0. 

Сначала ищемъ, какъ взять 2, чтобы өба радикала были #БйСТЇАРЄҸЬНЫ, 
иначе, чтобы нодкоренныя количества быйи пойожи?ельні. Разбызириния 62-—2° 
какъ неполный квадратный триномъ, зажћчаёбиъ, что өнү будеРь полджётефежь, 
вели 2; взять между его корнями, т. е. если -— < 2 < а... (1). Тал же 
образомъ уб®димся, что второй радикаяъ будетъ дЪйетвителенъ Ири (0 < 2 < 20 
... (2). Изъ сопоставленія (1) со (2), заключаемъ, что 06а рабижалала будуть 
АЪИствительны, если 

а>2>0... (3). 

Зная это, перенесемъ первый Членъ неравенства во вторую часть; найдемъ: 
Мах — а> а — үа? — а. Такъ какъ вторая часть положительна, какъ и пер- 
вая, то, возведя въ квадратъ и не нефемфняя сжыёла йерівеітвт, получим 
тождественное данному неравенство: 2а >> 2а* — дауа? — 2°, или, раздёливъ 
06% части на положительное количество 26 и рзехаровавъ раданаяь: уа*— л? 
>а — =. Ш (3) 2 < а, съд. а—х>0, а потому Вторичное возвышене въ 
квадратъ дасть: 2* — ах < 0. По смыслу этого неравенства х должно заклю- 
чаться между корнями первой частй; елд. 


>22 (0, 
что не отличается отъ условія дъйствительности. 


а 2-6 
525. Примъръ Ш. — Рышить неравенство я р 55 аА ы (1), въ 


котором а и Ъ положительны и а 2. 


— 96 — 


Пусть сначала 24-5 0, т. е. => —6. Изъ усломя а >> 6 слЪдуеть, что 
24-а 24|-Ъ, а потому и 2 -|- о 22 0. 065 части предложеннаго неравенства 
положительны, а потому, возвысивъ ихъ въ квадрать и сохранивъ смыслъ не- 
равенства, получимъ тождественное съ даннымъ неравенство (по отнятіи 1 0тъ 
обћихъ частей): 

2ах 26х 
а >= ее. (2) 
22 -- а?“ 224-6 


Изъ числа значевій 2, большихъ —6, возьмемъ сперва положительныя; тогда 
а 7 

а > а или, по 00Вво- 

божденіи отъ дробей, ал? -- оф? > Ьа? 4-а, или 2%(0 — Б) > афа — Б). Сокра- 

тивъ на положит. количество а — 6, дадимъ этому неравенству видъ (2 --үаћ) 

(" — Ма) > 0, и какъ первый множитель >> 0, то необходимо, чтобы было 


2> үа. 





сокращеніе на положит. количество 22; дастъ: 


Раземотримъ теперь величины 2, содержащіяся между 0 и — 0, отрицатель- 





ныя; въ этомъ елучаф сокращенів (2) на 22 дастъ: ИЛИ 


а |, 
рай За 
(24 Май) (= — үа) <0, а какъ второй множитель < 0, то необходимо, чтобы 

> — үа. 

Но а>, откуда аБ о М и Маб, а олд. — аб << — 0; такимъ обра- 
зомъ условів 2:2> — /а содержится въ условін 22 — 5. 

Пусть теперь 2-5 < 0, или < — 6, т. ё. 2 содержится между — 0 и 
— оо. Дадамъ сначала х значенія между — р и — 2, т. е. положимъ 2 >> — а, 
откуда 24-а > 0; въ такомъ случа первая часть предложеннаго неравенства 
будетъ положительна, между тмъ какъ вторая отрицательна, и потому нера- 
венетво (1) будетъ удовлетворено всфми значеніями х между — 0 и — а. 

Давъ д звачевія < — а, будемъ выфть 2-а < 0; а какъ и 24-0 < 0, 


об части даннаго неравенства будутъ отрицательны, а потому возводя въ квад- 
ратъ, должны измънить смыелъ неравенства; найдемъ 


2а2 < 205 
аа 8 а? 4- $2’ 
откуда, сокративъ на 22 < 0 и т. д., получимъ 


(200) (о — уа) > 0 
второй множитель для разематриваемыхъ значешй 2 отрпцателепъ, елъд. не- 
обходимо, чтобы и 2-1 /аб < 0, откуда 
2 < — Маф; 

такъ какъ это условіе удовлетворено само еобою, то неравенство (1) удовлетво- 
рено већми отрицательными величинами 2, меньшими — а. 

Итакъ: предложенному перавенству удовлетворяютъ већ отрицательныя зна- 
ченія 2, и положительныя, большія \/а0; и стало быть неудовлетворяютъ толь- 
ко значенія =, содержащияея между 0 и -|- ай. 





= 


526. Примъръ [\№.—Риинить неравенство м2 0—1, 10% а 


данное дъйствительное количество. 





32а 
Во-первыхъ =. Долженъ быть д®йствительнымъ; а для этого надо. 


чтобы было (32 -4- а)(т — а) > 0, т. е. чтобы = не содержалось между — 
и а. Отеюда видно, что надо различать два случая: а<0 и а 0). 
Еели а < 0), надо брать х такъ, чтобы было: = < а, или х> — а при 


ә 


А В 
а> 0 должно брать: или 2 >> о, или < —. 
[2] 


Но если а < 0, тои а — 1 < 0, и неравенство становится невозможным», 
ибо оно будетъ требовать, чтобы положительное количество было меньше отри- 
цательнаго. 

Итакъ, необходимо должно положить а > 0; затёмъ необходимо еще, чтобы 
было а> 1; тогда 06% части будуть положительны, и возвысивъ ихъ въ квад- 
ратъ, сохранивъ смыелъ неравенства, получимъ тождественное ему 

32-6 (а — 1)®, иши 35 а— (0 — 1) (2 — а) < 0; 


2 — а 2—0 ў 





а по умноженіи обфихъ частей на (2 — а): 
(х — а)[ — (а — 2а — 2)х -|- (а — 2а 4 2)а] < 0, 
что можно представить въ видъ 


(а — 3а — 2) ва. а) 0. 


а? 958—9 ` 
Во-первыхъ, должно быть а — 1 >> 0; во-вторыхъ, х можно давать только 


. : а 
такія значенія, которыя: или гү. ИЛИ р> 6. 


Разсмотримъ, каковъ будетъ знакъ коэфтиціента а — 20 — 2; корни этого 
тринома, какъ видно & ргіогі, дъйствительные и неравные, одинъ положитель- 
ный, другой отрицательный; зам®няя въ триномъ в единицей, находимъ въ 
результат — 3, сл. 1 находится между корнями, и слёд. положит. корень 
>1; вычисливъ его, находимъ а, ==1 -- / 3. Мы можемъ давать о только зна- 
ченія, большія единицы; но эти значенія могутъ быть или < или > 1-3. 

Такимъ образомъ, различаемъ два случая: 

Первый случай: 1 < 0 < 1 --/ 3. 

Такія значенія а лежатъ между корнями тринома а? — 20 — 2, а потому 
онъ отрипателенъ; значить и произведене двухъ другихъ множителей д. б. 


отрицательнымъ, а потому величины =, удовлетворяющия неравенетву; должны 
лежать между 
02 — 2а--2 
————————— « 
гн 


нужно знать сравнительную величину этихъ пред ловъ. 


— 98 — 


Но трийомъ а? —2а-- 2, имя корни мнимые, положителенъ при всякомъ 
а; а — д0 — 2, при взятыхъ значеніяхъ а, отрицателенъ; слЪд. 


— 22-2 
а им . а, и потому должно взять 
а — 2а-|-2 
з а. 
прагу раат а 


Съ другой стороны, для дъйствительности радикала, ваходящагося въ не- 


а 
равенств®, 2 нужно брать или >> а, или < — = Поэтому сравнимъ предлы 


а а? — 2а 4|- 2 
с И 
3 а? — 9а — 2 
допустивъ, напр., что 
а — 22-4 2. 
3 ао 
Въ разсматриваемомъ случа: а>0 и а? — 2а — 2 < 0; сид.  умноживъ 
02 — 90 — 2 
0б% части на Е Е. перемънивъ емыслъ неравенства, найдемъ ему тож- 


дественное 
— а 20| 2 < За? —ба--6, или 0 < 40° —8а--4, или 0 < (20 — 2)*, 
что вфрно; слъд. вЪрно и допущеніе. Такимъ образомъ, необходимо и достаточ- 
НО ВЗЯТЬ 2 такъ: 
— 20 4- 2 
— 2а — 


Второй случай. а>1 — 25 


Множитель а? — 20 — 2 въ этомъ случа >> 0; ел. необходимо и доста- 
точно, чтобы произведене двухъ другихъ множителей было положительно, олд. 
а? — 2а 4-2 


х можетъ принимать веъ значенія, не содержащіяея между аи ао а. 


. а<#<—%. 


Для еравненія этихъ предфловъ, допустимъ, напр.: 
а? — 2а-- 2 
а? — 22 — 2 
Такъ кавъ въ изелфдуемомъ случа а и а? — 2а — 2 положительны, за- 
мняемъ это веравенетво ему тождественнымъ 


а? — 20-2 < а? — да — 2, ипи 4<0, 








‚ а<а. 


2а-2 
что невфрно; и потому а > а; такъ что должно взять 
а2 —— 90 -|- 2 
ии 2 <0, ИЛИ > Еа 


а — 920—9 ` 
Комбинируя эти результаты съ предфлами, иен а ргіогі, находимъћ 


— 244-2. 


0 — Ф ИЛИ Гас оман Р туте 


Итакъ: 
при а < 1 предложенное неравенство невозможно; 


2106 = 


8 
при 1<а<1 + Уз 3 ему удовлетворяютъ: 551—5 20-2, <2< — 5; 
при «>1-- ү З ему удовлетворяютъ: или = < — =, или & > 2342 
527. Примъръ У. Рњшить неравенство У52— 20 380—8 дъ а 


ва. с аа 


дљйствительное количество. 


9 
Чтобы оба радикала были дъйствительны, нужно, чтобы было х2 > ва и 
>“ 3) НО ОДНО ИЗЪ ЭТИХ условій содержитъ въ себ другое, а именно: 
а 
при а < 0 необходимо и достаточно, чтобы было = > 3; 


2 
при а >> 0 необходимо и достаточно взять #> та. 
Первый случа: а < 0. 
Нужно знать знаки обфихъ частей, и для этого єдълать предположенія 
относительно знаковъ 2-- а и 2-54. 


1) 2-а < 0, тогда и подавно = -|- 5а < 0; 068 части неравенства отри- 
цательны, а потому, возвысивъ 06$ части въ квадратъ, съ перемфною смысла 
неравенства, и уничтоживъ положительный знаменатель, получимъ: 


(3% — 2а)(2 + 5а)? — (32 — а)(= 4 а)* < 0, или 23а2° -|- 54а?с — 490? <0, 
или, сокративъ на а< 0: 
2322 -|- 54а — 49а? > 0. 
Триномъ первой части, какъ видно а ргіогі, имфетъ корни дфйетв. нерав- 


ные съ противоположными знаками; слъд. чтобы сдфлать его 2> 0, необходимо 
и достаточно дать х значенія, лежащія вн корней. Корни его суть 


1856 -- 27 150—2 
27 М8 лана 2 "= 0880—— 


а, 


и какъ 2 < 0, то очевидно 2 > =”. 
Олфдовательно, должно взять 


— ү 27 
2 < 52 ый а, ИЛИ 2 > 898 5-27 





а 
Но мы видфли, что 2 должно быть 2-5-8 <—6 Подставляя въ три- 


номъ (— 0) и Е вместо х, убёдимея, что эти величины расположены отно- 


сительно корней 2 и 2” такъ: а 
— 1856 21 
Е ОС Е 
3 7—28 
и сл. невозможно удовлетворить неравенству, если 


а<0 и 2<—а. 
д 4% 


— 100 — 


2) -а<з<— 5а, т, в. з-а и х--5а противоположны по знаку; 
а 
первая часть неравенства >> 0, вторая < 0; и какъ 2> =› неравенство удов- 


летворено. 
3) «+ 5а>0; и подавно 2-а 2 0. 06% части неравенства положитель- 
ны, потому, возвышая въ квадратъ и сохраняя смыслъ неравенства, найдемъ: 


235° 54ах — 49а? < 0, 
и елд. 


у/1856 -{-27 


М1856 — 27 27 


Кат: 








а 
Кром того, должно быть: 2>—5а и 22 =, что приводится 


къ х> — ба; а кавъ порядокъ величинъ таковъ: 
— со. БА . о 5. . а. о ‚ ._а · „со 
то очевидно, что неравенству удовлетворить нельзя. 
Итакъ: козда а < 0, чтобы удовлетворить неравенству, надо взять 
— а < < –—– 5а. 
Второй случай: @> 0. 


Чтобы радикалы были дфйствительны, надо чтобы было: 22 2а, Олд. 


будетъ: х+а>0 п 24 ба 2 0; а потому, возвысивъ въ квадратъ и сохра- 
нивъ емыслъ неравенства, находимъ тождественное данному неравенство (по 
сокращени на а > 0): 

232° -- 54ах — 49а? > 0; 
откуда заключаемъ, что х нужно взять внф интервалла корней. А какъ поря- 
докъ величинъ въ данномъ случаћ таковъ: 


ү1856 -- 27 2 ү1856 — 27 
— со. . о. а. • ` 54 ... = . . -- оо, 


то: кода а > 0), необтодимо и достаточно взять 





1856 — 27 
> а 
528. Задачи. 
РЪшить неравенства: 
1. 29 —185-|-402> 0; 22—45—140>0; 922--122 42 < 0; 
д? -— Ба < 6000; 1142 -|- = — 180 < 0; 2—32—4>0; 
28 — 120 4|- 87 >> 0; 02 — 824-172 0; 342 —82--12<0; < 105-16; 
622—782 < 0; 122— 172-620; 848 —62--1<0; 
411 -|- 52—19 < 0; а 25-1 <0; 5-24-30. 
(24-1) < 38 (2—1); 380—7 — 1522 < 0; 29— Па> —2(14|- а). 
2. РЪшить совмфстныя неравенства: 
а) 2—72--6>0, 22— 152-56 < 0. 
Ъ) 2'—72--6>0 22-132 | 30 <0. 


16. 
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с) 22—75 6<0, 22—13 30 < 0. 

а) 22—726 0, а2— 182-30 > 0. 

е) 28—754|-6< 0, 2 — 252-150 < 0. 

(а2-4- за 32-а) < о. 

Зал — 3522 53 — а? < 0. 

202 — 1) —р(р —– 1) — 99 — 1) 4 2р0 2 0. 

(24 — В)? -|- 22(9% — 5а) -- 2а? > 0. 

(2 — Заб) 23 -|- 36 (1 — аб) — 36 — 20% < 0. 

а — 1)(2 — 5)? 4-а (а -- 1) 22 —– 00 (2 — Б) 2 0. 

(а — 0) (а — 105) — (4% — М; | аз -|- 1100 — 2% < 0. 
(т — п) — 2(т-- т) |- т —– п > 0. 

(т -|- 92 — тт)а? — (т? | т?) 4 (т? тв -| т?) > 0. 


жа. 14. (924 -|- 322-1) < 3(=- 29). 
2(1 —4) 5—2 < 0. 15. 9(22*-|- За 4-1) 2 3(243 | <). 
208—1 32 < а? 17, 23 2—4 4.28 а, 








ас 87942-9 грак унии аа а — 8 


Изсл®довать корни слёдующихь уравненій при измфневи \ оть — ОО до -|- ОО: 


18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
23. 
24. 


(2% 4 1) —– 20 + 1) —– (0 — 2) =0. 
(32 — 1)а® — (2 + 1) 4-0. 

(3 а — 9) (А 1)(20 — 1) 0. 
(0—9) 0—3) 0—4) =0. 
(^ — 1)22 4-20 4- = 2ав 0. 

(\ 4 ЗА 4 7) 4 (А — 1) — 15 0. 
Ха — (23 4|- 1)2 4 ЗА — 1—0. 


25. Вывести условіе дфйствительности корней ур-нія 


(8А -- 1) (4А 4. 1)24- 19 =0, 


и опред$лить пред®лы Х для того, чтобы оба корня были больше 2. 


26. Что нужно, чтобы корни уравненія аа? |- 52 -|- с —2а=0, предполагая, 
что они дфйствительны, были оба больше 22 


27. 


Ршить ур-н1е 





= 22:6 и изслдовать его корни. Что нужно, что- 


бы оба корня были больше 1002 


Изслдовать корни слБдующихъ ур-ній при нзмненін \ отъ — ОО до -|- ОО. 


28. 


29. 
30. 


(2 — 1) —20—2)=--30—3)=0. 
а — (0— 1)2-- —2=0. 
2 — (А — 1)2 4-0 — 2—0. 


31. ОпредБлить предфлы для №, подъ условіемъ, чтобы для всякаго дЪйствитель- 
наго 2 удовлетворяхось неравенство 


2-9 а 2. 
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РЬшить елЬдующія дробныя неравенства: 














32. «> 1. 38. ты >в 
34. ПЕРЕС аи а 
28 — 324-2 ' 22—75 4-12 т — 42-3 
*— — 35 
35. ае <. 36. ей 
сае р 38. 34-1 
528-12 Е 
39 2% — 95 и т. 
9224-4061 902—9 - 3 
542 -|- 32 — 75-4 12 
40. а 82 10, 1. п. бте <8. 
да 4 — 122 4- 35 7 а2—9: 48 _ 
| Ре. а) < 
44. РЪшить ао, о полагая, что а < 0 < с<4. 
са 0 
ВЕЕ — 3)? 96 — 
ЕЕ >°. 46. а> А 


РЪшить иррацональныя неравенства: 


а са, Ма 90, 48. ТЕР 


49. 22 < 9а М2 — аз, полагая а > 0. 
50. 4(4 — 23) — ауа? — 28 — 20% > 0. 
51. үа 4- 5ах 4. 428 < 924 За. 
52. (21) 9) 4-е — 3) 2—4) <. 
58. Ме 4/2 уо. 
Ма 22 б уе 
54. = < 804-2. 55. Е > 244-1. 


. 4 а 
89 Га < в 34` 


е 
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глАВА 21м. 


Радіональныя уравненія, приводимыя къ квадратнымъ. — Биквадратное ур-н!е; изелЪ- 
дованіе его корней. — Разложеніе биквадратнаго тринома на множители первой и 


рон = аа ры 
второй степени.--Преобразованіе сложныхъ радикаловъ: У А -- у В, ү А -- УВ ит.п. 





529. Р5шеше биквадратнаго уравненя. — Уравненіе четвертой степени 
называется биквадратнымь, кода оно содержитъ только четныя степени 
неизвњстнало. Олъдовательно, общая Форма его есть 


ай 4-02-40. . . . . (0). 
Его рёшене приводится къ ааа: квадратнаго уравненія. Въ самомъ 
ДЬлЬ, примемъ за неизвестное 2?, положивъ 


И и д (9): 
Ур-ніе (1) приметъ видъ 


а-у 4-0... . . (3). 


Рћшивъ его, найдемъ два корня 





Р = исле Таа ао а 
Подставляя въ ур-ве (2) выфето у сначала у, потомъ у”, находимъ 
а? == у’, а — у" 
откуда ше, ===", 





— 426 6/58 дас 
Беа === НЕЕ дас, 2 = = ача дас 


Итакъ, Ак ур-вів имфеть четыре корня, попарно равные и про- 
тивоположные по знаку. 


530. ИзслЬдоване корней. Мы знаемъ, что корни уравневія а2*-|-0:*-|-с=—() 
суть корни уравненія 
225, 
въ которомъ у означаетъ одинъ изъ корней уравненія 


ау 4- у 4-с 0. 

Слъдоватенльо: всякому дъйствительному ц положительному значеню 
у соотвфтетвуютъ два дъйствительныя значенія х, равныя по величинњ и 
противоположныя по знаку; каждому дъйствительному ш отрицательному 
значению у сооовътетвуютъ два значенія х мнимыя сопряженныя; наконецъ, 
каждое мнимое значене у цаетъ два мнимыя значенія для Х. 

Птакъ, приходимъ къ слъдующему изолвдован!ю: 

І. 6° — 4ас 2 0. Ворни ур-нія ау? -|- 5у -|- с 0 дъйствительные неравные: 


С 
одного знака. если ихъ произведене Рт положительно, и съ противоположными 


с 
знаками, если а отрицательно, 
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с 
Въ первомъ случаћ (< > 0), оба корня положительны. если ихъ сумма 


р Ь 
— = положительна, и отрицательны, если —- — отрицательно. Если оба зна- 
‹ 
ченія у положительны, ве четыре значеня 2: дфйствительны; если оба значе- 
б ; с 
нія у отрицательны, већ четыре значенія 2 мнимы. Во второмъ случаъ (< Є 0) 


два значенія у противоположны по знаку, поэтому два значенія 2 дЪйствитель- 
ны, два другія мнимы. 

П. 2% — 4ас = 0. Корни уравненія 47° бу с = 0) — дфйствительные 

Ь 

равные: ихъ общая величина == — зе" 

Сл%д. биквадратное ур. имъетъ четыре корня попарно равные: 


2+4] 27 
<= 24’ 


|! Ь 
они дъйствительны, если = <0, и мнимы, если = 2> 0. 


Ш. 5° — 40с< 0. Корни ур-вія 20° 4-05 4- с== 0 — мнимые, елд. и 
вс четыре корня биквадратнаго ур-вія мнимые, ибо квадратный корень изъ 
р--4 есть мнимое выраженіе того же вида. 

Результаты этого изслфдованія можно резюмировать въ вид слЪдующей 
таблицы: 


| 2 <0 ... 4 корня дъйствительные, попарно рав- 


{ с 0 ные и противоположные по знаку. 
| а 
0 — 4ас > 0 50 .. . 4 корня мнимые. 
| —<0 „2... 2 корня дБйствительные, равные и проти- 
воположные по знаку; 2 корня мнимые. 
| 220) .... 4 корня дйетвительные, попарно равные 
ра 4 о а р рно р 
— &0С — 
| 20 .... . 4 корня мнимые. 
61 —4%<0........ .4 корня мнимые. 


Примњчаніе. Отсюда видно. что нужны эгри условія для того, чтобы већ 
: ә 
четыре кория биквадратнаго ур-вія были дЪйствительны; именно: 


р 22 [И 
63 — 4ас = 0, =>0, = < 0; 
и одно условів, чтобы два корня были д®йствительны, а два мнимы; именно: 
е 
— < 0. 
а 


581. Примъры. — 1. Рљшить уравненіе 642* — 2442* -|- 225 —0. 
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Положивъ 2? = у, находимъ квадратное ур-ніе 
64° — 2444 -|- 225 = 0; 

225 244 |. 

въ немъ: 5? — ас 122% — 64 х 225 —484 > 0; вг 0; — е 0; 


сифд. оба значевія у — дъйетвительныя, неравныя и положительныя, а потому 
биквадратное ур-віе имфетъ веъ четыре корня дњйствительные. Находимъ: 


__ 122 == /1223 — 64 х 295 _ 12222. 
Е С ИЕ Е. 


й 


_9 ие, 
У—т 7 тб; 


3 3 5 5 
откуда: 2=45, 1—5, а=, =: 


П. — Рљшить уравнене 51 | 122° -- 4—0. 


Положивъ 2% = у, находимъ үр-ніе 50° -- 12у -|- 4—0; въ немъ 6” — ас 
==836—-5 < 4—16 6 0; 2—40; 2220. Слёд. корни его дФЙ- 
ствительные, неравные, оба отрицательные; а потому данное ур. имфеть всъ 
четыре корня мнимые. Находимъ 

65-16 __—6=4. 
у ЕБІ 5 == 5 Ы] 





РА. ИР 0 ЕРНИ 
у == 5? = 2. 


Олд. 21 -- 4/2. в == \/2. і, а= 0.4, У —– ЗА. 

Ш. — Рњшить ур-міе 32% 96—90. 

Положивъ 2% — у, находимъ ур-Ше 3: — 26у — 9 = 0. Въ немъ: 0° — ас 
==18%-3.9==1694-27=19620; 2-30; 2 == — < 0; сад, 
оно имфетъ корни дЪйствительные неравные, съ противоположными знаками, а 
потому предложенное ур-ніе иметь два дъйствительныхь корня и два мнимиыль. 


РЕВ 13 == /196 13-14, 





З 18-0 
, 1 
откуда у= 9; у" =— 5} 
р 1 1 : 
олд. 21—=4|- 8; ди—=— 3; и __. $ Уф. 
+3; И. я 


ТУ. — Рљшить уравненќе 2* — 102? -|- 61 =0. 


Положивъ 22 у, получимъ ур-Не у — 10у-|--61 =0, въ которомъ 
1 — аб 25 — 61 == — 36; саф. оба значешя у мнимы, и потому данное 
ур-вів имфеть четыре мнимыхъ корня. Находимъ 


у ==5 4-12, у = 5 — 1923. 
Олъу. НО . 


— 106 — 


Преобразовавъ это выраженіе по способу $ 440, найдемъ:. 
2 ==3-[-28, 2—3 —%4. = — 3—4, ЗЫ, 

У. — Рљшить уравненіе х — 102° -|- 28 =0 

Положивъ х2 у, имфемъ ур-ніе у? — 10у | 28 = 0, въ которомъ 0 — 
==25 — 28 == — З < (0); елд. корни его мнимые, именно 

у—5 13. 5. 
Ол%д. четыре мнимые корня предложеннаго заключаются въ формул 
2+1 595 (3. 4. 
Примфняя къ ней преобразовавіе, указанное въ $ 440, найдемъ: 


а Е 4. 


Такимъ образомъ: 


ай Ма ат в ; пеи 


а т ИГЛЕ пену ату 


532. Приложенче. -- Доказать, что уравнеще == - ая и=4 


иметь всњ четыре корня дъйствительные, каковы бы ни ан дъйстви- 
тельныя количества а и Ъ. 


Помноживъ 06% части на (2° — а?)(2° — 0°), дадимъ уравненію ифлый видъ 
2%(0 — 53) -|- (08 — а*) — 402% — а)(а° — 0%) == 0. 
Положивъ 2° = у, получаемъ квадратное относительно у ур. 
(у — 02) -Нуу— а) — 40 — а%)(у — 0%) = 0. 

Подставляя въ первую часть вмъсто у сперва а?, потомъ 0°, замфчаемъ, 
что результы этихъ подстановокъ: 42(а* — 0°) и 0%(0° — а“) имћютьъ противопо- 
ложные знаки; слфд. корни относительно у — дЪйетвительные и неравные, и 
одинъ изъ нихъ содержится между 2° и 5°. Далће: коэооидіентъ при у? отри- 
цателенъ (== — 2); подстановка-же 0) на-мъсто у даеть — 49258; слъд. 0 нахо- 
дитея вн корней, и слёд. меньше обоихъ корней, ибо мы уже знаемъ, что 
одинъ изъ корней положителенъ. Итакъ, оба корня: у’ и У” дйствительны и 
положительны, каковы бы ни были а и б, а олъд. већ четыре кория даннаго 
ур-ня дёйствательны. 


Въ этому заключению можно придти и иначе. Ур-вів относительно у при- 
водится къ виду: | 


24? — З(а?-|- 5%)у | 4а26 — 0). 
Подрадикальное количество Формулы корней есть 
9(2 4 5) — 324°, или 94“ — 14420 -- 96". 
Но этотъ квадратный относительно а? триномъ инфетъ корни мнимые, ибо 
490+ — 815* < 0, сад, при веякихъ а и 6 знакъ его одинаковъ съ знакомъ 9, 
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т, в. положителенъ. Поэтому оба значенія у дЪйствительны. Ихъ произведене 
3 
2476? показываетъ, что они одного знака, а сумма ихъ 5 (4-5) показыва- 
етъ, что оба они положительны. Олд. четыре корня предложеннаго ур-нія все- 
тда дЪйствительны. 
533. ТЕОРЕМА. — Сумма корней биквадратнаљо ур-нія равна ну- 


3 
А с 2 
10, произведене 75 равно РТ, а сумма квадратов их5 равна Ее 


Въ самомъ дл, четыре корня 2", 211, 211, 21“ попарно равны и проти- 
воположны по знаку, слд. сумма ихъ: 0. — Во вторыхъ, (4- /у)%-- (— үу )® 
+ (+/+ (уи) 20у у"); но у 4-0", какъ сумма корней квадр. 


үр-нія ау*%-- Бу -|- с== 0, равна –?, слБд. сумма квадратовъ корней даннаго 


ур-нія == — 2 .Наконець, произведен (-- /9/)(— ү 7)(-- М7) (— МУ) =” 


с 
а 

584. Разложеніе биквадратнаго тринома а2* -|- 52? |--с на множители пер- 
вой степени. 

Триномъ а2* -|- 62-- с, обращаясь въ ноль при каждомъ изъ четырехъ 
своихъ корней 27, 211, 2101, аду, длится на каждый изъ биномовъ 2 — 27, 
2—21, 2 — 2101, х — 21, а потому и на ихъ произведеніе; такъ какъ дЪлимое 
и дБлитель — одинаковой степени относительно =, то частное будетъ пулевой 
степени, и потому приводится къ частному отъ раздфленія высшаго члена а2* 
дЪлимаго на высшій членъ 2 дЪлителя. Итакъ: 

ай -|- Ба? с = а(х — 21) (5 — #1) (— 210)(8 — 21). 
Примъры. — І. Разложить триномь 54% — 502? 4 45. 
Борви его суть: 2-3, 1; елд. 

52 — 502? -|- 45 —5(х — 3)(2-- 3)(= — 1)(=-- 1). 
П. Разложить триномь 22* -|- Та? -|- 6. 


Корни его суть: = /2.4, == 5 . $. Олд. 
в а 000 00: 90800: 4/2. 9062-0. 
Ш. Разложить триномь — 2* | 102° — 169. 
Корни его суть: 3:124, — 3 94. Олд. 
— 244-102 — 169 == — (= — 3 — #)(2— 3 4- 20)(=: 4-3 — 20)(=-- 3 4- 2). 
585. Разложеніе бинвадратнаго тринома съ дфйствительными коэффищен- 
тами на дБйствительные квадратные множители. 
Пусть триномъ а2*-|- 50-с имфеть корни а, — х, В, — 6; въ такомъ 
случа его можно представить подъ видами: 
ах ый с 9102 — а) + а) — 8) 8)... . (1) 
= а(2— <) (+ — В((=-- «)(@- В. .... (2) 
= 4(2--)(24- 8) а)(#—8]..... (3) 
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Когда четыре корня х, — х, В, — В дъйствительны, всЪ три разложенія 
дадуть дЪйствительные квадратные множители. 


Если два изъ этихъ корней мнимы, то квадратные множители будутъ дъй- 
ствительны только въ одномъ изъ этихъ раздоженій, именно въ томъ, гдё 00- 
единены два сопряженные корня для составленія одного и того же множителя. 


Наконецъ, если четыре корня мнимы, то опять существуетъ только одно 
разложеніе на дфйствительные квадратные множители, то именно, въ которомъ 
каждый изъ квадратныхъ множителей происходитъ отъ сочетаня сопряженныхъ 
корней. Отсюда 


ТЕОРЕМА. — Биквадратный триномь съ дъйствительными коэф- 
фиціентами всегда можно разложить, по крайней мърњ, однимь спо- 
собом%, на произведене дъйствительныхь квадратныхь множителей. 


Чтобы получить это разложеніе, нужно вычислить корни тринома; это вы- 
чиелен!е усложняется вспомогательнымъ вычисленівмъ въ томъ случа», когда већ 
четыре корня мнимы, т. е. когда 5% — 4ас < 0. Въ этомъ послъднемъ случа 
значительно быстрёе найдемъ требуемое разложеніе слъдующимъ пріемомъ. Пусть 
имфемъ триномъ 


Ф с 
= д тр КЕ 
уа (На), 
С с А 
въ которомъ предполагается 5° — 4ас < 0. Разематривая =* и д ВАвъ крайніе 


е 
члены квадрата, дополнимъ его, прибавляя и вычитая 25° \/ -х 5 найдемь 


з= (ену) (008—4) 
Но какъ 5° — 40с < 0), то 4ас >> 0, елд. и < > 0, а потому \/° — ко- 


личество дъйствительное. Цадће, раздфливъ обЪ части неравенства 0° — 446 < 0) 
на положительное а*, находимъ 


се 12 \/ Ь \/= Ь 
Но оба эти множителя не могутъ быть отрицательными, ибо ихъ сумма, 
с 
равная 4 \/ <. › Положительна, слфд. оба они положительны, и потому 
ПИЖ: 
Ау а 0. 


Итакъ, триномъ можно представить въ ведё произведенія двухъ дЪйетвительныхъ 
Факторовъ: 


аа а Га 2а (а тоза 
са Оча 

ПрРимърРъ. Разложить на два дъйствительные множителя триномь 
у == 2 — 102° + 28. 
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ЙИм\емъ: 
у= (20% 4 2/7) — (4/7 -- 10)2* 
— (2-6 2/47 104 2/7) (02—474 104 2/7). 


586. Преобразованіе сложнаго радикала у А = УВ. — Корни биквадратнаго 





ур-нія выражаются формулою вида у А = УВ; и когда В не есть точный квад- 


ратъ, т. е. /В несоизм®римъ, Формула эта весьма невыгодна для приближеннаго 
вычиелен!я. Попытаемся, если окажется возможно, замЪнить выражен!е этого 
вида другимъ, которое не содержало бы извлеченя корня изъ несоизм®римаго 
числа. Но предварительно докажемъ слфдующую лемму. 


537, Лемма. — Если а, 6, а’ и Ъ' суть числа соизмъримыя, а бп ү 
несоизмњримы, то равенство . 


ГЕИ а ааа (1) 


возможно только тогда, кода аа и 6—0. 
Въ самомъ дёлъ, изъ равенства а-у а | у У выводимъ 
М = (аа) Бу, 
или, возвышая 06% части въ квадратъ: 
И— (а — а) {а — а) /Ъ--5, 
или И — 5) — (а—а')*=2(а— а) /Ъ. 
Допуская, что а не равно а, мы нашли бы отсюда нелёпый выводъ 
— Б} (а— а» 
аа 
т. е. что несоизмримое число равно соизмфримому. И такъ а = а, а тогда 
изъ (1) слёдуетъ, что и 6=Ы. 





Зная это, попытаемся найти такія два соизмфримыя числа 2 и у, которыя 
удовлетворяли бы равенетву 


АУЕ а аар а (1) 


гд% А и В положительныя соизмъримыя числа, а / В несоизићримъ. Возвысивъ 
обф части въ квадрать, найдемъ 


ОБ ааа аа еа А (9) 


Уту долженъ быть несоизифримъ; въ самомъ дъл®, допустивъ противное и на- 
писавъ ур-н!е (2) въ видћ 


МВ == у — А - 2/ху, 
нашли бы, что несоизмъримое число равно соизмЪримому. Примфняя къ ур-вію (2) 
предыдущую лемму, находимъ: 


р у=Ан 20—23; 


и это — единствепно возможное услов!е существовавія равенства (2) при 2 и 7 
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‘соизмфримыхъ. Посл%днія уравненя показываютъ, что х и у суть корни квад- 
ратнаго уравнен!я 


В 
откуда 


ИВ. В 09) 


0 0 —————— $ 0 == ———————=————— 0» • 6. 


2 


Видимъ, что преобразованіе УА--/В въ выражене /2--/у, вену 
были бы соизм%римы, возможно только тогда, когда А? — В ебиь эпочный квад- 
рать; дЪйствительно, въ этомъ елучаћ, положивъ А? — В — К°, тдћ К — с0- 
измфримо, имфемъ: 








АЕ > Е 


И такъ, если это условіє выполнено, искомое преобразоване возможно и 
выражается тождествомъ 


м А-А? — В А — МА? — В 
А ЕУ ав, 
и Әто — единственно возможная Форма преобразованія ВЪ разематриваемомъ слу- 


ча, ибо ур-ніе (2) распалось на два ур-нія съ 2 неизвфетными, вел детв!е чего 
и получились опредфленныя рЪшенія рая 2 пу. 








Желая подобнымъ же образомъ преобразовать МА — УВ, не можемъ поло- 
жить МА — ИВ = ух 4-9, ибо это повело бы къ нелёпому слъдствію: 
—УВ= 2 ау ; 
но можно положить равенство 
МА — УВ= У — үу, 


откуда, подобно предыдущему, найдемъ: 


МА) 4 (А + е —\/^ > ЕВ 








Но если бы мы искали два количества х и у, а ур-ню 
МА = (80/2 уу, 
не дфлая ограничевія относительно соизмъримости хи у, то задача, очевидно, 


была бы неопредъленна. Возвышая 06$ части въ квадратъ, мы нашли бы 
уравпеніе 


А-В == уу, 
которому можно удовлетворить, полагая 
В 
249 А, =, 


откуда нашли бы прежнюю Форму преобразованія 


МА = В = па: за уа. Л) 


— 11 — 
но можно бы было удовлетворить ур-нію м иначе; что дало бы другія значенія 
для 2 и 0; ръшеніе (1) было бы однамъ изъ безчисленнаго множества рёшенй 
неопредфленнаго ур-нія УА = УВ= Уз /у. 
588. Примњчанќе. — Опредфляя х и у, удовлетворяющія ур-нію 


МА Вау, . УЧИН с) 
мы должны были возвысить это ур. въ квадратъ и рёшать ур-віе 
А-В ау. ее... (2) 


Но ур-н1е (2) могло бы получиться и изъ ур-нія УА 4 (В = —– ү — Му; 
такъ-что нужно удостовфритьея, что найденныя значенія для = и у дЪйстви- 
тельно удовяетворяютъ преобразовавію /2 -- Уч. 


И въ самомъ д®лъ преобразоваше УА 4- /В=— /2— /у пе можеть 
имфть м%ета при д%йствительныхъ хи у; слъд. система (3) $ 537 въ самомъ 
дЪлЪ отвъчаетъ искомому преобразованію. 


Примъры. — І. Преобразовать Ув == 11 я 
Зд%еь А = 6, В= 11; сад. А? — В = 25 == 5°; а потому 


аууб унутат 
МЕ =У (ИТ 1). 


П. Преобразовать М17 9 (70 . 


Въ данномъ случа; А 17; подводя 2 подъ знакъ корня, имћемъ 
2/10 =\/4.10 = /280, елд. В = 280; Аз — В 17% — 98092 3°. Та- 
кимъ образомъ: 


173,70 = 8 Оут а 
М17— 9 70 (10 — (7. 


Ш. Преобразовать = | 








Это выраженіе можно предетавить въ вид у" 4] ан, 


8д%сь А=®, Вий А — Е елд. 


еее ТА 159 нее" = г [Ма Едт? == /а"—9т?]. 


589. Приложенія. —– 1. Опредюлить условія, которымъ должны удовле- 
творять коэффиціенты биквадратнало уравненія ах" -} х? -|- с=0, для тоо 
чтобы ею корни можно было выразить въ видњ амебраической суммы двух 
простить радикаловъ. 
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Корни биквадратнаго ур-нія можно представить въ видћ 








а= + ри 
24 44а? ° 
_ 6 02 — 4ас Я 4ас __ є 
елд. А=— 52, Бе 3557) Е СА. А — В ==1-== =, 


с А 
Закиючаекъ, что когда - есть точный квадрать, преобразованіе возможно, 
и получаетея Формула 
РУ 
раа п разавно; 
Иан а-у 


Пуеть, нанр., дало ур-ніе 182*— 452* -|- 2—0. Здесь Сы: 


указанное услов!е имћетъ мфето, и слъд. корни можно представить въ видћ 


= 4511 ва = 45 1 
Маний ету 
+ У57 == 33 а 8; ЕИ 
57 + \/33). 
в => (057 + 83) 
Еще примфръ. Въ уравнени ау* -|- 2(0 — 20)у°-|- а=0 отношеніе 3-го 
коэфФиціента къ 1-му, равное Е или 1, есть точный квадратъ, и слёд. корни 

















можно преобразовать въ сумму простыхъ радикаловъ; преобразоване Дастъ 
у—== Уф == / — а. 


П. Въ геометріи доказывается, что если а означаетъ сторону правильнато, 
вписаннагд въ кругъ радіуса В, многоугольника, а б — сторону прав. впие. 
многоугольника съ двойнымъ числомъ сторонъ, то 


ъ= 420° — (ААК — ай). 


Это выраженіе можно превратить въ сумму простыхъ радикаловъ; въ са- 
момъ дълБ, А 20°, В. (48° — а), слъд. А? — В = аЕ?, и потому 


в 4/2 2068. \/вв--=) —\у®-—“). 


Пусть, напр., о = КЁ; первый многоугольникъ будеть правильный шести- 
угольникъ, второй — правильный двћвадцатиугольникъ; получимъ 


= в/в = = В. 


540. Въ заключене этой главы ръшимъ еще два вопроса, относящіеея 
къ преобразован!ю квадратнаго и биквадратнаго корней. 











ПЕРВЫЙ ВОПРОСЪ. — Представить выражене 
0% у2--уе+ у 


въ видњ троизведенія двухь сомножителей вида Г х -|- уу. — Доказать, что 
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мреобразованіе возможно только при условии, кода а? — 0, и что оно вы- 
10дно только тода, кода а? — и а? — с суть точные квадраты. 


Въ самомъ дл, равенство 
Мае (Ие) 4-е), 
по возвышенш въ квадратъ, даетъ 
ау еу (24-942 узи) (64-042 уо). 
Этому ур-нію удовлетворимъ, положивъ 
а==(2--у)(и--0); 65—45 ув; с =НКи-- оу; а=16хуи. 
Эти ур-вія, хакъ легко видЪть, несовм%стны, если не имфется соотношенія 


а°4 = Бе. Вогда это условйе удовлетворено, система неопредъленна. Эта неопре- 
дфленноеть объясняется при помощи тождества 


(ЕЕ) = (Ул + 25), 


имћющаго мфето при веякомъ А; этимъ доказываетея, что разложеніе можетъ 
быть произведено безчисленнымъ количествомъ способовъ. Неопредъленность эта 
даетъ возможность допустить между двумя количествами произвольное соотноше- 
не. Положимъ, напр., 2 | у ==1. Тогда первыя два ур-нія обратятся въ 


и оа, м 
а Та @ 1 5—5 
откуда а= 5-51 - Ъ; о ру. 


Внося эти величины въ третье, имћемъ 22у; зная, кром того, что 2 4-0 1, 
найдемъ 
111 1 1 — ии 
я ==— — — е; = ——-—— уа-—с. 
о + 55У 78 9—9 7 9а 
Изъ этихъ Формулъ видно, что если а? — 0 и а? — с будутъ точные квад- 
раты, то и, о, х п у будуть раціональны, ип олд. преобразоваше выгодно, 
ибо оно представляетъ произведеніе двухъ множителей, изъ которыхъ каждый 
есть сумма простыхъ радикаловъ. 





Такъ, если АУУ, то а=1, = 2,0—5, 


6 . 1 1 
а= 9% Үбловіе а — бс удовлетворено; а? — == т а? —е== о? 


Е ИЕ ОА РО ОЕ Е У ИНЕС 
гае в 
РЕН ИИ ВИ 
В, ща 
Итакъ 0 — ави А 


Второй вопрос. — Пољтая, что В не есть точный квадратъ, пред- 
ставить 


„АУУ 


т 


подь видомь суммы двухъ квадратнылъ корней: ү х--.\/ у. — Указать усло- 
вія, необходимыя и достаточныя для тою, чтобы преобразованіе было вы- 
10дно, что можеть имњть мњсто въ двуть различныть случаять: кода хи ү 


плњють вид 2-4 /В; кода эти количества соизмпримы. 
Ех —- — 
Положивъ МА ИВ = у. 
и возвысивъ въ четвертую степень, получимъ 
А-БУ В= (24-9) 4 42у | 4(# - у), 


(2+9) + 40у А, 162у(2 -- у) = В. 
Отсюда видно, что (2 -/- у)? и 42у суть корни ур-нія 


й 0-20; 


откуда 


и какъ разность (2 -- у)? — 4х9 = (2 — у), т. е. существенно положительна, 
т. к. 2 и предполагаются дъйствитедьными, мы должны большій корень 
үр-нія въ # принять за (2 -- у)?, меньший за 42у. Такимъ образомъ 


(в у) А Руда У, 4ту = АВ, 


или, вычитая второй результатъ изъ перваго 


(2—0) = уА? — В. 
Не трудно теперь найти = и 7. 
Чтобы разсматриваемое преобразован!е было выгодно, нужно чтобы = алп 
у не содержали биквадратныхъ радикаловъ; сл. необходимо, чтобы А? — В = К, 
гдъ К— число раціовальное. Тогда 


а" 





Въ этомъ случаъ хи у имвють, вообще, видъ суммы двухъ проетыхъ 
А+К 
2 
томъ, выражение предетавится въ вид суммы двухъ квадратныхъ корней изъ 





радиваловъ. На если одно изъ чиселъ или К будеть точнымъ квадра- 


25 > А К 
выраженій вида х-} / В. Если, наконецъ, оба числа: 9 и К — точные 


квадраты, выражен: приметь виръ двухъ простыхъ радикаловъ. 
ПРИМЗРЫ [. и=Уб -- /90; найдемъ: А ==6, К—4; елд. 
305; (0—9)2=4. 





Потому 0 — о 


П. [= У7 + (48; найдемъ: А = 7; К = 1; елд. 
(2-4-0) = 4, (1—9)=1. 


Отсюда = 4/2642: 
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541. Задачи. 


1. РЪщить биквадратныя ур-нія 
21 — 132-36 —0; 2 — 248 —-15 0; 428-1291 9—0; Тай — 9124-10; 
2 — 7442 -Г 1225 —0; 52-- 722 — 6732 —0; м — 251% -|- 144 —0; 
5 4 21 5 4 21 


о 
1523 — ва | 10 =0. 
2. Составить биквадратное ур-ніе съ соизмБримыми коэффищентами, однимъ изъ 
корней котораго былъ бы үЗ -- \/2. 


3. Составить бпевадратное ур-ніе съ дЪйствительными коэффиціентами, имЪющее 
корень 5 — 21. 











4. Какимъ образомъ выбрать \, чтобы уравненіе 


(А — 2) — 200 | За | О —– 1) == 0 
имло всъ 4 корня дЪйствительные, или 2 корня дфйствительные п 2 мнимые, или 
веБ 4 корня мнимые? 


5. Между какпмп предћлами должно заключаться ), чтобы уравненіе 
я — 2(\ — 5) 2 4-10) — 23 —0 имло 0, пли 2, или 4 дЪйствительныхь корня? 


6. Разложить всфми способами на два дЪФйствительные квадратные множителя 
каждый изъ триномовъ: 


ди — 1342-36; 21--542—36; 21-4 6224-8; 344 — 44 -{-15. 
т. Преобразовать сложные радикалы въ сумму простыхъ: 
М84-2у15; 74/3; 5230/83 ; \М76— 32/8 ; М18-=3/5 ; 
\49==12/18 ; 75 —12/91; 396/45; үза 2а? 08 ; 
Моо аав ай; еъ еа: Ма 91а на; 
Ма са (08 08)08—— сл) ; Ча (а — уа? ваб 4-29; 























/ 


52 „ 453 Ў 
\ 2—0 -- с 94 |016 — Заа ----; за? 4- 258 — /т2а%-- 2059-4458: Евы: 














№4 (12 — 82)/32 — 22; 416+ 4-9 4 уззащаая — 0%) ув; М4 6/5 ; 
МЕ 
Мэт 568. 
8, Доказать, что если Б не есть точный квадрать, выраженіе а УБ. не м. б. 
приведено къ виду үа | үт, тав д и у соизыфримы. 


9. Ръшить слђдующія биквадратныя ур-нія и представить ихъ корни, гдз воз- 
можно, въ вид двухъ независимыхъ радикаловъ: 


17547 — 4922 -|-7—0; 821 — 252% 4-18 0; 21-4 даб? = (а — 08); 
4т? — (а -|- 0 | (ао — 2)( 24-0 — 5а а 5} 
(2,5 — 2): 0,5625 —2,5(2,5 — а); а. 21 — 2(45 -|- 05) -|- а(аз 4-53) — 0; 
27(а — Б)?" — {ая — 5) (93 4 03) 22 4 3(а2 — №) (а--5)=0; 
444002 — а?) — 4420202 -|- а#0%(а2 — 462) —0; а — 2(6е-- 242) -|- 082 — 0; 
аля — ал? — (1--2?) 4-а 0 (случай а=2). 
8* 
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(23 — я р 
1 1 1 
а-я а == 0. а 


2 











1 1 1 1 
сн: 2 с 


— 4(1 -|- "За. -- и. ай 0. 





д \ 2 \? а? д? 
(=) -- (а) с=т(п — 1) ; = — аа у=" |- 1 и доказать, что корни 
этого үр-нія всегда дЪйствительны. | 


(28 — 1) (29 —2)- (2—3) (2—4 = -5 

10. Ршить неравенства: 
0% — 16221-68 > 0; 21 — 1222 -|- 39 < 0; д — 4342 | 225>0; 56 — ба — 2+ < 0. 

11. РЪшить неравенства: 

иша Ба 321 — 424-16 
д — 19248 | 35 >’ а: — 2144-80 

12. Найти сумму квадратовъ, кубовъ, сумму четвертыхъ стененей корней урав- 
пенія а2 -|- 022 с —0. 

Доказать, что если сумму я-хъ степеней корней этого ур. обозначить знакомъ 5,, 
то имфеть мЕсто соотношеніе: 

08, 08,5 4- 5,420. 

13. Доказать, что если а, б, си @4 суть корни биквадратнаго уравненія 2 -- 
ра | 4 = 0, то имбють м$ето соотношенія: 
а4-ъ-4-с4- 420; а ас одй 4-04-54 -- =; ае -- аа -|- аса -- а = 0; 

ађсӣ == 0. 

24 — 3421 4 225. 
2% — 2542 |144 ° 

15. При кавихъ значеніяхъ % ур-ніе 21 — 2 — т—=0 иметь всф 4 корня дй- 
ствительные? 


— 420. 


14. Сократить дробь 


16. Между какими предфлами должно измфнять х для того, чтобы ур-не 
[Ка — а) 4-22] —16а2?, рЬшенное относительно у, имфло вс корни дфйствитель- 
ные? (Предполагается 0 >> 0), 


17. ИзслБдовать корни каждаго изъ уравневій: 
(А — 2)а* 4-40 - 3) 4 (0 —– 1) 0, (3% — 1) — (2% 4- 1) 4-0 


при измБненіп \ отъ — ОО до -|- ОО. 


И. 
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ь ГЛАВА ХХХ У. 


Раціональныя уравнен!я, приводимыя къ квадратнымъ: продолженіе. — Возвралныя 
уравнен!я. — Двучленныя уравненія. — Трехчленныя уравненія. — Уравнен!я вида 
Р.0.В —=0 и нЪкоторыя другія. 


Возвратныя уравненія четвертой степени. 


542. ОпредЪленія, — Уравненіе называется возвратнымъ первало рода, 
если обратная величина каждазо корня уравненія служить также корнем 
этозо уравненія. 

Уравненіе называется возвратнымь вторало рода, если обратная величи- 
на каждого корня, взятая съ противоположнымь знаком, удовлетворяеть 
также уравненію. 

543. Лемма. — Если два цљлыя уравненія съ однимь нєизвњстнымъ, ш-й 
степени, приведенныя къ виду А = 0), имњютљь ш различныль общить корней, 
то коэффименты иль пропорціональны. 

Въ самомъ дфлф, пусть два уравненія 

ак" без са? 4-2 4-е 0 

ал 0 | са 4-24 е = 0 
имфютъ 4 общихъ корня, т. е. первыя части ихъ обращаются въ ноль при 
4-хъ различныхъ значеняхь 2; тогда и многочленъ 


а (аа -|- $43 -|- сх | х -- е) — аа У? са 02-е) 
обратится въ ноль при твхъ же значеніяхъ 2; но этоть многочленъ 
(Ба — аб’)? -- (са — ав’)? -| (да — ай)2 - (еа — ае) 
третьей степени относительно 2; елд. ($ 71, П) онъ тождественно равенъ ну- 
лю; а потому ве® его коэоеищенты равны нулю. Отеюда 
а ГА с 2а е 
вс Я е 
544. Условія, необходимыя и достаточныя для тою, чтобы уравненіе 
было возвратнымъ перваю рода. 
Необходимо и достаточно, чтобы оно имло тёже корни, какъ и уравненіе 
съ корнями, обратными корнямъ даннаго. 
Пусть имфетъ уравнен!е четвертой степени 


ааа ов ав е0; 
1 Я 
ПоЛоЖИВЪ =. И ИСЕЛЮЧИВЪ $, получимъ уравнене 


ву“ -|- 4" су 4 00 4-а 0, 


корни котораго обратны корнямъ даннаго; сл%д., если х есть одинъ изъ кор- 
1 1 
ней перваго, то —- удовлетворяеть второму, а какъ 2 удовлетворяет, по пред- 


положенію, и первому, то эти уравненія имфють общіе корни. А потому, на 
основаніи леммы $ 543, имфемъ 
а [и е 


ва =1=Ь =, 


е а 
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откуда а—е, ==, 


т. е. коэоФиціенты членовъ, равноудаленныхъ отъ крайнихъ равны и имћютъ 
одинаковые знаки. Итакъ возвратное уравненіе четвертой степени перваго рода 
иметь ВИДЪ | 


а 4|- 52° - са? 4-00 4-а 0. 
Примъчане І. — Если средній коэвоищентъ разематриваемаго уравненія 
равенъ 0, с== 0, то уравневія 


а2*-4- 5а - ах--е=0 п ев а=0 

а (А а 
дадуть аъ 

отсюда: а= Рен 6—=-Р 4, ши ас= е и 6 — 4; үр-ніе будетъ 
| ай —- 623 — Б — а = 0. 
И въ самомъ дъа®, ур-н1е это-—возвратное, ибо, написавъ его въ вид 
(22 —1)(а2*-- 55 | а) = 0, 

замфчаемъ, что каждый изъ корней --1 и —1 равенъ своему обратному; кор- 


ни же ур- я ах? -1 $5 а= 0 обратны одинъ другому, ибо ихъ произведеніе 
равно 1. 


Примьчане П. — Такимъ же образомъ найдемъ, что ур. третьей степени 
возвратное перваго рода есть 


в Ва В п 0 ое а зев 0) 


причемъ верхній знакъ берется съ верхнимъ, нижній съ нижнимъ. 
545. Чтобы рёшить уравненіе а2' -- 62° -|- с2* -|- 02 -|- а = 0, раздлимъ 
объ части на 2? (на это имћемъ право, ибо үр-ніе не имфетъ корня, равнаго 


нулю, сл. 2° не обращается въ ноль); найдемъ, сгруппировавъ члены, равно 
удаленные отъ концовъ: 


а(=*-- 1)+ = 2)+с=0. 


1 1 
Подоживъ #-- =, имћемъ отеюда: 2-|- а = — 2; подставляя, 
найдемъ 


ё. 
а? 


ау у 4 (с — да) =0............ (2) 
Отсюда найдемъ два звачевія для у: у и 7”. Подставляя поочередно эти зна- 


А А 1 
ченія въ ур-ніе 2 - === 7, которое можно написать въ вид 


ауД И 8) 
найдемъ всф четыре вначенія 2. Такимъ образомъ рЪшенів ур-нія (1) сводится 
къ рёшеню системы (2) и (3). 

546. Изсльдовлнге. — Чтобы величины х, выводимыя изъ (3), были 
дъйетвительны, необходимо, во-первыхъ, чтобы коэооищенты этого ур-нія были 
дъйетвительны, т. е. чтобы у было дЪйствительно; затъиъ необходимо, чтобы 
разематриваемое значене у удовлетворяло условію 


1—45 0, 
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т. е. чтобы у находился ви интервала отъ — 2 до +- 2, пначе, чтобы абео- 

лютная величина у была больше 2. Очевидно, что этихъ условій достаточно. 
547. Примъры. — 1. Рљшить ур-ніе 22:4|- 23 — 11а 4-24-20. 
Вапишемъ его въ вид 


2-5) (24-2) —11=0. 
Положивъ = + == у, находимъ ур-ніе 2 у —– 15 == 0, откуда 
у=, у=—8. 
Внося эти величины въ ур-ніе 2 -- == у, иметь ур-нія: 
а? — 52+1=0, а% + 32-10; 
откуда: 21==92, ди = 5, аш. 8-28 2 Уо та 8 0 
Легко удостов%ритьея, что ИТ. 217 — 1. 


П. Изслњдозать корни уравненія хі -|- 2%х° -- (№ -- 1)х? + 2Ах -- 1 0) 
при измљненіи № отъ — оо до -|- оо. 





Вышеуказаннымь пріемомъ приводимъ рёшеніе этого ур-вія къ ръшевію 
системы 


2% — 24-120. .... (1), 5% 2лу (А —– 1)=0 ..... (2). 
Чтобы корни (1) были дЪйствательны, необходимо, во-первыхъ, чтобы у 
было дЕйствительно, и затфиъ, чтобы 


у— 4 5 0. 
Каждое значеніе у, удовлетворяющее этимъ двумъ үсловіямъ, дасть дФЙ- 
ствительныя значевія для х. 


Ур. (2) даетъ слЪдующее условіе дЪйствительноети у: 
№—-1=0: 
условіе, всегда существующее, ибо ур. А — \ -|- 1 = 0 имфеть корни мнимые. 


Второе условіе: у — 4 = 0 означаетъ, что у не должно содержаться между 
—2 п 4-2, т. е. у долженъ быть ила < — 2, или >--2. Подетановка (— 2) 
вм. у въ первую часть ур-нія (2) даетъ 


38(— ^1); 
подстановка (-- 2) даетъ 
/ Б) 
| А+) 
разсмотримъ скалу зваченій А, содержащую значения, обращающія эта биномы 
ВЪ НОЛЬ: 


о И —=...... 1... 
1 Р) 57 
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Если Л давать велачины въ интерваллё (1), то результать подетановки 
(—2) оказывается > 0; елд. — 2 находится вн» корней ур. (2); но полусумма 
корней, равная — А, положительна; слд. оба корня больше (— 2). — Резуль- 
татъ подстановки (-|- 2) отрицателенъ, сл. -- 2 содержится между корнями ур- 
нія (2). Итакъ, для значеній А, лежащихъ въ (1) области, расположене кор- 
ней у’ и у” (полагая у <”) и чиселъ — 2 и + 2 таково: 


Иан РО а Уо ам 


Итакъ: одинъ корень (у”) дастъ два дёйствитольныя значенія для 2; другой 
(у) — дна мнимыя значенія. 

Для А, содержащихся во (2) области, результаты подетановокъ (—2) и 
(-- 2) положательны, сл. (—2) и (-- 2) лежать внф корней; приэтомъ, полу- 
сумма корней, равная — Л, больше — 2, но меньше -|- 2; ел. расположение кор- 
ней и чиселъ —2 и --2 таково: 


м И ый Бу 
заключаемъ, что 4 значенія х мнимы. 
Для Л, содержащихся въ (3) области, результать подстановки (— 2) отри- 
цателенъ; слфд. (—2) содержится между корнями ур. (2); результатъ подета- 
вовки (-- 2) положителенъ; сяЪд. -|- 2, находясь ви корней, больше у”. Такимъ 


образомъ одинъ корень (у”) дастъ два дЪйств. значенія 2, другой (у”) — два 
мнимыхь значен!я 2. 


548. Условія, необтодимыя и достатоиныя для тою, чтобы уравненіе 
было возвратнымь вторазо рода. 


Необходимо и достаточно, чтоуы ур-ніе им%ло тъ же корни, какъ и үр-ніе, 
корни котораго обратвы корнямъ даннаго и имфють противоположные имъ знаки. 


Пусть дано ур-н!е четвертой степени 
а2 + 2° сх 4 42 4-е=0, 0...0... 0...0 
1 > , 
положивъ у == — — и пеклЮчавъ 2 изъ этого ур-нія и перваго, получимъ ур-ніе. 
еу — ау? -—- су“ — Бу 4- а=0, ......... (2) 


корни котораго обратны корнямъ даннаго и пмћютъ противоположные имъ знаки. 
Но, если х веть корень даннаго (которое, по предположению, есть возвратное 


1 | 1 
втораго рода), то — — есть также корень этого ур-н!я; но — —_ есть также и 


корень (2); слфд. оба ур-Шя имЪфють одинаковые корин, а потому 


а $ а ё 
Еа Ер рэ 
откуда: 
а=в, 6—=—4. 


Олд. общая форма возвратного ур-нія четвертой степени вторао рода 
такова 


а2* -|- 653 | са? — 02-а 0. 
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Примњчаніе Т, — Еслибы середній членъ равнялея нулю, то ур. было бы 
возвратнымъ втораго рода въ двухъ сафдующихь случаяхъ: 
ах 4-0 5 -=а==0 


причемъ верхній знакъ надо брать съ верхнимъ, нижній съ нижнимъ. 
Когда ур-не им%етъ видъ ал -- 02° | 5х —а=0, его можно написать въ 
види: 0(2'—1)-- 55.51) = 0, или 


(2 -- 1)а(2% — 1) + =0, 
откуда видно, что оно имфетъ два мнимыхъ корня: $ и — 4. 


Примњчаніе ІТ. — По предыдущему легко убфдиться, что уравневе нечет- 
ной степени еъ дфйствительныхи коэфоищентами не м. б. возвратнымъ вто- 
раго рода. 


549. Чтобы рёшать уравневіе ах-- 02° -- са — --а=0, раздъламъ 
объ его части на х? и напишемъ его въ вид: 
1 1 
а(° + 5) (0 6) 0, УГ я (О 
положив 2 — 1р, имћемъ: №2 0° 4- 2; подстановка въ (1) дастъ 
ау? у - (е4 да) =0.......... (2) 
5 1 
Отсюда найдемъ два значепія у, подставляя каждое въ ур. 2 — 5 =9, 
которое можно представить въ видф: 
2 —1%—1=0... 
Найдемь четыре корня предложеннаго ур-нія. 


ИзсльдовлантЕ.—Если корни ур-нія (2) будуть дёйствительны, 10 и већ 
четыре корня даннаго будуть дЪйствительны, потому-что корни (3) будутъ дъй- 
ствительны. Итажъ, услове дЪйствительностп всфхъ четырехъ корней даннаго 
ур. выражается неравенетвомъ 


5% — 4а4(с 4 да, 50. 
Примъръ. — РЪшить ур-н!е 2*+- 2\2° — 3(Х-|- 1)* — 2% {+ 10. 
Это есть возвратное үр нів 2-го рода. Раздфливъ его на 2° и положивъ 
х— =, ИЛИ, что то же, 
2 — ух 1==0, 
ръшаемъ ур-віе 
У | 2лу — (3% 4-1): 0. 
Усдовіе. дБйствптельности већхъ корней предложеннато будетъ 
МЗ 150, 
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откуда заключаемъ, зто Л не должно содержаться между 


п оув8 
= А 





№ 


Двучленныя уравненія. 


550. Двучленнымь уравненіемь называется ур-н!е вида 


ато =0. 


Раздъливъ 06% части на а, и половивъ — 2 = А, можемъ представить это 
ур-н1е въ вид 
2° —— А == 0, или 2" А. 
Рњшитъь это ур-нае звачитъ найти такое количество 2, т-ая степень ко- 


тораго равнялась бы А; иначе говоря, значить: найти всь значеніл корня 
т-10 порядка изъ А. 


551. Творемл. Рљшенѓіе ур-нія х" — А = 0 приводится къ рњ- 
шенію ур-нія ү" == 1 = 0. 


Въ самомъ дълћ, пусть х будетъ арпөметическій корень »-го порядка изъ 
А, еели А20, и изъ /— А), если А < 0. Ур-ніе 2" =А приметъ одинъ изъ 
ВЯДОВЪ: 27% 0°, 1" —— а". Положивъ 2 ху п подетавивъ это выраженіе 
въ каждое изъ посдъднихъ ур-вій, по сокращеніп на а", найдемъ 


у%==1, ила у" — 1. 


Такимъ образомъ, чтобы ръшить ур-нієвє л" — А = 0, нужно: 1) найти 
абсолютное значение "/А, равное а; 2) найти ве корни у’, у”, у”,... ур-нія 
0° 10; 3) каждый изъ нихъ помножить ва 2. 


552. Переходимъ къ рфшенію үр-нія у" 1 = 0: элементарная алгебра 
даетъ средства ръшать это ур ніе лишь въ нЪкоторыхъ частныхъ случаяхъ. 


І. т=2; үр-вія суть: у2— 1==0; 04-120. 

Ршевіе ихъ извёстно; корни перваго суть: у =—--1, у" == — 1; корни 
втораго: у == | 4, у" = — 4. 

П. == 3; ур-нія: уз —1==0; У 1—0. 

Первое ур-піе можно представить въ вид: (у – 1)(у°Ру-|-1)=0; оно 
распадается на два: у — 1—0, у-у -|- 1 0. 
ЕЕ 


Первое иметь корень --1; второе — два корня: 7 4 


такъ - что 


три корня даннаго ур-нія суть: 
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у == -|-1; а= ЕНЕ ; у"—=1- УЗ. 


Это значить, что кубичный корень изъ -|-1 нмъеть три значенія: одно дљй- 
ствительное и два мнимых». 

Легко видБть, что каждый изъ мнимыть корней изъ-|- 1 равень квадрату 
друиио. Въ самомъ ДфлЪ, назвавъ эти корни черезъ а и 2, и замфчая, что они 
удовлетворяютъ уравненію у’ у -|- 1 == 0, находимъ: «3 == 1; но а 1, сл. 
аВ = аз, или В-=а?°. Олфд., если о есть одинъ изъ мнимыхъ кубичныхъ кор- 
ней изъ 1, то три корня будуть: а, а?, а?. 

Можно и прямымъ возвышенемъ въ квадратъ убфдиться, что у= у”? и 
уу”, 

Примъръ. — Решить ур-ніе 2° — 343 = 0. 

По доказанному, надо арнеметическое значенів 3/343 т. е. 7 помножить на 
каждое изъ трехъ значеній кубичнаго корня изъ -|- 1. Найдемъ: 

а= 7; 2" —=7х ан а. жас 

Переходимъ къ рёшенію ур-нія у°-|- 1—0. Его можно представить въ 
вид (у-1)(0° — 07 4-1) = 0; а это уравнеше распадается на два: у + 1:= 0 
и 0° — у 4-1==0. 

1==./8 


Первое имфетъ корень == — 1; второе —два корня: —- 9—3 Тавъ что три 


корня даннаго суть: 





„_ 1-8. о 1—У8.4. 
З А Е 

Эти корни и представляютъ три значенія кубичнаго корня изъ — 1. 

Примъръ. — Рёшить уравнене 2° -- 8 = 0. 

Корни его найдемъ, помноживъ ариометическое значене ү З или 2 на каж- 
дый изъ кубичныхъ корней изъ — 1; сяд. 

0==—2; а"=4|1 УЗ. 2" =1— 03.4. 

Ш. т=4; уравненія: у* — 1==0; у! 4+1=0. 

Уравненіе у* — 1 == ) можно представить въ вид (0° — 1)(у°--1) = 0; 
оно распадается ва два урн!я: 0° — 1=0 и 2°--1 0. Первое’ имфетъ 


корни: 4-1 и — 1, второе: ти — 4; такъ-что үр-ніє у' — 1—0 имфетъ 
четыре корня: 


у= —1; у 


у= 1, 0-1, у=, у 
Чтобы р%шить ур-ніе у*-- 1: 0, дополнимъ первую часть его до полнаго 
квадрата, прибавивъ къ ней и вычтя 20°; найдемъ: 


у! 25° --1— 2% = 0, или (0-1) — (02. 9)*==0, наи 
(М2 .0-1)00 2.941) = 0. 


Это - ур-нів распадается на два кварратныхъ: у%4-/ 2 .0у--1=0 и 
2° 02 .9--1= 0. Ръшивъ ихъ, найдемъ 4 корня: 
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[2 2 2. һј уз, а. 
и = (60, 19 


Уравневіе у а можно рфшить иначе, разсматривая его какъ воз- 
вратное, въ которомъ коэФоищенты трехъ ереднихъ членовъ равны нулю. Раз- 


1 1 
9 —— |. —— Ы 
дБливъ его на у“, имъемъ 0? -|- == 05 ПОЛОЖИВЪ Ета имфемъ отсюда: 
1 ? -5 - 
а — 2; слъд. 2%—— 2 = 0, откуда = / 2 и 21 — Я. Под- 
| А 1 
ставлая поочередно оба значенія г въ ур-ніе УР =*, получаемъ два ур- 


нія у — / 3. у--1=0 и У /З.у--1=0, которыя ръшены выше. 

ПрРимЪРЪ [.— Уравнеше 2* — 81 —0 пмћетъ 4 корня, которые найдемъ, 
умноживъ ариеметическое значенів 4/81, т. е. З на четыре зпаченія корня чет- 
вертаго порядка изъ --1; именно 

д =- 3, а= — 8, а= 4-84, ШИ. 

Примъръ 11. — Ур-ніе х*-- 16 = 0 имфеть четыре мнимыхь корня, ко- 
торые найдемъ, умноживъ четыре значенія корня 4-го порядка изъ —1 на 
арием. значене \/16, т. е. на 2. Получим»: 


т —= 2 (1-8), 20-02010), я 2(—-1-0), “= (92 (—1— 0). 
ІҮ. == 5; үр-нія: 25 —1==0 и 21:0. 
Первое ур. можно представить въ вид%: (2 — 1)(2:-- 2-4-2 4 2-1) = 0; 
оно распадается на два ур-нія | 


#—1=0....(1) и ржи --1=0.... (2) 
изъ которыхъ первое даетъ 2’ = | 1. Второе же есть возвратное ур. первало 
рода, ибо коэвеищенты членовъ, равноудаленныхъ отъ крайнихъ, равны; слЪд. 
ршен!е его приводится къ ръшенію системы двухъ уравненій: 

2 —у--1=0 и у-у 120. 

Корни ур-нія въ у дёйствительныв, неравные и противоположны по знаку; 
необходимо и достаточно, чтобы эти корни не заключались между —2 и -|-2, 
чтобы корни ур-вія (2) были дъйствительны. Но 2° -|- 2 — 1 >> 0, сл д. положитель- 
ный корень содержится между 0 и -|- 2. Точно такъ же (— 2)°--(— 2) —1> 0, 
елд. отрицательный корень содержится между 0 и (— 2). Олъд. ве четыре 


корня ур-нія (2) мнимы. Для нахожденія ихъ рёшаемъ сначала ур. въ У; 
оно даетъ 


В 
а са 
РЪшая ур-ве въ =, им%-мъ 
у уу 4 
а, 
14+у5 
подставляя сюда вмъсто у сперва —_— св, затЊемь — 220 получимъ 


еще четыре корна, такъ-что већ пять Е ур-Шя 2°—1=—0 суть: 
я, =1; 
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„АУУ 25.8 
ее 4 


Й т; 





фу Мо фу. 
ыы у 


Е _—1—У8-+ 0—5. езу -а 
лаў 4 5 са Е 4 . 





25 





Чтобы ршить ур. 2° -- 1: 0, разлагаемъ первую часть на множителя и 
получаемъ уравненіе (2 -|- 1)(2* — 2 4-2% — 2 -- 1) = 0, распадающееся на 
два ур-нія: 2-4-1 = 0 и 21—20° 4-2 —х--1=—0, р5шеше которыхъ ана- 
логично вышеуказанному. Впрочемъ, легко показать, что корни ур-нія 2° -|- 1-0 
отличается отъ корней үр-нія 2 — 1—0 только знаками; въ самомъ дъл, по- 
ложивъ въ данномъ ур-нія 2 == — 2’, получимъ ур-ніе 25 — 1 — 0, тождественное 
съ ръшеннымъ, слъд. для х’ имфемь 5 вышенаписанныхъ Формулъ; а какъ 
2 == — 1, то перемфнивъ въ этихъ Формулахъ знаки, прямо имфемъ пять кор- 
ней ур-нія 25-1 == 0. Это замчавів относится ко већмъ двучленнымъ ур- 
ніямъ 2" — 10 и 2" -|- 1—0, въ которыхъ т нечетно. 


У. 00==6; үр-вія: 2—1=0 и #2-1=0. 


Первое ур. можно представить въ видЪ (2° — 1)(23°-- 1) =0; ел. оно раз- 
лагается ва два кубичныхъ ур-нія: 2° — 1==0 п 23--1=—0, рЬшенія кото- 
рыхъ уже извфетны, такъ-что 2° — 1 == 0) имфеть шесть корней: 

Ща. 1—48, 1—03, 
2 


15 в = оу = — — щ=р—1; 2 = 2 


9 ? з — 





5 


144/3, 
Е 

Уравненія. 2% 1 0 можно представить въ вид (2%) -- 10, т. е. 
(2-1) (2% — 2° 4-1) = 0; оно распадается на два: квадратное ур. 2-1 == 0 
и биквадратное 2“ — 2-1-1 = 0, ръшеніе которыхъ извъстно. 


ҮІ. т=7. Уравненія 272 1 = 0) неразрфшимы средствами элементарной 
адгебры. 


УЦ. т=8; ур-вія 2% —1=0 и 2%--1=0. 

Первое можно написать въ видЪ (2 — 1)(2*--1) = 0; оно распадаетея на 
два 2'—1—0 п 2*-- 1—0, корни которыхъ уже найдены въ пунктћ Ш. 

Урше 2--1==0 можно написать въ вид (2-4-1) — 2—0 или 
(2 НУ. 2*-|- 1) (2 —У2. 2-1) = 0; оно распадается на два биквадрат- 
ныхъ ур-нія 21'-- /2. 2*--1=0, их'—/2.2--1=0, рёшеше кото- 
рыхъ извЪетно. | 


Подобнымъ образомъ могли бы ръшить элементарно еще нфкоторыя дву- 
членныя үр-вія. | 


На частныхъ примфрахъ мы видфли, что число значенй корня, или р%- 
шеній двучленнаго ур-нія всегда оказывается равно показателю корня или сте- 
пени ур-вія, Общее доказательство этой истины дано въ главъ ХХІХ. $ 458. 
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Трехчленныя уравнения. 


558. — Трехчленнымь ур-мъ называетея үр-ніе вида 
ат" с ==0. 
Въ частвомъ олуча, когда и — 29, т. е. ур-ніе имфетъ видъ 
ах" 4- Ба" 4-с 0, 
рёшене его приводится къ рЬшенію двухъ ур-вій: хвадролинало п двучленноло. 
Въ самомъ дл, положивъ 2” у, и елд. 2” — 9, получаемъ үр-ніе 
ау? 16у 4-00, 
им ющее два корня: у=9’ и у =; подставляя эти значенія у въ ур-н!е 
2" == у, получаемъ два двучленныхъ ур-нія 
и А 
изъ коихъ каждое имфеть » корней, такъ-что предложенное ур-не иметь 27 
корней. 
Очевидно, биквадратное ур. есть частный случай трехчленнато. 
Примър%ъ. — Рљшить ур-ніе 100058 — 61192° - 9261 = 0. 
Положивъ 2° = у, имфемъ ур. 10002 — 6119у | 9261 = 0, откуда 
РЕР 6119 == \/37442161—87044000 __ 61195631 . 


"9000 - 200 Е 
елд. 
пасан Е 
20008 ? 2000 125 


Вопросъ приводится къ рЬшеню двухъ двухчленныхъь үр-ній 


от ;__ 348 
Е ера 
иЗЪ которыхъ и находимъ шесть корней предложеннаго: 
3 3 1643 А. у 12408 
2° 2 ВЕ 5:08 2 


Уравненія вида Р.0.В = 0 п нфкоторыя другія. 


554. Бакова бы ни была степень уравненія, вторая часть котораго равна 
нулю, но если окажется возможнымъ разложить первую часть его на множители 
первой, или второй степени, или вида ал‘ -- 62° -- с, или ах“ -- 02° -- са? 3 
2 02-а, то ур-ніе возможно рфшить средетвами элементарной алгебры. Въ 
самомъ дълЪ, чтобы произведене множителей было нулемъ, необходимо и доста- 
точно, чтобы одинъ изъ нихъ быяъ нулемъ; елфд. ршеніе уравненія РОК 0 
приводится въ рЬтшенію отдЪльно үр-ній Р=0, (—0, Е 0, которыя, по 
предположенію, разрёшимы элементарными средствами. 

Приводимъ примъры. 
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1. Рљшить ур-ніе ал Фа сд — 0. 





Написавъ его въ видъ 2:02 4-х -|- с) = 0, заключаемъ, что его корни 
суть корни үр-ній: 2—0, ах? Е бе -Ре=0; т. е. 

7 и 0 4ас н 0 — У 4ас 
дм о 
2а 2а 

П. Рљшить ур-не 70° — 5а? —— А2 2—0). 

Непосредственно видно, что ур. удовлетворяется при 2:1; елъд. первая 
часть его, обращаясь при 2—1 въ ноль, длится на 2 — 1; выполнивъ дћ- 
лене, дадимъ үр-нію видъ (2 — 1)(72% 4-22 — 2) = 0, откуда видно, что оно 
распадается на два ур-нія: 2 — 10 и 72° -)- 22 — 2—0). 

РЬшая ихъ, получаемъ: 

—1+ 015 

7 

Ш. Рљшить ур-нае: (32 — 12° -|- 4)? — (94% — 52° -- 2) 0. 

Разложивъ на множители, получимъ 

(52+ — 122° -|- 6)(2' — 224 2) = 0, 
ур-не, распадающееся; на два биквадратныхъ, изъ которыхъ найдемъ 


= 41.222 


СЕЧЕ 
5 
555. Уравненія 40° 4-20 | с=0 и а0'-- 00° 4-с 0, тд 0 есть квад- 
ратный или биквадратный по букв х полиномъ заключаютъ въ себ четыре 
типа ур-ній: 


== И РУЗ. 


а(72° 4-52-14) 4 0(72° -- 824-24 с 0; 
0072 | 82° 4-0)? + Кий за и 4 с 0; 
(2% 4-2-2) 4-0(ғ0° -р 2 Р-Н е0; 
ах 82° 1-0) 4 В (тай 4- 52 +} с 0. 
Чтобы ръшить такого рода ур-нія, лолагаемъ, смотря по случаю: 
или 02° | = 0, или т 804-00), а. 0... (9) 
рБшая ур-вія въ 0, найдемъ для ( два пли четыре значенія; внося каждое 


изъ значепій ( въ вспомогательныя ур-вія (х), найдемъ соотв®тствующія зна- 
чевія 2. 


556. СлБдующе четыре типа уравненій: 
ар? 4-0РР' 4 ср? = 0; а02-- 000 -- 20° 0; 
ар" | 0Р?Р' ср — 0 и 20-00202 -|- 4 = 0, 
въ которыхъ Р и Г” суть триномы вида 7-5 Ьа 0 и 0’ — вида 


тай -|- 822 -|- 2, ръшаются помощио двухъ квадратныхъ, либо двухъ биквадрат- 
ныхъ ур-вій. 
Для ръшенія ихъ полагаемъ, смотря по случаю; 
ә 


Е 9 Г Я 
т 2= Ё ИЛИ о 
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приходится затънъ рЬшать квадратное, либо биквадратное ур. въ К, которое 
дастъ для В, два, либо четыре значенія; внося значеня В, во вспомогательное 
ур., найдемъ соотвЪтетвующія значенія г. 


557. Примъры. — 1. Рљшить ур. (= — а)(= — За)(= — 3а)(х 4 а) = 
= 04 — 35а*6°. 

Посл%довательныя преобразованіи даютъ: 

(2% — 4а2 -- За?)(2° — 4ах — 32а*) = — 35476°, 
(2° — 4ах)° — 294*(х* — 4ах) — (964 -- 5* — 35а25*) — 0. 

Принявъ 2° —4ах за вспомогательное неизвЪетное, находимъ 

29а — (3542 — 20%) . 
5 ; 

р№шая каждое изъ этихъ квадратныхъ үр-ній, найдемъ ве 4 корня пред- 
ложенваго. 

П. Рљшить ур. (2? — 2 -|- 1)“ — 1022? — 2-1) 92 =0. 

Раздливъ 06% части на 2“ (что, замтимъ, не поведетъ за собою уни- 


чтожен!я н%которыхъ корней, ибо при 2'=— 0 ур. не удовлетворяется), дадимъ 
үр-нію видъ 


1? — Аат = 





(азыра 419—0, 


2 
откуда 





Такимъ образомъ имфемъ 4 ур-нія 
42—241 2? ет Е 
-—в — = 1и 3, 


изъ которыхъ находимъ: 





1—1, = 85-2613, = – 1. 
2 Й 0) (а 
Ш. Рюшить ур. Ся у= гдђ 2—00, 


Послъдовательныя преобразовавнія даютъ: 
442% а2--1— (а —– )а) {а24-а24-1— (0 — с} — (04-02 4-1) 
(9 — 1) (2 ах -|- 1) — 0(20 — 0 —– в) (?- ах 4-1). (а — В)(а — 0) 0), 


а 4|- ах -|- 1 
откуда, разд%ливъ на 2° и принявъ за неизвЪетное нні. ‚ имћемъ: 





а2-|- ак4-1 Фа 0—0) == 02а — 0 —с)*— 440—1) (2—0) (0— е) идр 











2(а—1) 

а аг--1 __9(2а—6 —с) = / 48$ — с) 4 44 —0)(а — 0), 

КИИИН РОТУ Е 
Но, по усдовію, а == еа $ сл®д. 


(6 — с)? 44 (а — 0)(а — с) = 90 -- с), 
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2 Е арр 
откуда а? 4- ах - 1 {20 ІА съд не 
2 2а— 1) 





а? + ах 4 1 (а – )(а – с) {220—610 + 6)} 
- Заа 0) 








_ Итакъ, нахожденіе д приводится къ ршенію үр-ній 


20 - аг +1 (а — 0(0 — с) 2 аз +1 (а – 50)(а — 0) 
ВА асе ? 2 а 








что не Представляеть уже затрудненій. 


558. Задачи. 

Ршить возвратныя уравнен!я: 

1. а — 1028 ~ 2612 — 102 + Е = 0. 2. 244-522 4- 222 4-51 -1=09. 
3. 225 — 523 —- 642? — 55 +2 = 0. 4. 21 — 353 — 212 — 30 + 1 = 0. 


сл 


. Ва — 3543 -- 62202 — 355 +6 = 0. 86. 302 — 10123 -- 1382 -- 1012 -- 30 = 0. 
. 6541 — 19353 -- 27422 — 19820 -- 65 == 0. 8. 5% — 123 -- 3022 — 122 -- 5=-0. 
9. 23 -- рая + 943 - 422 --рх--1 = 0. 10. 25 2 ро -- 423 — Ф202 — рв —1=0. 

11. 428 — 2445 4- 5724 — 7323 -- 5722 — 242 -- 4 = 0. 
12. 616 — 2345 —— 102+ -- 1428 -- 1042 — 235 -- 6 = 0. 
13. аби — (а –- 5)(1 — а)аз3 -- {а + а%)(1 - 02) + 240 }22—(а--5)(1--а):--ар=0. 
14. абс — а\с(0 - 9?) 4 00а? - <?) хз -- [2а2Ье -- (а? - 52) (а -- 2) 22 

— аса? -{ 52) Е В (а? - 6?) - ас = 0. 
15. Решить ур. 2 — 323 -{- 922 — 272 -- 81 = 0. 
РЪшить трехчленныя ўравненія: 
16. 25 + 423 = 96. 17. 28 — 912? - 1728 = 0. 
18. 48 — 9724 -- 1296 = 0. 19. 210 — 1255 = 56133. 
20. 8 – [422 + 2) 922 — 12) [а2(2 — 19) + 0202 4- УЗ) ди | (@— в =0. 
РБшить уравненія: | 


21. (2 + (а + 2) | За - 4) = (2 -- 1)2 (2-6 202 (0 3) + @-+ 4). 


— 


22. дай + = 408 | 38. 23. 234-280. 

24. за + а = 0. 25. аз + 2 а 4-1 = 0. 

26. 2540 — 326 — 18. 0 97. а 4-22 — 40 — 4 = 0. 

28. 8х3 -|- 162 — 9 = 0. 29. 2+ 4- 223 — 1142 + 42 + 4 = 0. 
30. 21 — 1048 -| 3522 — 505 -- 24 =0. 31. 2% -|- 4435 = а. 

32. 25 4- Ах = 52. 33. 813 — 1642 - 8022 — @8=0. 
34. 23 — Забх -- а? 4-8 =0. 35. 813— 1342 4-32 2 = 0. 


36. 23 — Зал? -- 4а?х -|- Ваз = 0. 37. В(2 -- В}? =ах (к + 28) — (2 4 В). 
38. (229 -- 22 -- 2)2 — 26(248 4- 2 4-2) +88 =0. 
89. (21 22 -- 1)2 — 38 (ай -- а? -- 1) 4+ 105 = 0. 


40. 23 — 64? — 101 — 8 = 0, зная, что одинъ изъ корней == 4. 
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41. (2—5) (3х + 8) (7х —9) = 2022 — 1) (20 + 1), зная, что одинъ изъ его кор- 
ней — цфлый. 


42. 28 — 1х1 — 723 -- 32322 — 186х — 2520 =0, зная, что три изъ его корней — 
послдовательныя цфлыя числа, сумма квадратовъ которыхъ = 110. 


43. 25 — 9421 + 16323 — 4822 — 16762 — 1440 =0, зная, что въ числ его корней 
есть три послФдовательныя цфлыя числа, дающія въ произведеніи 720. 


44. 21 — аз? + Ба? -- айх + Ф = 0. 
45. (22 + ах 4- 1022 Бк -- 1) — т(а? -- са + 1)(02 + ах 1) = 0. 
46. (22 — ав -- Ъ)! а? — Зах -- (2? — 4а2 -- Б)(22 — бах -- 6) = Тая. 


47. (ха) (ха а-+а-+ 2) (о 4-а 4-3) +й=0, п показать, что корни его 
мнимы, если А >> 1, попарно равны при А = 1, и дБйствительны, если ћ < 1. 


48. 2(2 -- а)(2 ве каз № = 0. 











49. 2 22, 3 | 4 КИТ 
"2+1 12—92 2-3: (= Б 10: + 2) -- 3) И 
11110111 Я 
50. — ПТО ЕВ 0, и, общъфе, ур-ніе 


1 голо Мо 
хо па Г а+ь Г г--а-ть " 





кром% того, показать, что вс три корня всегда дЪйствительны, и даже соизмЪримы, 
если а? -- 52 есть квадратъ. 


51. (д - 2) Бр ера р 3) – (6 06 0+ 10( 0+ 2) 
(2-9-3) = 0. 
52. При какомъ соотпошенін между коэффиціентами уравненія ал -- 028 -- сл? -- 
-- ах -- Ё = 0 можно его представить въ вид 
(пар фт)? + р(за? зе) 9 = 0. 


ГглАВА 25501. 
Ирраціональныя уравнения. 


559. Ирраціональнымг ур-мь называется такое, въ которомъ неизвфетлыя 
входять подъ знакомъ одного или нфеколькихъ радикаловъ. РБшеніе такихъ ур-ній 
требуетъ освобожденія неизвъствыхъ изъ-подъ радикаловъ. Можно доказать, что 
всякое ур-ніе можеть быть освобождено отъ радикаловъ, каковы бы ни были 
ихъ показатели. Доказательство этой теоремы и основывающійся на ней обшій 
методъ р8ёшешя ирраціовальныхъ үр-ній мы помфщаемъ въ конц курса, въ 
особомъ приложени. Въ настоящей же главъ раземотримъ другой пріемъ, боле 
элементарный, приложимый лишь въ нъкоторыхъ случаяхъ, обыкновенно ветрћ- 
чающихся въ практик элементарныхъ вычисленій. Онъ состоить въ томъ, что 
изолируютъ радикалъ и затћмъ возводятъ ур-ніе въ степень, изображаемую по- 
казателемъ изолированнаго корня. Такимъ образомъ освобождаютъь ур-не отъ 
ирраціональности того числа, который быль отдфленъ. Повторяя эту операцію 
столько разъ, сколько нужно для упичтоженія веъхъ радикаловъ, приводятъ такимъ 
образомъ ур-ніе къ раціональному виду. Но нужно помнить, что этотъ методъ 
приложимъ лишь въ нёкоторыхъ исключительныхъ случаяхъ. Такъ, этимъ спо- 


собомъ можно освободить ур-ніе отъ квадратныхъ корней, каково бы ни 
было ить число. 
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ТЕОРЕМА. Всякое ур. можно освободить отъ радикаловь второй сте- 
пени, каково бы ни было ихъ число, возвышеніемь въ квадратњ объихь частей 
ньсколько разъ. 

Докажемъ эту теорему. Пусть будеть т тоть радикалъ, который желаютъ 
уничтожить. Для того приведемъ ур-не къ виду Р-Р Фу = 0, г Ри ө — 
количества раціональныя или ирраціональныя, но не содержащія ух. Изолируя 
членъ Оу? во второй части и возвышая 06% части въ квадратъ, получимъ ур-н!е 
Р? = 0, уже не содержащее радикала } 5. Такимъ же образохъ можно оево- 
бодитъ ур-Ше отъ другого, третьяго,.... квадратныхъ корней, сколько бы ихъ 
ни было. 

Освободивъ такимъ образомъ ур-ніе отъ радпкаловъ, рђшаемъ полученное 
раціональное ур. вышеизложенными пріемами. Но легко доказать, что оно мо- 
жетъ имфть постороннія рЪшенія, не үдовлетворяющія данному үр-нію. 

560. ТЕОРЕМА. — Если обњ части уравненая возвысить въ одинаковую сте- 
пень, то получится уравненіе, вообще, не тождественное данному: оно не- 
обходимо удовлетворяется всъми корнями даннало ур-нія, но можеть имють 
и постороннія ръшеная. 

Въ самомъ дфлћ: І. Пусть дано ур-ніе 


АВ а о о НАД) 
Возвысивъ об его части въ квадрать, найдемъ үр-ніе 
А? — В, или (А — В)(А -- В) =0.........(2) 


Веякій корень ур-нія (1), дЪлая А равнымъ В, обращаетъ разность (А — В) 
въ ноль, и сад. удовлетворяетъ ур-нію (2). 

Но послъднее ур-ніе удовлетворяется еще тёми значеніями неизвћетнаго, 
при хоторыхъ А-В обращается въ ноль, т. е. корнями новаго үр-нія А = — В. 
Такимъ образомъ не вс корни ур-Шя (2) необходимо удовлетворяють и (1). 

Итакъ, ръшивъ ур-ніе (2), необходимо еще удостовфритьея, удовлетворяють 
ли полученныя рёшешя ур-нію (1), т.-е. обращають ли эти рёшешя А и В въ 
количества одинаковаго знака. 

Корни ур-шя А = — В называють посторонними или паразитными рћ- 
шеніями, введенными возвышеніемъ въ Евадратъ. 

П. Возвышая об части үр-нія А — В въ кубъ, найдемъ: А? — В°; но это ур. 
пе тождественно данному, ибо содержить корни трехъ ур-ній 

А = В, А — Ва, А — Ва, 
гд а одинъ изъ мнимыхъ кубичныхь корней изъ единицы. 

Ш. Возвысивъ үр-піе А-В въ четвертую степень, найдемъ ур. А* = В*, 
которое опять общфе даннаго, пбо удовлетворяется корнями четырехъ уравненій: 
А—В, А = — В, А = Вг, А = — В. 

ІҮ. Вообще, возвысивъ ур. А = В въ т-ую степень, получимъ ур.: 

А"— В", или (А — В) (Ат АПВ... В") 0, 
которое кром корней даннаго ур-нія удовлетворяется еще корнями үр-нія 
Ат-1 Ат... —В*-1—0). 

Можетъ оказаться. что это послфднее не содержитъ рЪшеній, отличныхъ 
отъ корней ур-нія А = В; но такой случай исключителенъ. 

Покажемъ на нфеколькихь примфрахъ примъненіе этого метода, причемъ 


главнымъ образомъ обратимъ вниманіе на үр-нія, содержащія радикалы второго 
порядка. 








д. таа арын пфиь а ВАА « Тр тренда офи одни Риби у ОЛОВА РТА ЕО И 
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561. ПримзрЪ 1. — РЕшить уравненіе 2%--У5х — 4 == 19, содержащее 
только одинъ радикаль. 


Изолируя ирраціональный членъ, имфемъ: 
уба — 4 = 19 — 25; 
возвысивъ въ квадратъ и приведя въ порядокъ члены, получимъ: 


42? — 585 -—- 148 =0 (1) 
Корни этого ур-нія могутъ удовлетворять одному изъ двухъ ур-ній: 
У —4=12—25...... (2), ИУ —4=—1241%...... (8) 


такъ какъ и то, и другое, по возвышевіи въ квадратъ, одинаково даеть ур-ніе 
(1). Замфчая, что въ ур-хъ (2) и (3) передъ радикаломъ находится знакъ -|-, 
завлючаемъ, что п вторыя части ихъ должны быть положительны; слфд. дй- 
ствительные корни ур-шя (2) должны удовлетворять неравенству 12 — 222 0, 
откуда = < 6; а үр-нія (3) неравенетву — 12 – 222 0, откуда => 6. Итакъ, 
предложенному үр-нію могутъ удовлетворять только корни, меньше 6. 

РЪшивъ ур-ше (1), находимъ: 2 = 9, Иа; 


2 нужно отбросить, а удержать 2”; искомое рёшеше: 2 — 4. 
Въ этомъ примр легко провфрить найденные результаты, хотя, иеоре- 
тически, это не необходимо. 


Подетановка 2 = 4 въ предложенное ур-ніе даеть: 
ИБ УА 4—19 — 2% 4, ши 4—4. 


37 
Подстановка 2 = 9 въ ур. (3) даетъ: у“ 5 ——4=—12 +72, 
1818, 
ИЛИ == 5 


Друюй пріемь. — Можно ръшить данное ур. иначе, введеніємъ вспомоа- 
тельназо неизвњстнало. Преобразуемъ ур. такъ, чтобы имфть въ немъ раці- 


5 
ональный членъ 5х — 4; для этого множимъ 0б® части на 5, а ШОТОМЪ ВЫ: 
читаемъ изъ нихъ по 4. Такимъ образомъ получаемъ тождественное съ даннымъ 
уравневіе: 


50—445 052 4 = 26. 
5 
Положивъ Узх—4-=у9...(4), даеть этому ур-пію видъ Е. у = 26, 


: 13 
откуда: у = 4, у’== — 7. Но буквою у обозначенъ радикаль положительный, 


поэтому отбрасываемъ у” и үдерживаемъ у == 4. Подетавляя во вепомогат. ур. 
(4) вместо у число 4, получаемъ ур. убх — 4 == 4, затьмъ 5х — 4 = 16, откуда 
2 — 4. . 

Этоть слособъ позволяеть безъ труда отличать величины =, удовлетворя- 
ющія ур-нію, оть паразитныхъ корней. 

562. Примъръ П. — Рышить ур-н!е 2-– 1 == 82 — 5. 

Возведя обЪ части въ квадрать и приведя въ порядок, сонар 

а а о ега 0) 
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Корни этого ур-нія могутъ удовлетворять одному изъ двухъ уравненй: 
данному и х— 1 = — /32 —5... (2), данному, если эти корни больше 1, и 
ур-нію х — 1 == — /32— 5, если они меньше 1. Рёшивъ ур. (1), находимъ: 
207—8, 2" ==2; оба корня >> 1, ел. оба удовлетворяютъ данному, но не удов- 
летворяютъ ур-нію (2), которое, так. обр., не имћетъ ръшеній. 

563. ПРимъръ Ш. — Решить ур-ніе 2 -|- /аї — 2% =, въ которомъ 
а и 6 — дйствительныя и положительныя количества. 

Изолируя радикалъ, иићемъ 


Май — аї=0—2.. 0... ... ; (1) 
Возвышая въ квадратъ и приводя въ порядокъ, имфемъ ур. у 
92° — 26% - (6—0) =0...... ... . (2) 
изъ котораго: 
0-Май — 09 А аР 
и... . (3) а" — 5 Е (4). 





Тоже самое ур. (2), и елд. тъже корни (3) и (4) нашлибы и для үр-нія 
Май — а —Ь фе (5) 
Слфд. дБйствительные корни ур-нія (1) отличаются тъмъ признакомъ, что 
должны удовлетворять условию 
#<6. 
Корни (3) и (4) будуть дёйствительны при условіи 5% — да? = 0; но квад- 
ратный относительно $ триномъ 5% — 24% имфеть корни: 2/2 и — а4/2; а какъ 


Ь положительно п должно заключаться между этими величинами, то необходимое 
и достаточное условіе дъйствительноети 2’ и 2” есть 

ъ= а. 
Сверхъ того, д®йетвительные корни должны быть меньше 6. 

Чтобы опредфлить, какъ $ расположено относительно корней ур-нія (2), 
изсдфдуемъ знакъ подстановки $ вмћсто х въ первую часть ур-нія (2). Резуль- 
татъ подстановки — 

0° — а. 

Если $ < а, эта разноеть < 0, и слфд. Ь заключается между корнями 2’ 
и 2”, а елд. меньший корень 2” < Б, и потому удовлетворяетъ предложенному 
ур.; другой корень 2° >> 0, и ел. удовлетворяетъ ур-нію (5). 

Если 522 а, что совмъстно съ үсловіехъ $ = 4/2, то разность $ — а° по- 
ложительна, и потому 6 заключается внЪ корней ур. (2), и какъ Б больше по- 


ь 
лусуммы корней (5), ибо 5 положительно, то 6 больше обопхъ корней; слёд. 


при 2/5 >> а оба корня удовлетворяютъ данному үр-пію. 
Нтакъ, воли измёнять 6 въ ряду 


ПОРОГИ РОИ ГУИН а + оо, 


МЕЫ——_—_—_—_—————=—— М-————————— — 


2 З 
то: 1) когда 5 содержится въ первомъ ивтервалл®, данное ур. им%етъ одно р%- 
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шенів 2”; 2) когда Ь находится въ интервала® 2, данное ур. имфетъ 2 рфше- 
нія 27 и 2"; 3) если 522 а/2, ур. не иметь дёйствительныхъ корней. 
Въ предфльныхъ случаяхъ, рёшеня даннаго ур-нія будутъ: 


При 0 а оа д аа. 
ВЕ а н А а а, 2720; 
Я ъ= 4. х! ТЕ 


564. Когда ур. содержит два квадратныхъ радикала, подъ которыми на- 
ходитея нейзвстное, нужно ихъ изолировать въ одной и той же части ур-нія, 
возвысить ур. въ квадратъ, затЪиъ изолировать единственный оставшійся ра- 
дикалъ, п возвысить ур. еще разъ въ квадратъ: въ результат получимъ ур- 
нів раціональное. Можно поступать еще такъ: изолируя одинъ изъ радикаловъ, 
возвышавмъ въ квадратъ, изолируемъ остающійся посл% этого радикалъ, и снова 
возвышаемъ үр-ніе въ квадратъ: ур-ніе обратится въ раціональное. 


Такъ, если данное ур. будетъ 


МАН УВ = 6, 
то возвысивъ въ квадратъ, найдемъ А--В-- ®/АВ = 0%, или 2/АВ = 0° — 
— А — В; возвысивъ еще разъ, получимъ 
4АВ = (0° — А — В), 
ур-нів раціональное; но оно не тождественно данному, ибо можеть быть удов- 
летворено корнями какого-либо изъ четырехъ ур-ній: 


изъ коихъ каждое приводитъ къ ур-вію 4АВ = (0% — А —- В)*; необходима, по- 
этому, провфрка рёшен на данномъ ур-ніи. 

565. Примъръ І. — Рёшить уравнен!е /40-- 2/18 + 22 -- 1. 

Возвысивъ въ квадратъ, находимъ 

40-- 2—18 4- 224-218 -- 22 +1, 

или, изолируя радикалъ и дЪзая приведеніе: 21 —х—2 (18 -|- 25; возвысивъ 
еще разъ въ квадратъ: 441 — 422 + 2° = 72 4- 82, паи 2° — 505 | 369 =0, 
откуда: 2 == 41, 2" = 9. 

Эти корни не необходимо удовлетворяютъ данному ур-нію; ови могутъ 
удовлетворять какому либо изъ ур-ній: 





М0 4 == 418 224-1... . (1) 
404 == -– /18 4- 224-1... . (2) 
— 440 4- х= 18 254-1... . (3) 
— 40 4 х=— /18 4 224-1... . (4). 


Во-первыхъ устраняемъ ур. (2), ибо, напиеавъ ето въ вид /40 + = 
4-18 + 2==1, замфчаемъ, что при положительномъ х (а таковы 2 и 2”) 
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первая часть всегда больше 1. Точно такъ же, ур. (3) не можетъ быть удовлетворено 
нивакимъ дёйствительнымъ значешемъ =, ибо первая часть его < 0, вторая же 
> 0. Такимъ образомъ, найденные корни могуть удовлетворять только ур-мъ 


(1) и (4). По ур. (1) разность /40 + = — /18 2, какъ равная -|- 1, долж- 
на быть >> 0; по (4) она д. б. < 0. Сл. необходимо, чтобы было: /40 4-2 


> /18 22, или 40-22 18 4-22, или = < 22. Олд. данному ур-нію удов- 
летворяетъ 2" = 9; 2 == 41 удовлетворяетъ ур-нію (4). Легко потвердить то и 
другое прямою подстановкою. 


566. Примъръ П. — Рёшить ур-ніе 
М4 4 += ея, еее... (1) 


въ которомъ а, 6 и с произвольныя дёйствительныя количества. 








Возвысивъ 06% части въ квадратъ, находимъ 
+242202 (0 Е) а = сх, 
или, изолируя радикалъ и упрощая: 
2 у Е (64-0) аъ = (00—50) #2 .... (2). 
Возвысивъ еще разъ въ квадратъ и приведя въ порядокъ: | 
32% -|- 2(2--5 4 с) -|- [40 — (е—а—8)] =0. . (8). 


Ръшивъ ур-не (3), находимъ: 








Корни будутъ дЪйствительны при условш 
с — (24 ее —а6=0........ (4) 


Чтобы изсяфдовать это неравенство, посмотримъ, будутъ-ли корни тринома 
въ с дФйствительны или мнимы, составивъ для этого разность (2-Б)? 
— 4(а° 4-0% — а), которая приводится къ — 3(0 — 0); елд. корни тринома 
въ с мнимы, а потому онъ всегда положителенъ, а корни ур. (3) всегда дЪй- 
етвительны. 


Изеяфдуемъ, удовлетворяютъ-ли они ур-нію (1), а для этого замфтимъ, что 
прежде всего они должны удовлетворять ур-нію (2); но всякій дЪйствительный 
корень ур вія (2) долженъ быть меньше с — а —- 0; поэтому, нужно убЪдиться, 
имфеть-ли ур. (3) корни, меныше с— а —- 0. Въ этихъ видахъ въ триномъ 
(3) подставимъ вмъсто х количество с — а — 6; результать подстановки — 


с? — (а 4-5) 4-а ОГЧ (5). 


Триномъ (5) имфетъ дйствительные корни а и б. Если с будетъ за- 
ключаться между а и 6, то триномъ (5) будеть отрицателенъ; если же 
с будеть лежать вн интервалла между а и 6, триномъ (5) будетъ 
положителенъ. Птакъ; хода с заключается между а и 6, результатъ 
подстановки количества с — о — 6 вмыфето х въ триномъ (3) отрицате- 
ленъ, а патому с — а — 6 содержится между корнями этого тривома, т. е. 
одинъ и только одинъ изъ корней ур-нія (3) будеть меньше с — а — 0, и 10- 


к: на 


тому бүдетъ удовлетворять ур-нію (3). Если с лежитъ вн интервалла между 
а и 6, триномъ (5) будеть положителенъ, елд. с — о — 6 будетъ заключаться 
ви корней ур-вія (3), т. е, или оба корня >с — — — б, или оба они 
<е— а — 0. Вакой изъ этихъ случаевъ имфетъ мисто, — это зависить отъ 
сравнительной величины с —«—6 еъ полусуммою корней ур. (3), т. е. съ 


і Ь Ь 
— + ео. Если будеть с 2—0 < = ИЛИ аа ‚ 10 
с— а — 0 будеть < обоихъ корней, т. е. когда с меньше количествъ а и 6, 


оба корня больше с — а — Б, и потому не удовлетворяютъ ур-внію (2). Если же 


2-5 4-с 
са > — еар т. е. вели с больше количествъ а и 5, оба корня 


будутъ меньше с — а — 6, и потому оба удовлетворяють ур-вію (2). 
Но если какой-либо изъ корней ур. (3) удовлетворяетъ ур-нію (2), то онъ 
служить корнемъ одного изъ ур-ній 


Уз 2 НУ а ус... 6) 
— Уз в — У = НУ. 4... (0 


ибо передъ удвовннымъ произведеніемъ радикадовъ въ ур-ніи (2) находится 
знакъ -|-; но очевидно, что никакой дъйствительный корень не можетъ удовле- 
творять ур-в1ю (7), сад. онъ удовлетворяетъ ур-нію (6). 

Итакъ, если напр. а < 6: 


— 00... а.а... 0.0... . оо 
1 2 3 


то предыдущее изелФдован!е приводить къ такимъ заключенямъ: 1) когда с на- 
ходитея въ интерваллё 1, ни одинъ изъ корней ур-нія (3) не удовлетворяетъ 
данному; 2) когда с находится въ интервал 2, данному ур. удовлетворяетъ 


меньшій корень ур-вя (3); 3) когда с находится въ интервалл 3, оба корня 
ур. (3) удовлетворяютъ данному. 


567. Что касается провърки корней, то иногда ее можно дфлать и другими 
пріемами. Пусть, напр., требуется ръшить ур-ніе 


М2 Мо – суа. 


Возвышая первый разъ въ квадратъ, найдемъ: 2 /а — х — а; ВОЗВЫ- 





8 
сивъ въ квадратъ другой разъ, получимъ: 44 — 40° о?, или 2 т% 


З 
@ = А 
откуда х = 73. Подставляя то или другое значен!е 2 въ данное ур. , оди- 
наково находимъ, по сокращени на /а: 
и в и 
1+ ЕТА 1 — Уз ей Й 
2 2 
Такъ какъ обњ части этою равенства положительны, то для провърки 
ею можемь изъ возвысить въ квадрать; нахоцимъ 1 4-1 4-1 == 1, что не- 


вфрно, саъд. ни одинъ изъ корней не удовлетворнетъ данному ур-нію. Но если 
въ немъ передъ вторымъ радикаломъ взять —, то получится 1 — 14-11, 
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что вфрно. Заключаемъ, что найденные корни принадлежать ур-нію Уа-- х 
— (а — === (ја. 
568. — Для провёрки ръшеній можно иногда съ успфхомъ примфнять 


преобразованіе сложнаго радикала въ алгебрапческую сумму простыхъ радика- 
ловъ. Пусть требуетея ръшить ур-ніе 


24у === а 
и провърить рёшеня. Изолируя радикалъ, имфемъ М2 = а — в, а возвышая 
въ квадратъ, получаемъ 


208 — (2а 4-1) 4 а? = 0. 
Корни этого ур-вія, которое общфе даннаго, д%йствительны при уеловіи 
(24 07 — 40? 5 0, или о = — 2. Полагая это услов!е выполненнымъ, нахо- 
димъ 2 дйствительныхъ корня: 


20414 М4а4-1 „__2а--1 — Уда- 1 
2 — 5 › == 2 . 








Написавъ предложенное ур ніе въ видъ / 2а — х, подетавляемъ пер- 


вый корень 2’; въ первой части получается сложный радикалъ, который разла- 
гаемъ на два простыхъ: 


М1 туза +1430? 2. 1 9а 1—3 ай. 


Когда а 0 и равно Ра, то /а— -|- о; веш же а < 0) и равно — 2, 10 
Май = — а; но легко видфть, что въ обоихъ случаяхъ 


уены: ЕЗ 1 ая 


Вторая же часть а — 2 ур-нія обращается въ 


__ 2а 1 У4а-1__ 
5 — 





1 1, 


заключаемъ, что 2’, не дълая об части ур-вія үх = а — 2 равными, не 
удовлетворяетъ тому үр-вію; но легко видфть, что этоть корень удовлетворя- 
етъ ур-Ню 2 — ұта. 


Подетановка втораго корня 2” даетъ въ первой части ур-нія АВНЕ 


аара аты 


При «> 0, это выражене приводится къ — 5 + ад 1; при о < 0) 
И! 


1 — 1 
КЪ ау 1; между тЬмъ какъ вторая часть, а — 2 , дДаетъ Ар 


пл : 

> У4а -- 1; заключаемъ, что 2” удовлетворяетъ предложенному ур-вію только 
® 

при а > 0. Итакъ: 
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1 ь 
при а < — д корни ур-нія инамы; 


1 З . 
при — — <0 < 0 ур-ніе не имфетъ рёшенйй; 





при «> 0 оно имёетъ 1 корень, равный 22-1 сас 


569. — При ршеніи ирраціональныхъ ур-ній, какъ и всегда, сафдуетъ 
пользоваться всеми средствами, ведущими къ упрощенію вычисленій; въ этомъ 
отношени съ успфхомъ примняютоя иногда и нЪъкоторые искуственные пріемы. 


1. Такъ дзя ръшенія ур-нія 


М52-——4-- 5—2 УЕ 
М2 4— 405 — шл 4—1 


примъняемъ свойство пропорцім ($ 328, И, (10)), и тотчасъ получаемъ, по со- 











у 5—4 = . 
кращеніи на == — 4х, откуда, по возвышеніи въ квадратъ и по 0ево- 
—& 
божденіи отъ знаменателя: 5х — 4 —=205 — 4, или 42° — 152 —4—0. Лег- 


л 1 
ко провфрить, что оба корня этого ур-нія: 2 = 4, "= — т удовлетворяютъ 


данному ур-нію. 

2. Ршить ур-віе 22 — 72 -- ү/2* — 12-18 24. 

Примфняя пріемъ, указанный въ $ 561, прибавляемъ къ обфимъ частямъ 
ур: нія по 18, и въ ур-нін 

21 — 12-4 18/2 — 124-1849 
полагаемъ 4/22 — 72 -|- 18 =; рёшивъ ур-ніе въ у 
у у — 420, 

находимъ корни: у == 6, у’— — 7. Отбрасывая второй, ибо въ данномъ ур-ніи 


передъ радикаломъ стоить знакъ -|-, получаемъ ур-ніе: үх* — 72 -- 18 = 6, 
откуда 2? — 7х — 18 = 0. Легко видфть. что корни этого ур -вія: 2'==9, х= 
— 2 удовлетворяютъ данному ур-нію. 


3. Пусть еще требуется ръшить ур-ніе 
(24 2): 20204-2) — 32—46 2; 
это ур. легко привести къ виду: 2% 4 22/2 -- 22 -- /х = 42, или 
(2 4- (2 (а) 42...00... (а) 


Положивъ = - /х=у, получаемъ ур-ше у? У-у — 42 = 0, имфющее корни 
у—=6, у" = — 1. Затнъ рЪшавмъ ур вія х2 - ү = 6, вли 2*—132--36=0, 
в 2-4 у = — 7, или 2° -- 132 -|- 49 0. Первое пи%етъ кории 9 и 4; вто- 
— 135-33. 


ров а 


Пов%рка покажетъ, что изъ нихъ ур-нію (а) удовлетво- 


13-313 . + 
раютъ только 4 и — + у . 
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Примњчамѓе. Для повфрки корня ЕЕ преобразовываемъ 


о а .$ ПО Формул$ $ 440,6, въ СЕ 





тв 8/87 88.2 
а слёдовательно / =н 28 “ въ зуЗ 5- я подетавляемъ въ (а). 


570. Приводимъ, въ заключенів, прамфры на ирраціональныя ур-нія, с0- 
держащія радикалы выше втораго порядка. 


1. Решить ур. 2-24 үс —– == (да. 
Возввышаемъ 0б части въ кубъ, примфняя Формулу (и-[ 0): ==и° -- 0° -|- 
Зи (и -- 5); получаемъ: 


а 24-а — 2 Зуй — а/а | 2-а =) = а. 


Приводя и замфчая, что выражеше въ скобкахъ, въ силу даннаго ур., рав- 
но \/2а, находимъ ур. 








3а? — 2%. 420—0, или а? — 2% 0), откуда а? — 2—0, 
елд. 2==4 а. 
Оба корня удовлетворяютъ предхоженному ур-вію. 
1 1 


ТЕЕ ТО 
2. Решить ур-не =. о) = 0259) 





61—85 


{= 


Сокративъ дробь второй части на 1-|-@; положивъ, затъмъ, 





ааа = 
и селд. \/ ре получаемъ ур-ніе 

1а 1—а 1-0 3 м. ща 
те: ть или М1 0° — 2 чер у+4- 1 == 0, 


откуда 
ТЕТ 
с у а ° 








Такимъ образомъ получаемъ ВЪ 2; \ ве ИЛИ 1 
р у УР. "М1 1 — а’ 142 
РЕ 
Гатар", откуда 2 == — а. 


Корень этотъ удовлетворяет предложенному ур вію. 
3. Рышить ур-ше 


р 2 
и т) = 972° - 199, 
Уа. \ з 3 


я 
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Выполнивъ умножен!е въ первой частая, освободивъ ур. отъ знаменателя и 
приведя въ порядокъ, находимъ: 


8 4 
2* 975° 4 1296 — 0. 
24; Е: ч 
Это ур. — квадратное относительно 2 ° — даетъ: = ° 81, 2° 16, 


откуда: 
о). твк (оу 
Ръшивъ оба двучленныя ур-нія четвертой степени, находимъ 8 корней: 
ВО О. ЕВ. 68. 














571. Задачи. 
РЕшить ур-нія: 
9 9 16 ОРЕ Е 21 
ЕЕ ИИ и Ва Ба | 
3. Уз 3+ Е 8=5ух. 4. М1 7—7 = УЗ 4. 
5. (2 8-- /3& —8=10. 6. /3а — 8 4 /55 —19= (32 4-4. 
т. у24-17- 024 2.9, 8. аа ута 8—2. 
502—1 562—1 
Г р =1+——. 10. ЕЕ ++ 3 022417 ү ғ. 





11, УЗ — 15а — 82 4-4 — үа? — 5—2 80—92 — 1 
Маз 1529 82-а 59—552 1 





























а. МӘ. 13. ва ЗЕ м, 

14. У 5- 0224 8—7. 15. у/98 22= 01+ 2-1. 

16. /224-74- 0/52 — 9—3 (а. 17. /7а 18 — /за—19= 52—91. 
18. у/72-1—/324-1—/90—6. 19. 3/24 15 == 7/25 —- бүж — 17. 
20. 208—15—4[/2%4|-192—20—62]. 21. 22 — /229 — 85 - 12=42--6. 
даз = =. в. уа 1а: 


24. 329 — 307—4 ре — 4: + 4-34). 
25. 62%-152—49==ү02а8- 52-7. 296. 60 —4 урав = -- #6. 














27. 202—94—3 /48—92--164-92. 28. 55 — 72% -|- 8/72 — 52 4—8. 
нао 3 4 
м № т А пребита 2 
х Уа 620—3 аМарате ва УЕ М2—1 9 
| 3 > Ма 24-6 ае ТЕСР Е 2` 





33. УЕ — 9) (к 3) — 4) = ү. 


© 
р 


35. 


36. 


37. 
39. 
41. 


48. 


45. 
ат. 
48. 
49. 
50. 
51. 
52. 


58. 


54. 


56. 
58. 
60. 


6 


— 


62. 


64. 


6 


с 
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ЕВ 2-45 1. 
= 4 232—939 
8/=-- 21 4/2 74. 


В 74 Е 
у м д ВУ 1 











5/=—8 505 427 
23—96 94/22 — 4. 38. 213—2 ү 215500. 
Ма 17 — Ча 4-17 6. 40. үа 2 (а — а). 


2— (245) = 20(0 — ). 42. в а=(е--а/ 2-е – 4). 














М Ба 1 уара. 44. Уз а Јас ааа, 
Мааа а. 46. ау 2. 
зај Вр. 





__@ а КИТУ? 
2400—00 аут арьс 
уара уара 
М ъ--02—ъ Ув. 
Ма—=4 2—5 ив 
Уа—в—У—ь Ҹа 
Уза— 45 -- 5: үка та 
Ма 46 52—52 а о Ее. 

МЕ 354-24-90 11—75 | За 6—2 
Уз в— а -16— 12 \2@а-43%—2 
М(а — =) 4- (а — 2) 0—2) ү — 2) т 









































Ма =) ((а— а) 0а) ҺУФ а) 3 
а — 4 $ —х __ [5% 1а а 
Ад==Ь- у= га из = а 
Мб — а | 45 — 30 0. 57. 2-22 — а За. 
2% — М2 — а — 4а. 59. \/2— Заз рой /аа-Заз-ай=а(/29-/10). 





Уа +- 2 — ах БУП — =) ах =. 


. (а4-5)уа? 4-2 - 29 — (а — Бум 02 — 28 а? 4-02. 











Ма = ЕН Ма — 8 2—2. 
а с СА Е 
а— /2а5 — 2 _ я ЕА а+ 24-а с, 
а Уаз — 2 @—& `а-4- 2 — үа— ай 8 
. 24-904 за? 4-0) 1-2 4- 1046 =0. 
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67. М а) — 0) (2 — о) а 6 — о) = (а с) (6 — о). 

68. (уа? — 428 4-а 4- 22). 50 (а 4- 2 — үа — 42а. 

69. 2-4 т/а = 350. -70. 472—2 — 16—29. 

71. Уа 40 я=и(®- 1). 72. Уа = — 5 — #=ЗЧа— в. 

73. Мау 2-а Уз =. 14. Ура аа-аа) ја? 


1 —1 
— (т? — а%)% . п 


2-4 Сор 5 


бт 

















76. 35". 3/2" ез т. = 16. 


=” 


77. 21 8 — 69802 ° 5/21 — 1843641. 
78. У 9 — 2—7 — 2. 79. 426—2 -- /#—10=2. 
80 УЕ заз ув. 

' х с 





81. 24] дв Че т в). {Уз Уз }=0. 
82. /=Ра-- у а= 2. 83. а-я — аж =". 


ГЛАВА ХХХ УТ. 


Системы үравненій второй степени и высшихъ степеней, 
приводимыя къ квадратным». 


Системы уравненій, изъ которыхъ одно второй, остальныя-—-первой степени. —-Систе- 

мы двухъ уравненій второй стенени.— Системы уравневій второй степени боле чЪмъ 

съ двумя неизвестными. Системы уравненій высшихъ степеней, приводимыя къ квад- 
ратным. 


572. Уравненів второй степени съ двумя неизвестными х и у есть цълое 
раціональное ур-віе, содержащее члены: съ квадратами обоихъ неизвёстныхъ, 
еъ ихъ произведенемъ, съ первыми степенями неизвЪстныхъ, и члены, нева- 
висящів отъ неизвфетныхъ; елд. это есть ур-ніе вида 


Аа 4- Вау -- Су? 4- Вз- Еу + Е = 0. 


Подобно этому, общий видъ ур-нія второй степени еъ тремя неизвестными 
есть 


Аа? - Ву? -- 021 4 Огу- Еке -|- Еуг | ба -Р Ну Ке 1—0 
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Системою уравненёй второй степени съ двумя или нћеколькими неизвћ- 
стными называютъ такую систему, въ которой по крайней мър% одно ур-ніев— 
второй степени, а остальныя— первой или второй степени. 


Г. Системы ур-ній, изъ которыхъ одно — второй степени. 


573. Система ур-вій съ двумя неизветными, изъ которыхъ одно— второй, 
а другое—первой степени, имћетъ видъ: 





Г А -| Вау 4- бу?-- Ох ВУРЕ=0...... ‚ ‹ (1) 
РАЗ ЕВ = 0. еее. (2). 
Выражая изъ (2) у въ зависимости отъ х, имфемъ 
ММ, 
М 


Внося это значене въ ур. (1), получимъ: 


Пе вете № р 00а М? р Па) Е 0. 





Выполняя д®йствія, располагая чяены по степенямъ х и полагая дая 
краткости 


Р = АМ* — ВЕМ -- 01°, 9 = — ВМХ -- 201% -- 07° — ЕМ, 
В — 0° — ЕММ -- ЕМ, 
замЪняемъ данную систему ей тождественною: 


Раз 0, у 1, 





Первое ур-нів дастъ для х два значенія: 2’ и 2”; внося ихъ поочередно во 
второе ур., найдемъ соотв%тствующія значенія для у: у и у”. Итакъ, данная 
система ур-н1й имћетъ двЪ системы рЪшеній: 


Фи, уу ВЕ уу", 


Эти ръшенія будуть мнимы, если 02 — 4РК < (0); предетавять дв дёФЙ- 
ствительвыя системы при 0° — 4РК > 0; и сливаютоя въ одну систему рћ- 
шеній при (3 — 4РК,:— 0. 


Примъръ, — РЪшить систему 


Ба? — 8ху |- у — 72 -|- 5у -|- 4 0, 
65 — у —– 4 0). 


Изъ втораго ур-вія имфемъ: у= 6х — 4; подставляя это значеніе у въ 
первое ур., находимф: 72° — 720), откуда: х=0, 2" = 1. При я=0 
имфемъ у’ == — 4; при 2” — 1 получаемъ 0" = 2. Итакъ ваходииъ двъ системы 
рёшеній: 

0—0, у= 0701, у =9. 


574. Иуеть дана система ® ур-ній съ п неизвфетными, и пуеть одно изъ 
этихъ ур-ній — второй степени, а остальныя — первой. При помощи п — 1 
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ур-н первой степени можно я — 1 неизвъстныхъ выразить черезъ я-06; та- 
кимъ образомъ получится ®— 1 новыхъ ур-ній 1-й степдни вида 

у—ах 6 

а=а2-Н и 

иа: Ы’ 


Внося већ эти значенія въ ур-віє второй степени, получимъ квадратное 
ур. съ непзвћстнымъ 2; изъ него найдемъ для 2 два значенія: д’ и 2”. Важ- 
дому изъ этихъ значеній соотвътствуетъ своя система значеній нензвъетныхъ 
у, 2, и,... Данвыя ур-вія пмютъ двъ системы значеній, 


Примъръ. РЬшить систему 
2° 4 82% 2уг — 10у — 25 4- бу — 25 == 0, 
5%-- 22у 4- Те = 4, 
212 — Чу 2231. 
Выражая изъ двухъ послднихъ үр-ній у и г черезъ х, имћемъ: 
у==22— 3, г==— 12-4 10; 
внося въ первое ур-ніе, находимъ квадратное ур. въ =: 
а® — 324-2 ==0, 
откуда: 27 == 1, 2 == 2. Олд. рфшенія иредложенной системы будуть: 
Е, 1, ае Зиа, у ЕБ 1, Е —— 4. 
575. Разсмотримъ ръшеніе нъкоторыхъ замфчательныхь системъ, прилагая 
особые искусственные прівмы, болфе изящные, нежели указанный общий пріемъ. 
І. Рышить систему 
д--у—=а 
ху == }- 
Такъ какъ здфеь дается сумма и произведеніе неизвћетныхь, то послЪднія 


опредвлатся какъ корни квадратнаго ур-нія, имфющаго коэфоиціентомъ при 
первой степени неизвъстнаго количество — а, а извъстнымъ членомъ 0“: 


2° — аг | 0% 0, 
откуда 


2 + Ма— 402 ть — Ма— 408. 





2 аг 2 
Одно значеніе 2 принимаемъ за х, другое за у; такимъ образомъ получаемъ 
дв системы ръшеній: 


а" 40 (ое Уа — 4% 











р ы БЕ 2 
ауа а ауа 45 
Е (У ЕЕ 


Что такъ должно быть, понятно а ргіогі, ибо х и у въ данныя уравненя 
входятъ одинаковымъ образомъ. 
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Другой ПРТЕМЪ. Возвысивъ первое уравнене въ квадратъ, имфемъ: 
22 -|- 2ху-|- у? == а*, помноживъ второе ур. на 4 и вычтя изъ предыдущаго, 
находимъ: 2° — 25у -|- у? = а? — 40%, или (= — 9)* = а* — 46; откуда: 
д—у—== үа? — 46%. Такимъ образомъ, предложенная система можеть быть 
замфнена двумя ей тождественными: 
2+ у= а г | 24-9 а 
1 — у == Ма? — 463 \ = у= — уа? — 4ай. 
Рьшая ту и другую, найдемъ прежнія двъ системы ръшеній. 
П. Ршить систему 
д—у—а 
ху — 5, 
Легко эту систему привести къ предыдущей: стоить только положить 
у= — у. Такимъ образомъ получимъ ур-нія 
ву =а, зу = — 0, 
изъ которыхъ видно, что хи у суть корни ур-нія 
2 — аг — 9—0, 
слъд.: вторая система имћетъ ръшенія: 


( в — а НУ + 4 ‚—9—У а | 48 
. Е 2 7 2 


аля ^^ , аура 
ие уе 





2 
Подставляя сюда у выфето — у’, найдемъ рёшен!я предложенной системы: 
[ 29У 4 в%-У%® + 4% 
еа рие 06 
— 24-а -- 45% _—=а уа + 4% 
Е у= 5 , 


Другой пріЕМъ. Возводя первое изъ данныхъ үр-ній въ квадратъ, 
умножая второе на 4, и складывая, получаемъ 


(«| у) = а | 453, откуда 24у = ү/а? -|- 49. 
Такимъ образомъ предложенная система замфняется двумя: 
\ 2 — у==а Ј 2 — уса 
ег" = 
зру уй 48 Деу у, 
изъ которыхъ и находимъ прежнія двъ системы рёшенй. 
Ш. РЪшить систему 
а? + у? — 2? 
= у ==. 
Возвысивъ въ квадратъ 06% чачти втораго ур-нія, ямфемъ 2*-|- 22у -|- у: 0%; 
вычитая изъ этого ур-нія почленно первое, имђћемъ: 22у 0° — а?, откуда 
68 _— а? 
Е: 
10 


. З . 08 — аќ б 
Такимъ образомъ извћетны: сумма $ и произведеніе Е неизвёетныхь 


х и у; елъд. 2 и у суть корни ур-нія 


а 00-0. 





Итакъ, имћемъ двъ системы ръшеній: 


оу (уза 





Г 


2 | Ё 2 
И ль. 
Ъ — 2 — в Ь 248 — 8 
| у | УР, 


ГҮ. Решить систему 


22 -- у? — а? 
х — у ==. 
Решене этой системы приводится къ предыдущей; ибо, положивъ у = — у’, 


получаемъ систему 
у, = а, у =, 
откуда прямо можемъ написать 06% системы рёшенйй: 


РЕС А ЕРТЕ а Саи 
2 } 2 
64у 2а? — 52 } — 6 — у 94% — 0% 
аи а. Ц п а 
У. Ршать систему. 
2 — у? а? 
= у =. 
Иеключивъ у, найдемъ ур-н!е 26х — == о° — первой степени; изъ него 
034-3 02 а 





5 ^› ия слБдовательно == —5р— * 


Можно рёшить эту систему еще такъ: замфчая, что 2* — у (2 -- )(= — 0), 
мы, раздфливъ первое ур. на второе, найдемъ ур. 


аё 
тб 


комбинируя это ур-ніе съ ур-мъ =: -|- у = 0, найдемъ хи у. 
Подобвымъ же образомъ ръшаетея система 
2 — уа 
ш — 0 ==. 
П. Система двухъ уравненій второй степени съ двумя неизввстными. 


576. Вообще, система двухъ ур-нъй второй степени сз двумя неизвъ- 
стными приводить къ полному ур-нію четвертой степени. 


Пуеть данная система будетъ: 
аз? | флу + су ав -НеиН!=0..... г) 
022-0044 00У ае Р 0 8..0... . (2) 
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Исключимъ сначала у, умноживъ ур. 1) на с’, (2) на си вычтя почлен- 
но одно ур. изъ другаго; найдемъ ур-н!е 

(ас! — са)а* -- (Бс — с )ау -- (0с — с) -- (ес — веду 4-Р — в = 0, 
или, обозначивъ каждый изъ коэооиціентовъ одною буквою: 


іх тхи  пх-- ру--9==0.......... (3) 
Это ур-віе, въ сочеташи съ однимъ изъ данныхъ, напр. съ (1), составить но- 
вую систему, тождественную съ данною. Изъ ур. (3; находимъ 
—__ @-из-Н Я. 
5 тх=-4- р 
подотавивъ это значене у въ ур. (1), получимъ 
ох Рива) | (122 -- па У 9) е(1а2 | пе У а) 
М `5 га Д ЕИ Е ЖИ ры 
ый та --р Е (тж -- р)? р т 4-р ааа 
Освободивъ это ур. отъ дробей, выполнивъ већ вычисленія и приведя въ 
порядокъ, получимъ, вообще, холное ур. четвертой степени: 
Ад Вай Са 4 ОЕ -НЕ=0......... (4) 


которое, въ соединеніп съ (3), составляетъ систему, тождественную данной. 
Полное ур. четвертой степени (4) въ общемъ видћъ не можетъ быть ршено спо- 
собами элементарной алгебры; мы можемъ ръшать ур-ніе 4-й ст. только въ 
нфкоторыхъ частныхъ случаяхъ, когда напр. оно биквадратное, или возвратное, 
или степень его понижаетея до второй; въ такахъ случаяхъ безъ труда найдемъ 
четыре значен!я для х: подетавивъ каждое изъ нихъ въ ур. (3), получимъ че- 
тыре соотвтствующія значенія для у. 


Такимъ образомъ, данная система принимаетъ, вообще, четыре рёшеня. 
ПлримзРрЪъ. — РЪшить систему 
а | дку — 84-- 65--18у—1=0...... (1) 
20° — ау — 100° — 3=-4- 9у4-7=0. . ... . (2) 
Исключивъ у, получимъ ур-ніе 


2% — 10ху + 6х — 18у 4+ 21=0........ (3), 





изъ котораго 
0) 
БОХ 
Подетавивъ найденное для у выраженіе (3) въ ур. (1), находимъ 
ООО а н наа и (4) 
ур-ніе, составляющее съ (3) систему, тождественную предложенной. 
Но ур. (4) — биквадратное; рёшивъ его, получимъ для х четыре значевія 
а=], т аа, ШИ 3. 
Вычисливъ, по формул (3’), соотвътетвующія значеня у, найдемъ 
1—1, 1—9, 101-1, 011. 
10- 
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Итакъ, данная система имфетъ четыре рёшен!я: 


ри =1 д — —1 9—3 ина 
\и — 1 а= ә 19° —= 1 е ——1. 


577. Вогда одно изъ ур-ній разлагается на два ращональныхь множителя 
первой степени, то ръшевніе всегда можно привести къ квадратным ур-мъ. 


Въ самомъ длЪ, выразивъ изъ ур-нія (1) $ 576 у по х, имфемъ: 


__ — (Ф | е) = Уфа + е)? — 4е(алз -- ах -- Г) Я 
== 2с 





У 
Расположивъ подрадикальное выраженіе по степенямъ х, получимъ 
(52 — 4ас)а2* -|- 2(6е — 20) Не — 4%}; 
оно будетъ точнымъ квадратомъ при услови 
(ве — 2са)* == (653 — 4ас)(е* — 4); 
какъ скоро это условіе сущеетвуетъ, значенія у будутъ раціональны: 
К 2 —е = (Фе ®) 


Е 2с 





тд Рх -- 0 есть / изъ подрадикальнаго выраженія; имфемъ 
2 — 020 —е (2024-6 е. 
у= 9с 6 у 9с з 
слФд. ур. (1) можно представить въ видъ с(у— у)(у — у) 0; слъд. это ур. 
будетъ удовлетворено, во-первыхъ, значеніями = и у, удовлетворяющими ур-нію 


== Еа 8 гае т 
Че. (3), 


а во-вторыхъ, такими зназеніями, которыя, обращая въ ноль у — у”, удовде- 
творяютъ ур-нію 
Р--5)х е 
у= — Е-е-е, РУ ОЬ 
такъ что вопросъ сводитея къ рёшенію двухъ системъ: (2), (3) и (2), (4); 
каждая изъ нихъ составлена изъ ур-вя 1-й ст. и ур-нія 2-й ст., а потому 
приведетъ къ ур нію 2-й ст. въ =, для котораго и получится 4 значенія; под- 
ставаяя ихъ въ ур-нія (3) и (4), найдемъ соотвфтотвующ!я значенія у. 
ПримзрЪ. — Рашить систему 
22% — Бау -|- ЗУ -- 3% — у — 5 = 0, 
241 29— У 2 у 6==0. 
Изъ перваго имъемъ 
52-91 /— 165-64 _ 52-2 (2—8) 
Е на н нар) 
6 6 
откуда 


исз. ИБ 
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Подставляя вифсто у его величину х — 1 во второе данное ур-ніе, полу- 





чаемъ: 22-х—6—0, откуда 27 == 2, 2 = — 3; а соотвътетвующія значевія 
уу 1, у= — 4. 
22 4-5 са 

Для у = - имфемъ ур-віе 2 —25—94—0, изъ котораго 21 = 3,015 
и 217 == — 2,834; а соотв. значешя у: УШ —3,677 и 01У = — 0,224. Итакъ 
данная система имфеть рЪшенія: 

[7 =, и —=— 3, дит — 3,015 а == — 2,834 

и = 1 у = —4 т — 3,677 1 д == — 0,224. 


578. Богда одно изъ ур-Й однородно по отношенію въ хи у, можно 
пользоватьея слёдующимъ пріемомъ. Пусть, напр., ур. (1) $ 576 однородно, 


т. е. приводится въ 
от? | Баху -|- су 0, 
то, раздфливъ већ его члены на у*, дадимъ ему видъ: 


а \* & 
а= Ь. — 1 е—0. 
(=). =+ 
2 с, . 2 
Решая это квадратное относительно г ур-ніе, найдемъ для отношенія 7 
.. № 2 , 
два значені1я: р Ета. откуда 


дену, ===ту. 

Комбинируя каждое изъ этихъ ур-ній со (2), получимъ дв системы, изъ 
коихъ каждая состоить изъ одного ур-нія 1-й ст. и одного 2-й степени. 

Примъръ. — Решить систему 

32° | 13жу — 102—0... .... (1) 
2а* | Зву —у%-- = -- 5у—34=0....... (2). 

Ур. (1) даетъ: 2== 5-4 и х==-- 5у. Вомбинируя первое изъ этихъ 

ур-вій со (2), находимъ два рЪшенія 
29, 0—3 и 205—4, у= — 6. 

Ршая систему, образуемую ур-мъ (2) съ х=— 5у, находимъ еще два 

ръшенія 
201—5, уШ-—-—1 и =, 17-1. 

Не останавливаясь далће на этихъ частностяхъ, не имћющихъ, къ тому- 
же, большихъ приложен! въ начальной алгебръ, перейдемъ къ рёшеню нћко- 
торыхъ ѕамфчательныхъ простыхъ системъ, часто встрЪчающихся въ прило- 
женіяхъ. 

579. Решить систему 

а | уа, у=. 

Умноживъ второе на 2 и сложивъ сь первымъ, а потомъ вычтя изъ пер- 

ваго, находимъ 


2% 22у 4- у ==а -|- 2, вай (2 у)=4а--8...... (1) 
и 22 — 20у -|- у= а — 2, или (х — 9)*—=а— Ф... о, . (2). 
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Изъ ур-ній (1) и (2) находимъ 
у== ув, дну уаъ- 2р: 
Отсюда, складывая, а потомъ вычитая, имћемъ 
а= 5 [0900 Ја], у [уар уа]. 


Комбинируя знаки всевозможными способами, получимъ четыре значенія 
для х и столько же для у; чтобы изъ нихъ составить системы ръшеній, удов- 
летворяющихъ даннымъ ур-мъ, достаточно замфтить, что произведене 2 на у, 
въ силу втораго ур-нія, должно давать б. Легко убфдиться, что это требовавіе 
будетъ выполнено, если въ Формулахъ х и у передъ первымъ радикаломъ возь- 


мемъ одинаковые знаки, а передъ вторымъ противоположные. Такимъ образомъ 
получимъ 4 системы рБшеній: 


| г = а 6 --Ув—3] и 2" 
= 5 [Уа-- № — уа 25) | и" МЕ Га – 3] 

|а 1-а 4-04 20] ты Уа-+%—/“—3] 
а =5[- У“ %-— [а — 5] | “= [--Уа-Е 4 0а – 2] 


Другой спосоБъ. Возвышая въ квадрат второе данное ур. , замъняемъ 
данную систему болЪе общею 
ИИ ОЕ о а о В) 
Зная сумму а и произведене 65° количествъ 2? и у*, найдемъ ихъ какъ 
корни квадратнаго ур-нія 


С 


= 1/4422 0а – | 





| 


УТ 





о 


2* -— аг-г 5* 0: 


#2 _. в 9 
= 49 ы, ум 


Извлекая квадратные корни, получимъ: 


л а= ! ее 
Еее у —%, 3 ну А 
откуда легко составить прежнія комбинаціи соотвфтетвующихъ значевій х и у. 
Легко ихъ привести къ прежнему виду. Возьмемъ напр. Формулу х в приложимт 
къ ней преобразоване сложнаго радикала 


А ве ЕВ таза 


2 








имя 
2 
Ао, В, АВ =, 
Найденъ 


=\/* и == ео з}. 


Такимъ же образомъ преобразуемъ и у. 
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580. Рашить систему 
2% 4- 22у |? — ах — ау== 0, а? — лу у? — 0 -- 5у =0. 
Эту систему можно написать въ видё: 
(240) — (245) 0, (2—0) а 8) 0, 
или: (#-Ру)(#-у—а)=0, (2—9) 9 — 0) = 0. 
Ршеніе данной системы распадается на четыре другія: 
оша [24 9==0, ја – у= 0, 2+9 — а= 0, 
0 —у—0, (2—9 — 6—0, \Ру—@в=0, \а—у – 5 =0, 
изъ которыхъ получаемъ: 








т__ п 0 ш @ у 04-0 

Я =0 2 = = "=. 2 5 

"0 Пав А ш_@ \_@— 0, 
|= 7 вер У — 3 


Ш. Системы уравненй второй степени болфе нежели съ двумя неизвестными, 
581. Примъръ [. Рёшить систему 
ау е) а, уе-ну-- а) =, (2 уә) =. 
Складывая и вынося за скобки г --у |- 2, получаемъ 
(ву 2-е», откуда 24-04-22 уа 8 
Замъняя въ каждомъ изъ данныхъ ур-ній 2 4-у-|- 2 его величиною, полу- 
чимъ дв® системы ръшеній, взявъ передъ Ы сперва --, потомъ — : 
МЕС ав 28 
| Ма? 1-2 - с Б уаз и- В а са 
ке р? ) — р 
| == РА р \ 5 Ма? ре 


— 62 
| Ера а иа 
582. Примъръ 1. — РЪшить систему 
я -уа=е (1) у ае=е (2) 2 ху=а. .(3) 
Вычитая (2) изъ (1), находимъ 
(#—9)(# Ру) — (0 —у)=0, вши (#— у)(# +9 – 2) =0. 
Данная система распадается на двЪ: 














а — 


ярые ` 


а —у—0 (а; ху —2=0 (8) 
04-22 == с {2} и у-- хе—=с (2) 
2% куса (3) 2 ту=а. (3) 


Рьшимъ, напр., вторую. Приравнивая значенія 2 изъ (В) и {2), получаемъ 
4% 
24-у= А ‚ или 2% |у ус, или (2 4-0) — дус, 


иди, такъ кавъ изъ (В) имемъ = 4- у = 2, то 


2% — ху є. 
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Это ур. вм®ств съ (3) даетъ: 


=", откуда ==“ - 


Такимъ образозомъ 2 найдено; для опредфлешя = и у замфчаемъ, что из- 


а — © 
2 








‚и = 





а с А 
вфетны; сумма = + у, равная 2, т. е. 0/2 , и произведеніе ху, равное 

















2—0. (1. гину опредлятея какъ корни ур-нія 
г 4°, х4. 2 — с 220); 
откуда: 
ра = Е ЕЕ с ас 209+ с Мбс— 3а, 
з. = и 2/2 


Каждое значеніе 2 дастъ намъ дв системы значеній х и у, ибо = безраз- 
лично м. б. взято равнымъ Х’ или Х”, и слъд. у равнымъ Х” или Х’. Итакъ, 
получимъ 4 системы рЪшеній: 

а с 
= 4% 


2° [ 
| 
ии \ в 
| 
| 





Е 


Уа Е суе — За Масу За 


(= 
| 2/2 В 2/2 
| И 22 


И 


22 

















ас | ас 
а аз К 
„——Уа М5: 8а Уа су 5е — 4а 
2/2 \ 23 
|а сеу ве 78а Гоа Ро 
а РИ Е 2/5 


ІҮ. Системы уравненій высшихъ степеней, приводимыя къ квадратнымъ. 


583. Примъръ І. — Рёшить систему 


24517... (1) 2% -|- уз —1343...... (2) 
Возвысивъ ур. (1) въ кубъ. находимъ 
а у? 32у (# + у) =4913......... (3) 


Это ур-ніе общёе ур-нія (1); именно, мы знаемъ, что если обозначить одинъ 
изъ мнимыхъ кубичныхъ корней изъ 1 буквою х, то ур-ню (3) удовлетворяютъ 
значеня 2 и у, повъряющія каждое изъ ур-ній: (24-7) = 17а, #-- ус 170°, 
ху = 17а°. Но если мы замънимъ въ немъ х-- у числомъ 17, то этамъ мы 
выразимъ, что корни его удовлетворяютъ ур-нію (1), и слъд. паразитные корни 
будуть устранены. Итакъ, замфнивъ въ ур-ніи (3) = -|- у числомъ 17, подстав- 
ляемъ вм%сто него ур-Ше 2° -у°-|- 512у — 4913, или, въ силу ур-нія (2); 


5129 = 4918 — 1343, или ху = 70. 
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Зная сумму и произведеніе х и у, найдемь эти количества, какъ корни 

нвадратнаго ур-нія 
и? — 17и 4 710—0, 

откуда: 2—1, у'==10; или 2" ==10, у’=1. 

Кром того, данная система имфетъ третью систему ръшеній, образуемую 
безконечными и противоположными по знаку величинами = и ӯ. 

Другой спосоъ. — Можно бы было употребить еще слъдующій методъ. 
Ур-ніе (2) можно представить въ вид; 

(2-9) (2? — зу у?) = 1343, или, замфнивъ 2--у числомъ 17: 

28 -— ту -|- = 19. 
Прибавивъ къ обфимъ частямъ по Зху, получимъ: 
(2-4-9) 19 4|- 32у, или 289 = 79 -|- 32у, или ху== 10. 
Дале вычисленіе оканчивается какъ выше указано. 
584. Примъръ П. — РЪшить систему 
х-у=а. . . (1) а5-4- 9365,0... 0... (2) 

Возвысивъ въ пятую степень 06$ части ур-нія (1) и сгруппировавъ извћъст- 

нымъ образомъ члены, получим: 
га уз шуба? 02) 4- 10072 0) а, 

ин ау’ 51004-9) — Зе Ру 10-е =а". . . (3) 

Это ур. не тождественно (1): если обозначинъ буквою о. одинъ изъ мни- 
мыхъ корней 5-го порядка изъ 1, то ур-нію (3) удовлетворяютъ корни каждаго 
изъ уравненій: 

2+ у==аа, 2-4|-ус=ао?, 2-|-усао?, г у=а“, в - у= ао. 

Но если мы занфнимъ въ немъ 2 -- у воличествомъ а, то этимъ самынъ 


исключимъ изъ него р%шенія четырехъ паразитныхъ уравненій, и останется 
уравнен!е 


25-4 у 529(а° — Заху) -- 10423? = а. ....., (4) 
которое со (2) образуетъ систему, тождественную данной. 
Ур. (4) можно представить въ видЪ 


Ба(ту)* — 5а?(ху) 4- а — 5—0. 
Будучи квадратнымъ относительно ху, оно дасть два значевія дая ху; 
каждое изъ нихъ комбинируемъ съ ур-иъ = -|- у= а. Такимъ образомъ полу- 


чимъ четыре системы рёшенШ; пятую систему составятъ зпаченія х и у без. 
конечныя по величин% и противоположныя по знаку. 


585. Примъръ Ш. — Решить систему 
д-у-2=а..( аулай. . (2) пуле. . (8). 
Возвысивъ 06% части ур-нія (1) въ квадратъ, нолучаенъ 
ау 29 ау а а) = аз, 
или, по причин ур-нія (2): 
ту г --уг=0. ..(4) откуда у= — (2-5). . . (5). 
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Возвысивъ ур. (1) въ кубъ, получим: 
2 - (у) Зав 0 у а) = 
или, принимая во вниманіе ур-нія (1) и (3): 
324 (2 -|- у, + Зага - у) =0, 
а, въ силу соотношеня (4) 
ху(х-- у) — аху=0, или лужу — а) =0.. . . (5). 

Это ур-нів требуетъ, чтобы было: или лху= 0, или х--у=а. Если 
ху=0, то должно быть: или 2 (), или у=0. При х==0, ур-ніе (4) дастъ уё=0. 
Олд. необходимо еще, чтобы было: или у= (), или 2=0, причемъ при у = 0 
будетъ 2=а, а при 2 0 имфемь у в. Итакъ имфемъ систему 


= 0 у 0) ви, 
а= 0), а. 0: 
Если г-у = а, тогда 2 0; п по причин% (4) нужно еще 2 == а и у = 0); 
или 2-0) и у—а. Отсюда третья система ршенай: 
ИИ. 0.80: 
Иначе, необходимо и достаточно, чтобы два изъ нензвфетныхь были нули, 
а третье а. 


586. Примвръ ІҮ. — Ршить систему 
хис=у2, фуфре-ри=а, 
аира, ау =е. 
Примемъ за вспомогательныя неизвстныя: произведенія хи == 32:=0, и 
суммы х--и==# и у 20. Такимъ образъмъ прямо получимъ: 
Е 0=а. . . . (1) 4-0% — 4060. . . (2) 
Ни даа о) +4110... . (8) 
Выразивъ 4 изъ ур-ня (2) и подетавивъ въ (3), имфемъ 
Чиа) ем (В — 6) 2— 4с", 
ИЛИ — 8191 4 4090 1-0) 4 (В — 68) = 4%. 
Подетавивъ сюда выЪето # -|- 0° его величину а? — 2%, выведенную изъ 
(1), и обозначивъ 2? буквою $, для опредфленя 5 имфемъ үр-ніе 


45% 4(а° | 0°)8 | 40 — (0 -- 0%) = 0). 
Найдя корни 5’и $” этого ур., найдемъ о и # изъ ур-ній 
х —аХ У 0, Хе —аХ 4-5" = 0. 
Первое дастъ для о и # систему ©’, #; старое застою 0", 1"; изъ ур-нія 
(2) найдемъ соотвЪтетвующія вначенія для 0: 9 в 0”. ч найден ДВ 
системы значеній дан хи и изъ үр-ній 
Х%—#Х =0, ХХ = 0, 
и дв соотвётетвенныя системы значеній для у и г изъ үр-вій 
уз0у Бф0, 07У 0" 0. 
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587. ПримърЪъ Ү. — Рёшить систему 


д - — 23 — (а -- у). ..(1) хуба —0у)%=6(2-һу)*. .. (2). 
1-й способъ. — Помноживъ '2) на 4 и сложивъ съ (1), получим: 


(е0) 1509 (а А). о... (9). 
Положивъ 2 |- у = и, ху=е, дадимъ ур-мъ (2) и (3) видъ 
и? — 407 = ви, тА — 150° (а -|- 46)и?, 
исключивъ и“, получимъ квадратное ур. относительно г. 


2.й способъ “неопредфленныхъ коэФФиціентовъ). — Помножимъ ур-вія (1, 
и (2) соотвётетвенно на неопредфленные коэфопціевты А и м, затъмъ опредћ- 
лимъ А и р такъ, чтобы первая часть новаго уравненія, которое однородно по 
отношенію къ хи у, длилась бы, какъ и вторая часть, на :“-- у. Эта пер- 
вая часть, очевидно, есть А 2! 4-5‘ — 280°) 4- игу(ш — у); и какъ она должна 
быть нулемъ при замфн» въ ней х количествомъ — у, то имфемъ үсловіе: 
\ — 4р. = 0. Можно взять р. равнымъ 1, тогда ^=4, т. е.: чтобы выдълить 
множителя 2--у въ первой части новаго үр-вія, нужно помножить на 4 06% 
части ур-нія (1) и сложить со (2). Найдемъ: 


(#- у 49 Ту) = 4а 0) у) 
итакъ, множитель (2 -- у), и даже его квадратъ, обнаруженъ въ первой части 
предыдущаго ур-нія. Приходимъ такимъ образомъ къ ръшенію системъ 
2-41-00, а= - у) 02-0); 
а? 09) — Тлу 4а, уг – у= 60-5)". 
Первая система даетъ 2: у = (). Для ршенія второй полагаемъ 2 -{- у= 25, 
2-— у == 21. Затфмъ получаемъ выраженія 2% -|- у? и ху въ 5 и ѓ, и подстав- 


ляя ихъ въ оба предыдущія ур-нія, получаемъ два ур-нія въ з и $, которыя 
ръшить не трудно. 





588. Примъръ ҮІ. — Ръшить систему: 
(2%) Ну) = (ау)... (1) 21 — 320 6(0* у). . (2). 
Множа данныя ур-вія соотвфтетвенно на А и р и складывая почленно, 
находимъ въ первой части полиномъ 


Маз у) 0) а и — 329)... .. (8). 

Опредълимъ А и р такъ, чтобы полиномъ (3) дёлился на 2*-|- 9°. Раз- 
сматривая 2° -|- у? какъ произведеніе комплексовъ х-- у, 2 — 9, посмотримъ, 
каково д. б. соотношене между А и џ., чтобы полиномъ (3) двлился нах — 9. 
Для этого надо, чтобы результатъ подстановки $ вмсто х въ этоть полипомъ 
былъ нулемъ. Находимъ условів: 2А -- 5и = 0. Подетановва = -- % дала бы 
тотъ же результатъ; олъд., при А и у, удовлетворяющихъ этому условію, по- 
чиномъ (3) раздълится на 22 -|- у°. Можно взять, напр. А=5 и р — 2. 
Итакъ, умноживъ үр-нія (1) и (2) соотвътетвенно на 5 и — 2 и сложивъ ихъ, 
получаемъ 


аач) 4-09) А. Бгу = (ба — 2047р). 
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Вопросъ приведенъ къ ръшенію двухъ системъ: 


ду“ — За = у"), ау =0; 
244-5 — 3294 = ай - уз), За -Ру- 5ху = 5а — 45. 


Первая система даетъ: х=—у=0. — Для рёшешя второй полагаемъ: 
--у=\и, ху==о, и выражавмъ 2*-|- у’ и 2* -|-у' черезъ и и 0; такимъ 
обр. получаемъ два ур-нія 


а — Би? 9(2и° — Б)р — 020, 3и? — ос 5а — 45; 


искдючивъ изъ нихъ 2, найдемъ биквадратное ур. въ и. 


589. Задачи. Рътить уравненія: 


1. 
2. 


8. 


оо чеам 


11. 
12. 
13. 


14. 


16. 
17. 
19. 


21. 


22. 
23. 


328 — 393 — Зву -|- 2 -|- 5у—2—0; 2-4-0 — 1-0. 


25% -|- 493 — 224 6ул — 822 -|- 1520 4- 512 4-18у4- 8 = 0. 
Әд — 4у — 1622= — 26. 
52-4 30 — 2= 0. 

2 | 20 — 2 == © 

2уа— и 1 = 0 

я и 4 = 0 

у—2-|- 9и — о = 3 


а | 08-4 23 |-и? — ду — Зио + — у Зи —2=0. 


. 512% — 60%у — 0 | 752 — 33у -|- 18 :— 0 


4922 4 602у — у*-|- 652 — 31у -- 6 — 0. 


. 622 ху — 91-- 2%-Ру—1=0, 152% — 202у + 50% — 1024-1: 0. 

. 28 — 62у — 160% 4-42 -4-18у — 5:==0, а 22у -|- 49—32 —12у 4- 20. 
. 228 2729 - 60% — 62 —219--4—0, 248 — 9ху—Зу— 6 -- 6у --4=0. 
. 62-1 шу — у — За —49—15—0, 329% — 42у -|- 0% — 152 -|- 79 -- 18=0. 
224 у 4|- 4086, 32% -|- 892 — 14. 

. 2240 0-40 — 60-18, ху — 82 -|- 2011. 


(2 — у)(2 — 9%) ==16, ву) у) = 40. 
92% —- З3ту -- 98—24, 34 — блу -|- 90° — 38. 
(32 4 40)(72 — 20) -- 3 40 == 44 
(32 -|- 40)(72 — 20) — 72 -|- 20 = 30. 

ху(2 Ру) = 380, х |у 35. 

1 1 1 


. ——— 52. шу — 2; —324. 


= у 36’ : 
240—0 +09 — 2ү20==2, У үу 8. 

13 — у%==1804, 2—58. 18. 2*-- у= 387, 24-027. 
2 — 71 —609, х= — у:=3. 20. 45 — 05 3096, х—Уу—3. 


у 145 м И ОЕ ТИ 
вуча АИ р еа 





528 — Зху | 402—100, 25у | 322 — 57. 
43 — 93 — 39(# — у), 2--у3—19(#- у). 


84. 


25. 
26. 


27. 


29. 


30. 
81. 
32. 
33. 


34. 


35. 


37. 


39. 


40. 


41. 


42. 
43. 


44. 


45. 


46. 
47. 
48. 


49. 


50. 
51. 
52. 
53. 
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35 7 
3 3 — 9 г __ — —_ • 
= ПРЕ 


я уз -1-л9=7(а Ну, 22-493 — ху 92 — 0). 
28-96 — 15689, а? | у = 929. 


Ме + М 5. уж, 2-4-9 = 18. 


2+0 9 үу 95, а? Һу 40у 941. 


Мав уреа, Зо [= 02 6. 
Т7] 
а2 -|-0%== 95у -|- 1, 2 — ту |-у27. 
ар аар, 24у = 9. 
ху -- 2% 6, лаи 
23 4-2 ау == 28 — уу? — 93 — 
+ у 2 У У 8 = 


23-98 _ 17500 — 9) 
28—98 — 190-9) 


ду — 3, ии. 36. 284-09 65, зу — 17. 





9. 





| у 18. 





о Ка 2-9 __ 121 = 
#7 — 91 — 2186, х—у— 2: 38 , у — 18’ РЯ 
а 4-05 


ШШЕН Е ИДДА 9 9 — 
ау — 13, я ху 4-0% 91. 
1 2у 


1 =: 
М2 —124үх — уе 27 М=+ү9=1. 
6а. ву 5 7 


Я 
18у \/ а 4-3 6224 90у, 24294-99 92(5у-- 42). 
21| 991 — 622% — 28 -|- 302—132, уі — 1002 -- 254 —1. 
3 5 4 6, 10 
ъа ре& == — —2= 8 100 = 9. 
Ве. С ЗЭК5 8, 152-107 
а 22 Е ; Р-р леыь а 
да 4 22 -- уз — 14, = |0 — 4, 6 
жар уз-|- 28—35, 292 32 -{ 14 — Тхе, 2 (2— 1)==4. 
04-08-2214, хуле — 02-1, 24-94-26. 
0%=—=у4|-2, 28—24 4-10, («Ру 2) 50 -- 8(2 4-2). 
а-у? — 2% — =: 86, 4-9 24-218, 5 — 22, уе іт. 
—92, 200-7, У-2=8, ии 24-0 — 1649. 
аі уг, х4|-1=9, у2=6, 054-05 -- 2 -- #-==33825. 


ебу, = (а-руамя 1) = 20806, 
-у=9, 29—89,  23-|- уз — 3186. 








54. 
55. 


56. 


57. 
58. 


59. 


60. 
61 
62. 
63. 
64. 
65. 
66. 
67. 
68. 
69. 
70. 
71. 
12. 


14. 


75. 


76. 


Чт. 


78. 


79. 
80. 
81. 
82. 
83. 
84. 
85. 


86. 
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24-9 == 4, и |- 0210, д-р и? — 180, 1902 — 34. 
(аж ( а — 1)(2 4-0) 4 а—3=9, 
(2а-- 1)ху -- (22 — 102 4- у 3а—+=0. 
2+9 2-4-0, маи. 
д — 220% 4 у а, 2 — ку | у == 0. 
а 4-0% 41- ху — 2жа-- 0) — 20(а | 5) = — 405. 
2% -|- у? — 9ху -|- 20(0 —– Б) — 23(0 — 0) = 40. 

а 1 РЕ 
ах — 9—1 ' Бу —аз—1 о- —1' 
28| у3-- 2002-0) =а, (92-4 5?)х?у? — 6. 
(2-0) (084-08) = а, (0—0) (09—09) =. 
48 4|- 93 — а(22 -|- 0%), а?у 4 ху? = Ца? | у?). 
уаз 08) а, у. 
253 4-35 а(23 4-0%), ау =. 
ааа, арий. 
21 — у1 — аду, (22 | 92) == 0(0 — у?). 
(24 у) —а (и? - 02), 24 у= 6002 4-02). 
ау (а ху 4-00), — (&-- 3) (3-Е уз) = Иа р зу). 
в.а, (а ауз? ауд 2 (а 0). 
24-00, 25 1 0ху3 -|- слу —- сх | жуй -|- у 0. 
(0% 4- Пуа(у?-- 1)23, (00 -- 1) а(а -- 1)? 
&0(-- у) а, 28 4 у= 00. 





5% | ау = т. 


. а — а2 = 32у, (үу –ү=)(а —– к) =3 (а-у). 


а+аа фи, афа) афи), 
(1=—2)01-—0) 77 5 (а) (18 
н? о =а—6 0—04 За. 
шро)" (001) 

у— ах, да уе 22-92 —2 (23-93). 

# у ХУ 22 у 1—9 


у о му 9 4 9 

24 (в -- у) аа Б) (8—9) 4 024) =@—5(а-- 20)(8а4-0), 
22 -|- уз — ахуе, 2-22 — блуг, 2 -- 28 — спуг. 

куе а (в у) =В(у- 2) == (2-е). 

21—09 аса, 000—0), (60). 

а 4- (у — 2) а, | (а — 2), 84| (д — у) е. 

(2-2) (2--и)=а, (аи), (аи) 22-4-0%-%--и4. 
я у? 94, 22 -|-- и — 9Ь, же | чу 8с, хи -- уг — 84. 

4а?уе — 4134? -|- хЗуг, у 2= ?а, 0° -- #8 — да. 











а 





ЕА 
(у2—48)(у--е)2—ауг, 0-89 =, да). 
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. — ЗА = а — = — (а — 0)(а — х)(= — 5). 


Положить а — 2—9 2—0 2. 


88. 
89. 
90. 
91. 


92. 


98. 


94. 


95. 


96. 
97. 
98. 
99. 


ди— уг, 2-94-24 ис 48, 22-- у 24а, 08|-у34-284-и8—40, 
ху-- "(2 -- у) = а?, же "(а -- 2) = 2, уе у Ну) = е. 
2+9 еса, ау = 0%, куё == 63. 

ау 4 2а, ду 2—6, же у. 

ах __ 53у _ с?зг 














0А ду дауа — 1. 
2% _ ку шу, 
ху ’ уе — Е а+2  “ 


+0421, ++ =1 ах -- Ву | 21. 


ау (а -ъ--0(0 4—0). 

пу пе — уг —5{ (а (а — 0)(2а — 5) {- 2463} 

а 02 | 28 — (48-62 — 62)? -1- 26 (а? --- с). 

я-ну-е—а-Но-с; а--у%-22——а--08%4-0% ху уг еле са. 
а-нуе—а- 6-е, ху-Руеаб--бе, (ху) — 2 —Ца--6)— е. 

224-0 2 = а?, 2у—2=<, 024-22 -|- жу = 309. 

ву) +502 0 0) 908, 

уе 2) 4 6(х 4- у-- 2) = 2542, 

(2-0) 4-19(2 4-9 4 г)* = 3602. 








100. 2(а2+- ви) Руа) = 0; (а? 4|- Би?) —- у(аг |-и) ==а 4-0; 
(аг -- Би)? -- (2 — Б) (2 — и)? = сі; (а-- Би — 2 4, 
101. 21 -- 94 — 22у а^, аА — уі 64. 
102. ху еа, 
а 2—9) ауу 0) _ 
2-2 ‘ х--у Е 
104-28 — а 0. 
108. 2-9 е--аса, аа уай (@- НИ, 
202 0% и 0, ди — уё. 
р. СЕ Ир, 
ааа су аза х -а?у? У-у ==. 
105. Показать, что результатъ исключеня хи у изъ уравненій 
2-4-0 ==0, 48 -- у= 0%, 8-93 — 63 
есть: @8 — 809 — 963 —0. 
106. Исключить я, у, = изъ уравненій: 
х9 -- 2 == а, а2-|у%-4- 2% 08, х8 8-28 80%, туг — а. 
107. Исключить 2, у, = изъ уравненій: 
= | - == г ! г == 2-5 = дув саће, а — у?-- 22-—- 9а -- ас -|- 0с) =0. 
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108. Совмфетны-хи уравненія 


2+5=0, 4+0=0, (24 о)е (04 р-а -ъ=0. 


ПЛАВА ХХХ МГ. 
Чиеленные вопросы высшихъ степеней. 


590. — Когда отвфтъ на вопросъ, приводящій къ квадратному уравнен!ю, 
выражается мнимыми корнями, это служить признакомъ невозможности задачи. 
Если же корни дЪйствительны, то могутъ имфть мфето слёдующів случаи: 

1. Оба корня положительны. Тогда задача допускаеть два ръшенія, если 
только корни неравны; въ случа равныхъ корней вопросъ имфеть одно рћ- 
шевіе. Однако же, если одно или оба значенія неизвфетнаго выходятъ изъ тх 
предловъ, между которыми, по смыслу вопроса, должно заключаться неизвћъ- 
стное, то вопросъ имћетъ или одно рЪшеніе, или же невозможенъ. 

2. Если одно или оба значенія неизвъстнаго будуть отрицательвы, то 
всегда можно составить такое уравнен!е, котораго корни равны, но противопо- 
ложны, корнямъ даннаго: нужно только въ ур-н!е задачи подетавить — 2 вифето 
х. Если окажется возможнымъ подобрать задачу, слегка разнящуюся отъ пред- 
ложенной и отвфчающую видоизмЪненному үр-вію, этимъ путемъ значеніе отри- 
цательнаго корня и будетъ истолковано. 

Эти замфчанія относятся и къ уравненіямъ второй степеня съ несколькими 
неизвестными. Въ поясневіе сказаннаго приводимъ примЪры. 


ЗАДАЧА 1. — Два торювиа продали нњсколько зюловь розатаю скота 
за 1350 р.; первый на 5 10л0въ больше вторао. Если бы первый тродаљь 
столько 10л08%, сколько второй, а второй столько, сколько первый, то пер- 
вый получиль бы 540 р., а второй 840 р. Сколько 10л0въ продаль каждый 
и по какой цънъ? 


Пусть будетъ х— чиело головъ, проданныхъ первымъ; тогда число головъ, 
проданныхь вторымъ, будетъ 2 — 5. Первый за 2 — 5 головъ нолучилъ бы 


540 5 
540 р.; слъд. за одну голову онъ получалъ по —- р., а за х головъ вы- 


ручилъ 25 р. Второй за х головъ получиль бы 840 р., слъд. онъ бралъ за 





одну голову 30 р., а за х — 5 головъ получилъ 800—2) р. Олъд. оба про- 
дали скота на 9) 1350 р. 


По освобождени отъ дробей и по упрощени находимъ уравненіе 2° — 552 
-- 700 = 0, откуда: 27: 35; #”==20. Олъд. х—5=30; 2” —5=15. 

Итакъ, задаче ижъеть два рилиенля: 1-й продалъ 35 головъ по 18 р. за голову, 
а второй 30 головъ по 24 р. за голову (въ самомъ дъл%, 18 х 35 -- 24 Х 30 — 
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— 630 -- 720 = 1350); или же: 1-й продалъ 20 гол. по 36 р., а 2-й 15 по 
49 р., что опять составляетъ 1350 р. 

ЗАДАЧА П. — Отдань въ банкь капиталь и черезь 1005 получено при- 
были 200 р. Капиталъ вмъетиль съ процентными деныами быль оставлень 
въ банкт еще на 100ъ. Послљ этою капиталь съ наросшими на нео тро- 
центными деныали составляль 2420 р. Какъ великь быль первоначальный 
капиталь? 


Пусть первоначальный капиталъ былъ х р. Черезъ годъ онъ обратился въ 


200 
х--200 р., олд. принесъ 2000 процентовъ. Въ концъ втораго года этотъ 


капиталъ, принося уи обратился въ (24-2001 +" = 0420 р. 
Освободивъ отъ дробей и упроставъ, пмћемъ уравненіе 2*—20205--40000—0, 
откуда: 2 == 2000 р.; 2 = 20 р. Такамъ образомъ опять получили два поло- 
жител. корня; вычисляя проценты, приносимые этими капиталами, находимъ, 
что первый даетъ 10%,, второй 1000%,. Такъ какъ въ дъйствительности ни 
одинъ банкъ не даетъ такихъ высокихъ процентовъ, какъ 1000%/,, то заклю- 


чаемъ, что корень ’2” — 20 р. не м. б. допущенъ, и задача имфеть одно рж-. 
шен!е: 2’=2000 р. 





ЗАДАЧА Ш. — Нъкто купиль нъесколько аршинь сукна за 240 р.; 
если бы за туже сумму онъ получиль З аршинами менње, то аршинъ обо- 
шелся бы 4 рублями дороже. Сколько аршинь сукна куплено? 


240 
Пусть куплено было х арш.; цфна 1 арш. равна, слфдоват., —— р. Если 
бы за туже сумму онъ получиль 3 арш. меньше, т. е. х— 3 арш., то цёна 


аршина была бы 0 4; а ве 2 — З аршина етоили бы опять 240 р.; елд. 


үр-ніе будетъ 
(2 4) 2—3) = 240. .. (@) 

Приведя его къ виду 2? — 32 — 180 == 0 и рщшивъ, найдемъ два корня: 
2 ==15, а" = — 12. Положительный корень, какъ не трудно уб®дитьея, даетъ 
прямой отвътъ на задачу. Что касаетея отрицательнаго корня: — 12, онъ не 
можетъ представлять отвћта на данную задачу, ибо неизвЪетное (чиело куплен- 
ныхъ аршинъ сукна), по существу своему, положительно. Но мы можемь по- 
пытаться истолковать это ръшеніе, т. е. подыскать задачу, аналогичную дан- 
ной, отвфтомъ на которую служила бы абсолютная величина отрицательнаго 
ръшпенія. 


Для этого въ первоначальное ур. (1) вмћето х подетавимь (— 2); полу- 
2 
ЧИМЪ (29 + 4)(— 2 —3)=240, или, умноживъ оба множителя 1-й части 


на (—1): 


240 
(= —4)(@-3)=90.......... 0). 
Мы уже знаемъ, что рёшеня этого ур-нія суть: 2 = — 15, 2 = |192, 


равныя рћшеніямъ ур-нія (1), но съ противоположными знаками. Положитель- 
11 
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нов ршевіе -- 12 будеть служить отвФтомъ на задачу, соотвфтетвующую ур- 
нію (2); задача эта, очевидно, такова: «нфкто купилъ нъсколько аршинъ сукна 
за 240 р.; если бы за туже сумму овъ получилъ З аршинами болље, т0 ар: 
шинъ обошелея бы 4 рублями дешевле. Сколько аршивъ онъ купилъ?» 0тв%- 
томъ на эту задачу и служить число 12 арш. 


ЗАДАЧА ІҮ. — Нљкоторое число № есть произведене трель тосльдо- 
вательныхь нечетныхь чисель; раздъливь № послюдовательно на каждое изъ 
этить чисель ш сложивь частныя, натодимъ въ суммъ 239. Найти № 


Пусть 3 посл%довательныя искомыя нечетныя числа будуть 22 — 1, 22-1, 
2%2—-3; № (22 — 1) (22 - 1)(22 4 3). Ур-ве задачи будетъ: 


(224-1) 4 3) -- (25 — 1)(22-- 3) + (22 -— 1) (22-1) = 239, ... (1) 
или, по выполнени веъхъ дЪйствій и по упрощени: 2*--х=20, откуда: 
д —4, Ф" == — 5. 

Положительное ръшеніе даетъ для трехъ искомыхъ чиселъ: 7, 9 и 11. 
Повфрка: 9 х 11 7х 114-7 х 9 двйствительно = 239. 

Для истолковапія отрицательнаго ръшенія подетавляемъ въ первонач. 
ур. (1) — = выфето 2, находимъ: (1 — 22)(3 — 20) 4- (— 22 — 1)(3 —– 22) -- 
(— 22 — 1)(1 — 2х) = 239, или, перемънивъ въ каждомъ членф знаки обоихъ 
множителей, находимъ үр-віе 

(2% — 1)(22— 3) 4- (224-1) (22 — 3)-+ (22 -- 1)(22 — 1) = 239, 

корни котораго суть: — 4 и -|- 5. Взявъ корень = -|- 5, находимъ, что иско- 
мыя числа суть: 25—3==7; 21—1==9; 2=-|- 1:=11. Такимъ образомъ, 
ръшенје х=5 даетъ тотъ же отвътъ, что и х=3, требуя только, чтобы иско- 
мыя числа были обозначены формулами 22 — 3, 22 —1 и 22 -|-1 вместо того, 
чтобы обозначать ихъ знаками 22 — 1, 22--1 и 22-3. Но и то, и другое 
обозначеня одинаково возможны, и замћчательво, что алгебра показывает намъ 
а роѕќегіогі, что оба эти обозначенія равнозначны. 


ЗАДАЧА \. — Мущины и женщины, въ числь 32 лиць, работают 
на фабрикњ, причемь каждый мущина зарабатывает» въ день 2-мя рублями 
больше, нежели каждая женщина; не смотря на это, ежедневный зарабо- 
токъ всъхь мущинь таковь же, какь и заработокь женщинь, и составляеть 
60 р. Найти число мущинь? 


Пусть мущипъ было 2; число женщинъ будеть 32 — =. Каждый мущина 


60 | 60 м 
зарабатывает въ день Р") каждая женщина 894 р. Уравненіе задачи будетъ: 





60 60 

2 555222. ом. атом Фе 
Окончательное ур. 2° — 922 -- 960== 0 даетъ: 2==80, 2"==12; елд. 
12а = — 48; 32 — 2 = 0). 

РЪшеніе 2” 192 для числа мущинъ, даетъ число женщинъ 20; причемъ 
ежедневный заработокъ мущины составляеть 60 : 12 или 5 р.; заработокъ 
женщины == 60 : 20—3 р. Олд. это ръшеніе удовлетворяеть веъмъ условіямъ 
задачи. 
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Но ръшеніе 2: 80 для числа мущинъ, будучи больше числа лецъ обоего 
пола (32), даетъ къ тому же для числа женщинъ отрицательное количество — 45; 
сл. второе ръшеніе не соотвфтетвуетъ предложенному вопросу. Для истолкованія 
этого ръшенія положим 32 — 2: у, откуда 2==32 — у, и подставимъ эти 





величи 1); найде 0 60 2 котором овлетворяетъ 
ны въ ур. (1); найдемь ур. =>, — === 2, которому уд рае 
у == — 48, подетавивъ (— у) вмфето у, получаемъ ур-ніе 
60 60 : 
ау 9—2 . . . . - - . . - . . . (2) 


изъ котораго у (число женщинъ) = 48, а 32 -4-у (число мущинъ) = 80. Эти 
положительныя ръшенія отвЪчаютъ на задачу, соотвфтетвующую үр-нію (2); 
задача эта такова: «мущины и женщины работаютъ на абрик%, причемъ число 
мущинь 32 больше числа женщин» мущина и женщина зарабатывають 
вмъсть 2 р. въ день; веъ мущины зарабатываютъ въ день 60 р.; столько же 
и женщины. Найти число женщинъ?> ОтвЪтъ: 80 мущанъ, зарабатывающихъ 
по 75 к. въ день, и 48 женщинъ, получающихъ по 1 р. 25 к. въ день. 


ЗАДАЧА ҮІ. — Нљкто, имъя кањиталь въ 120000 р., раздълиль ею 
на дењ части, которыя помњстиль подь проценты. Первая часть даеть 
ему ежеюдназо дохода 2800 р.; вторая, принося 1 процентомъ больше, даетъ 
дохода 2500 р. въ 10дь. Каковы обњ части, и по сколько процентовь онњ при- 
носять? 


Пусть первая часть приносить 2:%/,; въ такомъ случаЪ 1 р. прибыли по- 





100 о 280000 
лучитея с —— р., а 2800 р. прибыли получится еъ ———— р. Разоуждая та- 
250000 
кимъ же образомъ, найдемъ, что вторая часть капитала равна «т р. А 


какъ сумма обфихъ частей равна 120000 р., то имфемъ ур-ніе 


280000 ЛЕ 250000 
2 24| 1 





2120000, 


или 122° — 412 — 28 —0, откуда: 2—4, 2" == — 


[а 


Положительное рфшене --4 даетъ прямой отвфть на вопросъ, и показы- 
280000 








ваетъ, что вторая часть привоситъ 59%/,. СлЪд. 1-ая часть = 2 —10000р.; 
, 250000 . 
2-ая часть = в = 50000 р. Сумма ихъ дБйствительно составляетъ 120000 р. 


А А 7 А 
Истолковавіе отрицательнаго ръшенія — Т повело-бы къ условіямъ, несов- 


метнымъ съ понятіемъ о процент; потому ръшеніе это должно быть прямо 
отброшено. Получене посторонняго ръшенія зависитъ отъ того, что ур-ніе, къ 
которому привела частная задача, общЪфе этой послфдней: оно отвъчаетъ на већ 
вопросы, которые привели бы къ тому же ур-нію, какъ и разематриваемый ча- 
стный вопросъ, и которыхъ безчисленное множество. Поэтому неудивительно, 
что одно изъ рёшенй этого ур-нія чуждо частному вопросу. 

11* 
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ЗАДАЧА УП. — Вакжь, заставь Силена спяшимъ около бочки, натол- 


5 . 3 
неннои виномъ, сталь пить въ продолжени 5 тою времени, въ какое Си- 


лень моњ бы выпить всю бочку. Посмь этою Силень проснулея и вытиль 
оставшееся вино. Если бы Вакхь и Силень пили вмњстњ, то они выпили 


2 
бы всю бочку 6-ъю часами скоръе и на долю Вакха пришлось бы только = 


тою, что онъ на самомь дъль оставиль Силену. Во сколько часовь каждый 
изъ нихь можеть выпить цълую бочку? 

Означимъ время, въ которое Вакхъ можеть выпить вею бочку, черезъ 35, 
а время, въ которое Силенъ можеть выпить туже бочку, черезъ 5у. Сначала 
Вакхъ пьетъ въ продолженія Зу часовъ, и какъ въ одинъ часъ онъ выпиваеть 


1 4 
С бочки, то въ Зу часовъ выпьетъ И бочки. Затћмъ, легко видфть, что вм- 


152 
сть они выпили бы всю бочку въ 1920 час. Вакхъ оставилъ Силену 1—2 
32 4- 5у 2 


бочки, и елд. посл®дВій пилъ вино въ продолженій (1 — 9.5 часовъ: по- 


этому оба они пили въ теченіп 3у--(1 — 2).5у ИЛИ а 00 часовъ. При- 


равнявъ разность временъ, указанную въ условіп, 6 часамъ, получимъ ур-ніе 


(8х — 5у)у _ 158у _ 6 
2 32-4-5у 


Выразимъ теперь, что количество вина, выпитаго Вакхомъ, было бы во 


2 
второмъ елуча® равно з Т0г0, что онъ на самомъ дълБ оставилъ Силену. 


1 5х 
Такъ хакъ Вакхъ выпиваетъ въ часъ — бочки, то въ е: ДЕ часовъ, въ те- 
32 32 -- 5у 
чевій которыхъ онъ пилъ бы во второмъ случаъ, онъ выпилъ бы часть бочки, 
у В 
авную —-—___-. Такимъ образомъ второе ур-ніе будетъ: 
равную з(32 450) р орое ур удетъ 


МЕЕ, ЛЕБИ ТАБ у) 
3(3= 45у) 3 ( РА 

Освободивъ ур-вія отъ дробей, дадимъ имъ видъ 

2520 — 2593 ху — 18172 — 30% у= 0 
10у? 4 112у — 622—0), 
откуда 25, у = 2: сл%д. искомыя числа часовъ суть 15 и 10. 
591. Задачи, 
А. Вопросы съ однимъ неизвњстным». 

1. НБеколько пріятелей, обфдая вмъстБ въ гостинницБ, издержали 102 р. Не 
желая, чтобы трое приглашенныхъ участвовали въ расходахъ, остальные сотрапезники 
уплатиди 12 рубля боле каждый, чБмъ еслибы платили всф обфдавиие. Сколько 
лицт, участвовало въ обБдъ? 

2. Купець купиль несколько головъ телятъ, заплативъ за все 672 р. Если бы 


каждый теленохъ обошелся ему 4-мя рублями дешевле, то на ту же сумму онъ могъ 
бы купить 3-мя штуками больше. Сколько телятъ онъ купилъ п по какой дънћ? 
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8. Отцу было 24 тода, когда у него родился сынъ. Кели поремножить лёта 
отца и сына въ пастонщсе время, то произведеше окажется въ З раза боле ква- 
драта лтъь сына. Сколько лЬть каждому изъ нихъ въ настоящее время? 

4. Разнощикъ купилъ апельспновъ на 7 р. 56 к. Выбросивъ 5 штукъ, оказав- 
шихея тнидыми, онъ продаль каждый изъ оставшихся апельсиновъ 4 коифйками 
дороже, чЪмъ самъ заплатилъ, и такимъ образомъ получилъ барыша 58 кол. Сколько 
апельсиновъ онъ купил? 

5. Н%кто, отдавъ въ долгъ сумму 18000 р., и получивъ черезъ тодъ процентныя 
деньги, издержалъ изъ нихъ 210 р., а остальныя присоединиль къ капиталу, отдавъ 
всю сумму на прежніе проценты. Такимъ образомъ въ концф втораго года у него 
образовалась сумма 19437, считая въ этомъ числ н процентныя деньги. Сколько 
получилъ онъ на свой капиталъ? 

6. Бочка еъ виномъ содержить 80 бутылокъ. Отливъ изъ нея несколько буты- 
локъ, бочку дополнили водою. ЗатЪмъ, снова отлили столько же бүтылокъ, какъ и 
въ первый разъ и замфнили отлитое количество смфси водою. ПослЪ этого оказалось, 
что въ 80 бутылкахъ смен было чистаго вина только 45 бут. По сколько бутылокь 
отливали каждый разъ? 

7. Резервуаръ, выфстимость котораго равнялась 5280 ведрамъ, быль наполнень 
двумя трубами, изъ воторыхъ вода текла неодинаковое время. Первая труба давала 
каждую секунду 2 ведрами больше второй. Если бы вторая труба давала въ секунду 
столько, сколько первая, то изъ нея натекло бы 3400 вед.; а еслибъ первая давала 
въ секунду столько, сколько вторая, то она дала бы 2048 ведеръ. Сколько ведеръ 
воды даваха каждая труба въ секунду? 

8. Дюнкпрхенъ, Брюссель и Реймсъ образуютъ прямоугольный /, причемъ 
Брюссель находится въ вершин прямаго угла. Сумма квадратовъ трехъ сторон», 
измБренныхъ километрами, составляетъ 105800. Разстояніе между Брюсселемъ и 
Дюнкирхеномъ относится къ разстолню между Б. п Р. какъ 56:73. ОпредЪлить 
разстоаніе между этими тремя городами? 

9. Одинъ путешественникъ, выйдя изъ точки А, идеть къ съверу, проходя езко- 
дневно 36 верстъ. Черезъ пять дней другой путешественникъ выходить изь А 
въ направленін къ востоку, проходя ежедневно по 28 верстъ. Черезъ сколько дней 
посл выхода 2-го разстояніе между ними, по прамой линіи, будеть равно 480 
верстамъ? 

10. Стая обезьянъ забавлялась: одва осьмая часть пхъ въ квадратЪ бЪгала 
въ лфсу, остальныя 12 кричали на верхушк% холма. Скажи миф, сколько было всего 
обезьянъ? *). 

11. Корень квадратный изъ половины числа пчолъ роя полетфль на кусть жа- 


8 
емина, —- цлаго роя осталась дома; одна самочка полетБла за самцомъ, который 


жужжитъ въ цвЪткф лотоса, куда онъ попалъ ночью, привлеченный пріятнымъ запа- 
хомъ, и изъ котораго онъ не можеть выйти, такъ какъ цвЪтокъ закрылси. Скажи 
ми число пчелъ роя? 

12, Найти число, котораго квадрать виъстЬ съ кубомъ въ 9 разъ больше сл$- 
дующаго цБлато числа? 

13. Когда карета профхала 54 метра, передвее колесо ея сдфлало 9-ю оборотами 
больше задняго. Если бы увеличить окружность каждаго колеса на 3 дециметра, то 


*) Эта задача и слъдуюшая находатся въ сочинеши „Віатавита“ (т. е. вычисде- 
ніе корней) индійскато ученаго ХІІ вка Баскары Ачаріа. 
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переднее колесо сдфлало бы на томъ же разстояніп только 6-ю оборотами больше 
задняго.. Найти окружности обоихъ колесъ? 


14. Два тБла движутся по двумъ прямымъ, нерес$кающимея подъ прамымъ 
угломъ, приближаясь къ точкъ пересфченя. Первое ваходится въ 236 метрахъ отъ 
точки пересБчевія и проходитъ по 7 метровъ въ секунду; второе — въ 197 метрахъ 
и проходить по 6 метровъ въ секунду. Черезь сколько секундъ разстояніе между 
ними будетъ — 13 метрамъ? 


15. Центры двухъ круговъ движутся по сторонамъ прямаго угла по ваправлевію 
къ вершин®. Центръ 1-го круга, котораго радіусъ = 46 м., удаленъ на 2248 м. 
отъ вершпны и проходить по 7 м. въ секунду. Радіусъ 2-го круга = 14 м.; центръ 
его удаленъ отъ вермины на 1628 м. и приближается кь ней со скоростью 5 м. 
въ секунду. Черезъ сколько времени круги будуть имфть виъшнее хасаніе? 


16. Цевтръ неподвижнаго круга, котораго радіусъ — 1009 сантиметрамъ, нахо- 
дится на горизонтальной прямой. Въ той же плоскости, прямо надъ центромъ въ вер- 
тпкальномъ направлени и въ разстояніи 50 санти. находится центръ подвижнахо 
круга, пыющәто радіусь = 945 с.м. Кругъ этотъ движется — вертикально внизь 
со скоростью 180 с.м. въ секунду, а горизонтально со скоростью 2000 с.м. въ се- 
кунду. Черезъ сколько секундъ оба круга будутъ им%ть: 1) внфшнее касаніе, 2) вну- 
тренне касавіе, и черезъ сколько секундъ разстояніе между ними будетъ имЪфть паи- 
меньшую величину? (Задача эта имфетъ примфневе въ астрономін при вычислені 
солнечныхъь и лунныхъ затм%ній). 


17. Сумма двухъ послфдовательныхъ нечетныхъ чиселъ, сзоженная съ суммою 
ихь квадратовъ и съ разностью ихъ кубовъ, даетъ 304. Найти эти числа? 

18. Купецъ продалъ кусокъ сукна за 60 р., а другой кусокъ, въ которомъ было 
8-ю арш. больше, за 70 р. Если бы онъ продалъ первый кусокъ по цфн% втораго, 
а второй по цн перваго, то за все выручилъ бы 134 р. Сколько аршинъ того и 
другаго суква онъ продалъ? 

19. Несколько человфкъ об%дали въ складчину. Еслибы было 3-мя лицами больше 
п каждое лицо платило бы 50-ю коп. дороже, то расходъ составилъ бы 60 р. А 
еслибы было 3-мя лицами меньше и каждое платило бы 50-ю коп. дешевле, расходъ 
составилъ бы 27 р. Сколько лицъ обфдало п какая сумма ими издержана? 

20. Изъ двухъ рабочихъ одинъ получилъ 135,2 р., другой 64,8 р. Первый ра- 
боталъ 6-ю днями больше 2-го; но еслибъ 1-й работалъ столько дней какъ 9-й, а 
2-й столько дней, сколько 1-й, они заработали бы поровну. Опредфлить число рабо- 
чихъ дней и поденный заработокъ каждаго рабочаго. 

21. Изъ двухъ рабочихъ одинъ получиль 100 р., другой 36. Первый работаль 
8-ю днями больше 9-го. Если бы 1-й работалъ 11-ю днями меньше, а 2-й тремя 
днями больше, оба они заработали бы равныя суммы. Опредфлить число рабочихъ 
дней и поденную плату каждому рабочему? 

22. Землевладлецъ купиль нфскольно головъ рогатаго скота на 360 р. Три 
штуки околфло, а остальныхъ онъ продалъ, взявъ за каждую голову 5-ю рублями 
больше, чёмъ ллатилъ самъ. Весь барышь составлять 15 р. Сколько онъ платияъ 
за каждую голову? 

23. Нънто, купивъ предметъ, который вскор% сталь ему ненуженъ, продаль его 
за 21 р., потерявши при этомъ столько процентовъ, сколько рублей предметъ ему 
стоп2ъ. Сколько онъ потерялъ при продаж%ъ? 

24. НЪФкто купить картину, принявши ес за оригиналь. УбБдившнеь впослъдетвін, 
что его обманули, онъ вродаль картину за 54 р., потерявши столько 4, сколько 
рублей въ шестой части покупной цфны. За сколько была куплена картина? 
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25. НЪкто купилъ перснковъ по такой цънБ, что еслибы на 1 р. 20 к. ему 
дали 9-мя штуками больше, то дюжина обошлась бы 10-ю коп. дешевле, чБмь онъ 
заплатить. Сколько онъ платилъ за дюжину? 

26. СлужанкВ поручнно было купить грушъ на 60 к. ДЪйствительно, она ихъ 
купила на эту сумму; но дорогою съфла 4 штуки, велфдстыи чего оказалось, что 
хозяйка заплатила за дюжину грушъ 6-ю коп. дороже настоящей цфны. Сколько 
грушъ было куплино служанкою? 

27. Нкто арендовалъ нЪсколько десятинъ земли за 840 р. Изъ этого числа 
самъ онь обработываетъ 7 десятину, а остальныя отдаетъ въ аренду 10-ю рублями 
дороже за десятину, эмъ платить самъ; и такимъ образомъ за отданныя имъ въ 
насмъ десятпвы получаетъ 840 р. Сколько десятинъ онъ отдаетъ въ наемъ? 

28. Одинъ изъ двухъ крановъ можетъ наполнить бассейнъ 3-мя часами скорфе, 
нежели другой кранъ. Оба крана выфстВ наполняють бассейнъ въ 3 ч. 36 м. Во 
сколько часовъ каждый кранъ, дфйствуя отдБльно, можеть наполнить бассейнъ? 

29. Лодочникъ, плывя по теченію ръкн на протяженін 5 верстъ и возвращаясь 
назадь, употребляеть на весь путь 1 ч. 6 м. 40 с. Скорость теченія рен = 2,4 
вер. въ часъ. Сколько лодочникъ можеть профхаль на спокойномъ озер%, ссли бу- 
детъ грести съ тою же силою? 

30. Два пофзда пробъгаютъ въ 12 ч.: первый нъкоторое нензвъстиое разстон- 


ніе х, другой 114 верстами больше. На перефздъ 1492 верстъ второй пофздъ уно- 


требляеть 45-ю минутами меньше, нежели первый. Найти просерането; пробфгаемое 
первымъ пофздомъ и среднюю скорость каждаго поћзда? 

31. Н%кто помфстиль подъ проценты капиталъ 12000 р.; черезъ тодъ капиталу 
съ наросшею прибылью онъ помфстяль въ нЪкоторое предпріятіе, дававшее 109/ 
больше, и въ конц вторато года получилъ прибыли 756 р. Найти проценты. 

32. НЪкто далъ взаймы 15000 р. за опред$ленные проценты. Спустя $ м. 18 
дней, должникъ, имфвиий право на уплату въ этотъ срокъ, найдя возможность достать 
деньги 1%,-мъ дешевле, предлагаетъ заимодавцу за дальнфЙшее пользованіе капиталом 
эти уменьшенные 9%. Послъдній соглашается, возвращаетъ первый вексель и беретъ 
другой на 15524,5 р. срокомъ на 4 м. Найти проценты. 

33. Спекулявть покупаеть на 24000 р. облигащи, стоящія 2 процентами ниже 
своей ниминальной цфны. Потомъ, когда облигаціп поднялись на 2/ выше своей 
номинальной цфны, онъ оставиль 20 облигацій у себя, а остальныя продалъ за 
15600 р. Номинальная цфна облигацін —.500 р. Найти число куплевныхь облига- 
цій и цфну каждой? 

34. Банкиръ учелъ два векселя: одинъ въ 2080 р. срокомъ на 8 м., другой 
въ 8150 р., срокомъ на 10 м. Полный учетъ составлялъ 280 р. Узваль, по скольку 
%/ учтены оба векселя (полагая үчетъ точный). 

35. Два пофзда выходять изъ пунктовъ М и №, разстояніе между которыми 
равно 560 верстамъ, и идутъ навстрчу другъ другу. Чтобы они встрфтились на 
полпути, нужно, чтобы поБздъ изъ № вышелъ 1 ч. 45 м. раньше другаго. Если бы 
оба пофзда вышли одновременно, то черезъ 7 часовь разстолніе между ними соста- 


1 
вляло бы +; первоначальнаго. Сколько употребляеть каждый поЪфздъь на перефздь 


разстоянія М№ 
86. А и В идуть съ одинаковою скоростью изъ М въ В. А выходить раньше 
нежели В. У третьяго милеваго столба недохода В, А нагонясть стадо гусей, кото- 


Е 1 1 
рое въ каждый часъ дЪлаетъ только —- мили. Черезъ - часа послЪ этого встрЪчаетъ 


1 
онъ стадо овецъ, которое тонятъ со скоростью -=- мили въ часъ, В встрЂчаетъ гусей 
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а 1 
въ разотоянін 2-5 миль не доходя до В, а овецъ 10-ю минутами рапьше того, какъ 


онъ достигаетъ втораго милеваго столба передъ В. Съ какою скоростью идутъ пЪше- 
ходы А и В? 


= 1 з 
37. Нето въ первый годъ посћялъ 4; четверти пшеницы. На второй годъ опъ 


посфяль 16 четвертями меньше всего умолота, лолученнаго отъ первой жатвы, и 
при одннаковомъ урожаћ обоихъ посфвовъ получилъ въ 8 разъ больше того количе- 


1 , > 
ства, которое имъ было посфяно, да еще 21. четверти. Опредфлить урожай, т. е. 


узнать, во сколько разъ количество вымолачиваемой пшеницы было больше количе- 
ства засћваемой? 


38. Найти пять послдовательныхъ цфлыхъ чиселъ, зная что сумма квадратовь 
двухъ большихъ равна сумм квэдратовъ трехъ остальныхъ. 


39. Найти 4 послёдовательныя цфлыя числа, зная, что кубъ большаго равенъ 
сумм» кубовъ трехъ остальныхъ чиселъ. 


40. Корпусъ въ 6048 солдать быль разбить на въкоторое число равныхт отрядовь, 
посланныхъ занять такое же число врФпостей. Во время компав1и умерло отъ эпиде- 

; 1 А 
мін число человкъ, равное 2> отрядамъ, а весь остэтокъ, за исключенюомь 84 
пнвалидовъ, возвратившихся въ главную квартиру, быль точно также какъ прежде 
поровну разставленъ по крБпостямъ. Но уменьшенные гарнизопы оказались не въ со- 
стояш защищаться, и ве крБпости попали въ рукн непріятеля, а люди, за исклю- 
чевіемъ четырехъ цфлыхъ гарнизоновъ п 210 бфглецовъ, были перебиты или взяты 


въ пл®пъ. Потеря, понесенная въ этомъ случа, вуБсть съ потерею отъ эпидемін, 
равнялась 4186 человБкамъ. Найти число крЪпостей? 


41. Известно, что сила притяженія прямо пропорціональна масеамъ н обратно 
пропордіональна квадрату разстояній между взаимод%йствующими тёлами. Зная это, 
опредфлить, на вакомъ разстоянін отъ центра земли находится точка, одинаково 
ирптягиваемая лувою и землею. Масса луны — 1, масса земли — 88, разетоян1е 
между центрами земли н зуны == 96000 километрическихъ лье. 


42. Длинная цилиндрическая стеклянная трубка, запаянная съ одного конца, 
наполнена воздухомъ, находящимся подъ давленіемъ 80”, и вертикально погружена 
въ ртуть, которая въ трубкъ и сосуд находится на одномъ уровић; длина трубки 
надъ уровнемъ ртути въ сосудф == 10”. Какую длину трубки будетъ занимать воз- 
духъ, еслн поднять трубку еще па 10”, такъ что вся высота трубки будеть = 20"? 


43. Цилиндрическая трубка, въ которой движется поршень, погружена въ чашку 
со ртутью. Ртуть въ труби стоить на 12 с. м. выше ея уровня въ чашкћ, колонна 
же воздуха занимаеть 30 с. м. длины. Поршень олускаютъ 6 с. м. Какова въ такомъ 
случа будетъ высота ртути въ трубкЪ? 


44. Высота всасывающей трубы насоса равна 2 метрамъ. Поршень можетъ дви- 
гаться между 1 д. м. и 5 д. м., считал отъ клапана всасывающей трубы. Радіусъ 
поелфдней — 1 с. м., радіусъ верхней трубы — 2 д. м, На кавую высоту поднц- 
метел вода посл 1-го взмаха поршня? 

45. Нужно 88,1625 кг. льда, чтобы понизить съ 350 до 15° Ц. воду, содержа- 
щуюся въ бассейн, ныфющемь видъ усфченнаго конуса съ горизонтальными основа- 
вами, причемъ радіусъ верхняго основал = 1,2 м., высота — 0,9 м., и бассейнь 


1 р . : 
наполненъ водою до =- своей высоты. Вычислить радіусъ нижнаго основанія, зная, 
что скрытая теплота таянія льда равна 80. 
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В, Вопросы съ нњсколькими неизвњстнылті. 


46. Въ трехзначномъ чисель квадратъ цифры десятковь равенъ пропзведенію 
крайпихь цифръ, сложенному съ 4. Разность между удвоенною цифрою десятковь и 
цифрою единицъ равна цифрЪ сотенъ; если написать цифры числа въ обратномъ по- 
радкВ, получится число, дающее, по вычитанін изъ даннаго, остатокъ 890, увели- 
ченный общею цифрою десятковъ. Найти это число. 

47. Названіе одной, знаменитой въ древности, горы пишется тремя буквами. 
Если эти буквы замфнить нумерами, означающими ихъ мфето въ русской азбукЪ, то 
сумма всфхъ трехъ чиселъ составить 15. Среднее число вдвое менфе произведенія 
крайнихъ, увеличеннаго на 1; а сумма квадратовъ крайнихъ чиселъ на 32 единицы 
больше удвоеннаго квадрата средняго чинела. Какъ называлась тора? 

48. Нкто, имЪя капиталъ въ 84000 р., раздёлилъ его на двћ части, помВстивъ 
ихъ подъ различные 9, такъ что об части дають одинаковый доходъ. Если бы 
1-я часть была помфщена на такіе проценты кавъ 2-я, она приносила бы 2880 р. 
Если же 2-ю пометить на проценты 1-й, то она дастъ доходу 1620 р. Найти 06% 
части капитала и проценты, на которые он помфщены. 

49. Кунець, покупая чай и затбыъ продавая его, употребляеть фальшивые въсы; 
черезъ это онъ получаетъ 24-мя процентами больше, чфмыъ еелибы онъ пользовался 
взрными вфсами. Но если бы при покупкћ онъ клалъ товаръ на ту чашку, на ко- 
торую кладетъ его при продаж и обратно, то на цфнф, которую онъ самъ платит», 
опъ ничего не потерялъ бы и ничего не выигралъ бы. Сколько %, барыша онъ по- 
лучалъ бы, употребляя върные в%сы н при покупк и при продажЪ? 


2 
50. Бассейнъ наполняется изъ двухъ крановъ, Первый открываютъ на -= того 


времени, въ которое 2-й одинъ можетъ наполнить бассейнъ; послБ этого открываютъ 

2-й, изъ которато и вливается недостающее количество воды. Если бы съ самаго 

начала были открыты оба крана, то бассейнъ наполнился бы 1 ч. 55 м. 30 с. 
5 5 

скорће, и первый кранъ даль бы -= того количества воды, которое въ дйствитель- 

ности далъ 2-й. Сколько потребовалось бы времени каждому крану въ отдфльности 

для наполненія бассейна? 

51. Въ трюм% корабля, частію залитаго водой, равномфрно втекающей через про- 
боину, работають 2 пемпы, приводимыя въ движене А п В. Изъ нихъ А дфлаеть 
З взмаха въ то время, какъ В дфлаетъ два; но четырьмя взмахами В выкачиваетъ 
столько же воды, сколько А пятью. В работаегь нкоторое время, въ которое А 
одинъ опорожнилъ бы тоюмъ. Затћмъ А выкачиваетъ остальное, и трюмъ опорожнень 

1. з 
въ 13-- часовъ. Еслибы они работали выст, то трюмъ опорожнилея бы въ 3+ 
часа, п А выкачаль бы ста ведрами больше, чъмъ онъ сдлалъ. Сколько притекаетъ 
воды черезъ щель въ одинъ часъ2 

52. А п В выфхалн изъ С и 0, первый 3 часами раньше втораго. Они ветрћ- 
тились въ 20 миляхъ отъ 0, н А достигь Р часомъ раньше, нежели В прибыль 


РЕА 1 
въ С. На слдующій день В выфхалъ раньше и повстрфчаль А, профхавшаго -— 


своего обратнаго пути, и хотя В быль задержанъ на 3 часа, по все таки прибыль 
въ О раньше, ч$мъ А достигъ С, на такое время, въ которое могъ бы проћхать 
28 миль. Съ какою скоростью они путешествовали? 

53. Сосудь можеть быть наполненъ водою посредствомъ двухъ трубъ, изъ вото- 
рыхъ одна вливаетъ въ него по 4 литра въ часъ; другая же труба можеть наполнить 
: сосудъ, употребляя на это однимъ часомъ болфе, чёмъ обф трубы вмъстБ. Послъ 
плтичасоваго совмфетнаго дБЙствія обБихъ трубъ въ сосуд недостаетъ еще 13 ли- 
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тровъ для наполненія его. Спрашивается: 1) сколько литровъ въ чась доставляетъ 
вторая труба; п 2) сколько часовъ должны быть открыты 06% трубы для наполненія 
сосуда? 

54. Изъ средины города идутъ двф улицы, пересБкающія прямолинейно-текущую 
р%ку посредствомъ мостовъ А и В. Изъ мфета встрфчи улицъ идеть къ рфк% сточ- 
ная труба, одинаково наклоненная къ объимъ улицамъ и встрёчающая рЪку въ та- 
кой точкф, которая отстонть оть А на 6 колёнъ, а отъ В на 11 колђнъ меньше 
длины трубы. Издержки по устройству трубы составляли столько фунтовъ стерлинговъ 
на каждое колБно, сколько разъ таковое содержится въ длин улици, ведущей къ А. 
Но какъ одной трубы оказалось недостатотно, то проведена была вторая труба отъ 
пункта этой посл$дней улицы, отстоящаго на 4 колфна отъ А. Вторая труба про- 
ведена была въ тотъ же пунктъ рфки, какъ и первая н была одинаково наклонена 
къ рЁкЁ и къ 1-Й трубъ. Если бы проведены были трубы подъ обфими улицами, то 
издержки на нихъ, считая по 9 ф. с. за колфно, превышали бы только на 54 ф. с. 
стоимость первой трубы. Найти длины: улицъ и первой трубы. 

55. Три города А, Ви С лежать въ вершинахъ прямоугольнаго треугольника, 
причемъ В — въ вершин прямаго угла; разстояніе оть А до В — кратчайшее изъ 
всфхъ. Пфшеходь нашелъ, что время, употребленное имъ на переходъ изъ А въ В, 


а А 
а затЬмъ изъ В въ О, на 2- часа боле времени, въ которое онъ прошелъ изъ А 


въ С. Карета, выфхавшая изъ А четырьмя часами позже пёшехода и Флущая втрое 
скорфе его, догнала его въ 8 миляхъ за В, по дорог къ О. Пріћхавши затћмъ 


2 
черезъ СвъА и прождавши тамъ 6 часа, карета совершаетъ опять тотъ же путь 


и достигаеть мета А въ одно время съ пфшеходомъ, отдыхавшимъ 4 часа въ С. 
Найти разстоянія между городамн и скорости пшехода и кареты. 

56. А и В должны совершить путь между двумя верстовыми столбами шоссейной 
дороти, отстоящими другъ отъ друга на четное число верстъ. Имфя въ своемъ распо- 
раженши только одну лошадь, они уговорились, чтобъ каждый изъ нихъ поочередно 
Ъхаль версту на лошади, а сл%дующую версту шелъ иЪшкомъ; причемъ чтобы каждый, 
профхавъ версту на лошади, оставлялъ бы ее у столба, гдф и находиль бы ее другой 
путешественникъ. Скорость лошади вдвое больше скорости В. Первый садится на 
лошадь В и оба одновременно достигаютъ седьмаго верстоваго столба. ЗдЪеь, находя, 
что нужно ускорить путешествие, они условились проходить пЪшкомъ полуверстою 
въ часъ больше. Скорость лошади теперь уже вдвое больше скорости А, и первый 


: 62 В 
садится на лошадь опять В. Все путешествіе продолжалось 25: часа. Опредфлить 
скорости путешественниковъ и пройденное ими разстояніе. 


592. Историческое примючаще.—Окончивъ статью о рфшен!и уравненій, сдфлаемъ 
краткій историчесый очеркъ развит я теорія уравненій; этотъ очеркъ представить 
вмЪст® съ тъмъ и ходъ развитія алгебры. 

О позваніяхъ Халдеевь въ алгебр намъ почти ничего неизвфстно. Съ достовЪър- 
ностью можно скатать только, что имъ было известно ршен!е нЪкоторыхъ уравненій 
1-Й ст. съ 9 неизвестными. — Единственнымъ источникомъ, изт котораго можно по- 
черпнуть свЪдфнія о состоянін алгебры у древнихъ Еиитяинь, служитъ папирусь Ринда, 
подлинный текстъ котораго быль написанъ почти за 3000 ї%тъ до Р. Х. При рБше- 
ніи уравневій авторъ папируса слЪдуетъ вполнф опредленнымъ правиламъ, соединяя, 
вапр., ноизвБотные члены въ одну часть ур-нія и приводя ихъ къ одному члену. Въ 
конц нъкоторыхъ ур-ній указаны и пріемы повфрки. Изъ содержанія папируса можно 
заключить, что египетскимъ математикамъ извфстно было рБшеніе уравненій 1-й ст. 
съ 1 непзветнымъ.--Самый древній памятникъ математической литературы Литой- 
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цевь (Кіу-Чангъ или 9 отдЂловъ ариеметики) написанъ въ весьма отдаленное время, 
но когда именно — нфть указаній. Глава ҰШ этого сочиненія посвящена рЪшенію 
уравненій. Подробнће знакомить насъ съ познаніями Китайцевъ въ алгебрћ соч. 
Гишт-Ку- Тау, извЪестное подъ пменемъ представленя небесной монады (написано за 
1200 л. елишкомъ до Р. Х). Здесь указаны численные примфры рфшен:я ур-в до 
4-Й степени включительно. НаиболЪе блестящихъ результатовъ достигли Битайскіе 
математики въ рёшевін неопредфленныхь уравненй; въ этомъ направленіл они опе- 
редили и европейцевъ и индусовъ, хотя посл$дн!е и достигли весьма важныхъ ре- 
зультатовъ въ этомъ отдёлЪ алгебры. Послъднее самостоятельное сочиненіе по мате- 
татикЪ, написапное Китайцами, относится къ ХҮІ вЪку; это: Начала искусства вы- 
численія. Здёсь изложено р®шеніе уравневій первыхъ трехъ степеній, съ однимъ 
неизвЪстнымъ, хотя ур-нія 3-й степени ршаются ощупью. Начиная съ ХҮН столЪтія 
математич. сочиненія Китайцевъ составляются уже подъ вліяніемъ европейскихъ мис- 
сіонеровъ.— Индусы достигли въ алгебр высокаго развитія. Самый древній изъ ин- 
Дусскихъ математиковъ есть Арабиитта (жплъ въ У вЪкЪ по Р. Х.). Изь его сочн- 
неній съ достов$рностью можно заключить, что въ его время извёстно было рёшеніе 
Ур-ній 2-Й степени общато вида: а? 02 4|- с=0, а съ этимъ выфетЪ извфетно было 
и производство алгебранческихъ преобразованій; точно также известно было рфшен!е 
ур-ній 1 ст. съ 1 неизв. въ общемъ вид; также самое общее р%шеніе известной 
задачи о курьерахъ въ примфнен!и къ вопросу о двухъ планетахъ. Затёмъ формули- 
ровано ръшеніе неопредфленныхъ ур-ній 1-Й степени. Другой индусскій ученый, Бра- 
моупта, написалъ около 628 г. по Р. Х. математическое соч. подъ заглавіемъ 
„Брама-Спута-Сидганта“ т. е. „Улучшенная система Брамы“. Здъсь показано р шен1е 
неопред. ур-ній вида ат -|- Бу = с, ур-ній 1-Й ст. съ 1 нензвъствымъ, квадратныхъ 
Ур-вій и пФеколькихъ уравненій съ нфеколькими неизвестными, преимущественно 
неопред$ленныхь. Замфчательно, что Брамегупта им$ль понятіе объ отрицательныхь 
величинахъ и объ ихъ значенш, разсматривая ихъ какъ положительвыя, только 
отсчитываемыя въ другую сторону отъ нуля. Подобный взглядъ принять европейскими 
учеными долгое время спустя посл Брамегупты. Третій замфчательный индусскій 
математикъ Баскара (1141—1225 по Р. Х.) оставилъ трактатъ подъ заглавіемъ „Сид- 
гантациромани“ (т. е. вфнець астрономической системы), вторая часть котораго „Віа- 
гапита“ (т. е. вычисленіе корней) содержитъ алгебру. Изъ этого сочиненія видно, 
что Баскара имфль вполн ясное понятіо о положительныхъ и отрицательныхъ коли- 
чествахъ, зналъ правило знаковъ прн умноженш. Ему было извфстно рБшеніе неопре- 
дБленныхъ уравненій І п И ст. (вида ау? -|- # = 22), 1 ст. съ 1 непзвћетныхъ, квад- 
ратныхъ, также отдфльныхь случаевъ рБшенія ур-ній 3-й и 4-й ст. У Индусовъ ва- 
ходимъ и зачатки приложенія алгебры къ геометрін. — Изъ Грековъ Дюфантъ (во 
второй половин% ІҮ ст. поР. Х.), занимавшійся главнымъ образомъ неопредфленпымъ 
анализомъ, какъ полагаютъ, былъ первый, кому пришла мысль объ употребленій буквъ 
для облегченія р®шенія задачт; онъ пользовался иниціалами пеизвЪстныхъ для обозна- 
ченія этихъ количествъ.- Арабы занмствовали своп математическія познанія у индусов 
и грековъ; самостоятельнаго не внесли почти ничего. 

Пизанскій купецъ, Леонардо Фибоначчи, во время своихъ путешествій на востокћ, 
познакомился съ математическими познаніими индусовъ и арабовъ и распространилъ 
эти цознанія среди итальянцевъ, а чрезъ нихъ и въ остальной христанской Европ. 
Ето математичесвій трактать абЪасиз былъ нашпсанъ въ 1202 тоду. Но истин- 
нымъ основателемъ алгебры, какъ буквеннаго исчислен!я, былъ французъ Вьет 
(1540—1603). 

Что касается слова‚алмебра, то теперь выяснено, что оно происходить отъ араб: 
скаго слова дјерг, которое озвачаетъ вставку вывихнутаго члена; въ теченіи всфхъ 
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среднихъ вЪковъ слово эго употребляли въ хирурги въ его иервоначальномъ значен1и. 
Еще и въ наше время въ Испанін словомъ а]ссфга означають вправку вывихнутаго 
члена, а постоправовъ называютъ--аісергіѕіа.--Арабы назвали вашу науку олгсброю, 
желая этпмъ словомъ выразить операцію перенесен!я отрицательнаго члена изъ одной 
части уравненін въ другую, иначе говоря, возстановленіс во второй части ур-нія члена, 
упичтоженнаго въ первой части. 


ГЛАВА 525615. 


Изел%дованіе измъненія нкоторыхъ функцій. --Махіта и 
шина. 


593. Предварительныя свдЬнія и опредфленя. — Количество наз. яере- 
мъннымь, если оно можеть изм нять свою величину; перем нное наз. незави- 
симымә, если его измфнев!я произвольны; если же измъненія перемъннаго у 
зависять отъ измфневй другаго перемфннаго 2, то у наз. зависимымь поре- 
мннымъ или функиѓей перемннаго 2. Такъ, окружность и площадь круга, 
измняясь съ измъненіемъ радіуса, суть функцій радіуса, который въ давномъ 
случа играетъ роль независимаго перем®ннаго; площадь треугольника есть 
Функція основанія и высоты; объемъ прямоугольнаго параллелепипеда есть 
Функція трехъ его измфренй п т. п. Чтобы обозначить, что у есть оүнкція =, 
пишутъ: у == 2). 

Функція непрерывная. — Если изм%нять 2 отъ 2х до 2 == 3 постепенно, 
такъ чтобы это перемнное принимало посл%довательно вс промежуточныя 
значенія между х и В, то если при этомъ (2) остается дъйствительною, к0- 
нечною, а ея прпращевія сами могутъ быть сдёланы какъ угодно малыми,—- 
она наз. ункціею непрерывною между а и В. 

Итакъ, чтобы /(2) была непрерывна въ интерваллё отъ х=а до 2=В, 
она должна удовлетворять сяфдующемъ условіямъ: 1) не имфть въ этомъ интер- 
валлъ мнимыхъ значеній; 2) не обращаться въ оо; 3) когда 2-су даемъ без- 
конечно малое приращен!е, то и соотвътствующее приращеніе Функціи д. б. 
безконечно— мало; другими словами, непрерывная Функція не должна переходить 
отъ одного своего значенія къ другому скачками, не проходя већхъ промежу- 
точныхъ значеній. Напр. такая Функція не можеть изъ положительной сд$- 
латьея отрицательною, не проходя черезъ ноль. Ёели независимое перемънное 
< непрерывно измфнять отъ = до х=В, то сама Функція, предполагая, 
что она въ этомъ интервадлъ непрерывна, можеть изм®няться, или постоянно 
возрастая, или постоянно убывая, нли—то возрастая, то убывая. 

Махіта и тіпіта, — Когда Функція, сначала возраставшай, начинаетъ 
уменьшаться, то въ самый моментъ перехода отъ увеличешя къ уменьшенію 
она принимаеть значеніе большее соефднихъ; это значенієе наз. наибольшимь 
знаменіемъ пли татётитѓомъ Функши. Наоборотъ, если функція, сначала умень- 
шавшаяся, начинаетъ потомъ увеличиваться, то въ самый моментъ перехода 
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отъ уменьшенія къ увеличеню она принимаетъ значеніе, меньшее непоеред- 
ственно предшествовавшихъ и непосредственно слфдующихъ; такое значеніе наз. 
ея наименьшею величиною или тіпітит?омъ. 


Пусть ү будетъ то значене х, содержащееся между х и В, при которомъ 
Функція принимаетъ значеніе с, п пусть № будетъ положительное количество, 
какъ угодное близкое къ нулю. Если эта Функція при возрастани 2 отъ ү — / 
до ү возрастала, а затмъ при увеличеніи х оть ү до ү--/^ идеть убывая, 
то с и есть шахипит Функци при = = ү. Наоборотъ, если Функція уменьша- 
лась при возрастаніи х отъ ү — № до ү, затъмъ увеличивается при возрастани 
2 отъ ү до ү--^№, то с и будеть шіпітип'омъ Функція при 2: ү. Махива и 
тіріта, какъ мы ихъ только-что опредълили, не слёдуеть смЪшивать съ 
самою большою или съ самою меньшею величиною Функц. Во многихъ вопро- 
сахъ независимое перемфнное не можетъ измфнятьея отъ — со до -- ОО, т. е. 
черезъ всю область дЪфйствительныхъ чиселъ, но въ своихъ измфнешяхъ бы- 
ваетъ ограничено конечными предЪлами, и если въ тотъ моментъ какъ незави- 
симов перемънное х достигло своего предфла, Функція получаетъ значен!е боль- 
шее или меньшее прежнихъ своихъ значеній, то это самое большее или самое 
меньшее ея значен1е не составляютъ шахипан?а или пипииии’а въ выше-опредћ- 
ленномъ смыслЪ, такъ какъ въ разсматриваемомъ случа не можетъ быть срав- 
ненія этихъ значеній съ непосредственно слФдующими: послднихъ не суще- 


ствуетъ. Такъ Функція /1 — 2 дёйствптельна только для 2, не превышающихъ 
1; и если измфнять 2 0тъ — оо до |1, то Функція будетъ идти уменьшаясь 
отъ оо до 0, котораго ова доетигаеть при 2:1; здЪеь 0 есть самое меньшее 
значеніе Функціи, но не есть тітйтит въ выше-опредфленномь смысль, ибо 
при 2 2> 1 Функція уже становитея мнимою, сл. ея зваченія не могутъ быть 
сравниваемы еъ предшествующими. 


Эти особыя шахіта и шшима пвогда называются абсолютными, въ отли- 
ч1е отъ наибольшахъ или наименьшихъ значевій хункщи по сравненію еъ со- 
оФднями, называемыхъ относительными. 


Въ виду сказаннаго, нътъ ничего удивительнаго въ томъ, что одна и таже 
Функція можеть имъть нфеколько относительныхъ шахппа или шшипа, или въ 
томъ, что относит. тіпітот Функши можетъ быть больше ея тахішип'а. 


Разрывъ непрерывности. — Н%которыя оункціи (не ифлыя относительно 2) 


могутъ для нЪкоторыхъ значеній перемннаго = претерпћвать разрывъ непре- 
рывноети. 


А 1 8 
Такъ, Функція 8 обращается въ со при #=-5; въ этожь случа 


3 


говорять, что она непрерывна при всякомъ значеши 27, крохъ 2=5; при 


8 : 
2 59 обращаясь въ оо, Функція теряетъ свойство непрерывности. 


Функдія ү — 52 4- 6, которую можно предетавить въ вид /(2— 2)(= — 3) 
также не при всякомъ 2 непрерывна. Въ самомъ длЪ, теорема о знакЪ квад- 
ратнаго тринома показываетъ, что триномъ 2 — 52 -- 6 оетаетея положитель- 
нымъ при веякомъ х, не содержащемся между его корнями 2 и 3; но пра 
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2 < х < 3 становитея отрицательнымъ, а Функція мнамою. Олд. послЪдняя 
непрерывна для всякаго 2:, заключающагося между — оо и -|- 2, а также между 
+3 и +оо; и терявтъ непрерывность при всякомъ х, лежащемъ между 2 и 3. 

594. Графическое изображеніе изифнешй функціи. — Измъненія Фукщи можно 
сдЪлать наглядными, слъдующимъ пріемомъ. 

Пусть данная Функція будетъ 
К=); изображая ее буквою у, по- 
лучимъ уравнене у == (2). . (1) 

Начертивъ дв» перпендикуляр- 
выя прямыя, пересъкающіяся въ 
точкъ 0: 2х’ и уу, и принявъ 
произвольную прямую РФ за еди- 
нкцу, будемъ изображать величины 
незавиевмаго перемфннаго 2: пря- 

Черт. 12. мыми, наносимыми на 06и 25’, 

вправо отъ точки @, если х поло- 

жительно, и влфво, вели 2 отрицательно. Такъ, если 2 -|- 3, то отложивъ 

вправо отъ 0 три раза линю РФ, получимъ прямую ОМ, которая и изобра- 

зитъ 2 -- 3. Вгявъ 2 <= — 1, должны отложить линію Р( разъ влъво отъ 

точки (0: прямая 0, изобразить х=— 1. Разстоянія 0, 0№,, называется 
абсциссами. 

Для всякаго даннаго х можно вычислить величину функцій (т. е. у), под- 
ставивъ вмсто 2 его величину въ ур-ніи (1). Пусть напр. при 2—3 п0- 
лучится у= -|- 0,7. Возставивъ въ точк № перпендикуляръ къ линіи 22. 
вверхъ, отложимъ на немъ ливію ММ, равную 0,7 РФ. Линія ХМ и изобразить 
на чертеж величину данной Функщи, соотвётетвующую величин -|-3 неза- 
висимаго перемъннаго. Подставивъ въ ур. (1) вмъсто х другое число, напр. 
—1, пояучимъ напр. у == — 3. Возетавивъ въ точкъ №, пери. къ линіи 22 
внизъ, отложимъ на немъ прямую М№,М, == ЗРО. Линія №,М, изобразить вели- 
чину Функція, соотвътетвующую значепію — 1 перемћъннаго =. Перпендикуляры 
ММ, №,М,,. . откладываемые вверхъ отъ лини 22, если у2> 0, и внизъ, 
вели у < 0, называются ординатами. 

Давъ достаточно большое число различныхъ значеній х-6у, вычисливъ по 
ур-нію (1) соотвътетвующія значенія у, ваносимъ тё и другія указаннымъ 
образомъ на чертежъ, и соеднняемъ већ полученныя вершины М, М,,. . орди- 
патъ кривою. Йзмњъненія ординат» этой кривой и покажуть — какъ измњ- 
нлется функція при измњненіи перемњнноло х. — Кривая эта называется, 
поэтому, кривою функци. 

Абециссы и ординаты называются координатами точекъ кривой; прямыя 
хх’ и уу —осями координат, первая —осью абоциссъ (или иксовъ), вторая — 
осью ординатъ (или игрековъ). Точка 0 наз. началомъ координат». 

Кривая оункціи, указывая иаглядно измЪненія Функціи, имћетъ еще ту 
выгоду, что разъ она начерчена, она съ лерваго взгляда показываеть тахита 
и ата: въ самомъ дълъ, эти значения, по вамому ихъ опредћленію, суть 
ничто иное какъ ординаты самыхъ высшихъ и самыхъ нисшихъ точекъ кривой 
Такъ, ординаты №М,, Х,М,, № М, суть шахива, а ХМ, ММ, ша. 
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Когда разсматриваемая Функція — дробная, то можетъ случиться, что при 
д====о0 величина ея у стремится къ конечному значенію 4. Въ такомъ слу- 
чаЪ построеніе кривой покажет, 
что по мрв удалевія точки Р 
влЬво, т. е. по мъръ прибли- 
жешя х къ — со, ёрдината МР 
будетъ стремиться къ 4, и слЪд. 
точка М бояће и болће будетъ 
приближаться къ прямой АВ, 
параллельной оси 2’ и отетоя- 
щей отъ нея на 4; кривая бу- 
деть имть видъ (1) или (2), Черт. 18. 
смотря потому, будетъ-ли Функція приближаться къ @ уменьшаясь, или же 
увеличиваясь. Въ такомъ случаЪ говорятъ, 970 прямая АВ служить ассимп- 
тотою кривой; кривая неограниченно приближается къ прямой АВ, никогда ея 
не достигая, ибо ордината (или, что тоже, величина Функщи), обращается въ 
а только при х= — оо. — Такъ какъ при 2 =-Р- оо Функція получаетъ опять 
величину @, какъ и при 2 — оо, то получится другая вътвь кривой, (3) 
или (4), имфющая туже ассимптоту АВ. Въ данномъ случа ассимптота парал- 
лельна оси =. 

Есди разематривая Функщя есть дробь, то можеть случиться, что знамена- 
тель ея обращается въ ноль при нъкоторомъ дЪйствательномъ значеніи =, напр. 
при == а. Тогда при 2—0 — А (гд № какъ 
угодно мало), т. е. при х стремящемся къ а, У В 
но остающемея всегда < а, дробь стремится къ 
оо, либо къ — оо; иначе говоря, по мрЪ 
пряближенія абецисеы къ ОР, ордината неогра- 
ниченно возрастаеть въ положительномъ, либо 
въ отрицательномъ направлен!и; получается вЪтвь 
кривой (1), лабо (2). Если затфмъ 2 сдфлается 
немного больше а, пранявъ значеніе а-л, 
большее а, Функція останется безконечно боль- 
шою, или того же знака, какъ прежде, или пере- 
мнивъ знакъ; но эта величина, сначала без- 
конечно большая, будетъ по абсолютной величинЪ (2) (4) 
становиться все меньше и меньше, по мр того 
какъ х будеть удаляться отъ а, и получитея 
вЪтвь кривой (3) или (4). у? 

Прямая РВ будеть ассимттотою кривой, 
параллельною оси оу. Черт. 14. 

Переходимъ къ изученію измЪненія нфкоторыхъ элементарныхь Функшй. 











І. Изел%дованіе функцій первой степени. 
595. Творкмд. — Функиія первой степени 


уа: -|-0 
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непрерывна на всемъ протяжении дъйствительныхь значеній перемьннало х; 


при увеличении х она прорессивно возрастаеть, кода а 2 0, и уменыиается, 
кода а< 0. 


1. Во-первыхъ, очевидно, что при всякомъ дфйствительномъ и конечномъ 
х Функція дЪйствительна и конечна. Затъмъ, пустъ =, будеть нЪкоторое опре- 


дЪленное значеніе перемъннато 2; соотвфтетвующее значеніе у пусть будетъ 2, 
такъ-что 


У, = аж, | 5. 


Дадимъ 2, нфкоторое приращен!е №, и пусть соотвътствующее приращеніе 


у, будеть К; то у-- К=а(ж--1)-Р 6; вычтя изъ новаго состоянія Функціи 
прежнее, найдемъ: 


К = [а(2,-|- №) 4-0] — (аж -- Б) = а. 
Такъ какъ с конечно, то по мфрф приближенія 1 къ нулю, а произведене 
ай приближается къ нулю; елФд. ай, т. е. приращене К оункціи м. б. едЪлано 


какъ угодно мало. Это имфетъ мето при всякомъ 2, слъд. Функція непрерывна 
на всемъ протяженш дфйствительныхъ значеній =. 


2. Возьмемъ рядъ возрастающихъ значевій 2: 
п «а «аиа (1) 


Если а > 0, то умноженіе на а не измћнитъ смысла неравенствъ, и полу: 


чимъ: ах < ах” < аз" <  : Придавая по 6, также не нарушимъ нера- 
венетвъ, елд. | 


ай за’ < а" НЬ. 6 .-. 
Если же а < 0, то изъ (1) найдемъ: аз > ав" е 0". + + 5 а отсюда 
ах’ 6 > оа" а’... 


Итакъ, когда х возрастаетъ, то Функція поетоянно возрастаетъ при а >> 0, 
и постоянно уменьшаетея при а < 0. 


Примъръ 1. — Функція у= 52 — 2 при возрастаніи х возрастаетъ; при 
х безконечномъ она безконечна; когда 2, увеличиваясь, проходитъ чрезъ зна- 


‚2 А 
ченіе = , обращающее Фупжцию въ (0, она изъ отрицительной обращается въ 
положительную: 


д ор 200 <<. Фоо 
и о. -<.. <... о. 
Примъръ П. Функція у=— 22-1 при возрастаніи х идетъ убывая; 


когда 2: безконечно, абсолютная величина ея безконечна; когда 2, увеличиваясь 
оар А 
проходить чрезъ значение =, обращающее ФУНКЦИО ВЪ 0, она изъ положитель- 
ной обращается въ отрицательную: 
а г БОЕВ 


у | о. >... - 


<... <... 


..о...о...-©. 


Ф ь|(- 


— 177 — 


Примъчане. — Такимъ образомъ Функшя ат -|- 0 не имфетъ относитель- 
ныхъ шахта и шіпіта, ибо она измъняется не колеблясь; она имфетъ абсо- 
лютный тумтит, равный — оо, и абсолютный тазтит, равный -- оо. 

596. ТеорЕвмА. Линія, изображающая функийю, связанную се 
независимымь перемьъннымь уравненлемь первой степени, есть прямая. 

Возьмемъ уравнене у= ах--Ь и, положивъ Ў ах, построимъ сперва 
геометрическое мъсто точекъ, которыхъ координаты удовлетворяютъ ур-нію Ү—а. 
Пусть 0, №, М” будуть точки искомаго мФета; проведя ихъ ординаты ЦР, МР”, 
МР”, соединимъ точки 0, М, М” еъ 0. Такъ какъ координаты искомаго мета 
должны удовлетворять ур-нію Ү —ах, то 
ОР МР, — М”Р” Р МР’ М”Рр” 
Ор 20: ОР —® = фр 7—6 И.Т, Д.И ОБ орге бы" == 








Изъ этого слФкуетъ, что треугольники (00Р, МОР”, М”ОР",... имћютъ по 
равному (прямому) углу, заключенному между пропорщональными сторонами, 
сл. подобны. Изъ подобія 
же ихъ слфдуеть равенство 
угловъ 00Р, МОР”, М”ОР”,... 
доказывающее, что лиши 00, 
ОМ, 0М”,... совпадаютъ, а 
слъд. точки 0, М, М№,.... 
лежать на одной и той же 
прямой, проходящей черезъ 
начало координатъ. Итакъ, 
геометрическое мЪето уравне- 
нія Ү = ал: есть прямая 00. 

Чтобы отъ ордиватъ У 
перейти къ ординатамъ у, 
соотвфтетвующимь тЪмъ же значеніямъ 2, достаточно къ первымь прибавить 6 
(въ ту или другую сторону, ем. по знаку 5): получится прямая $Т, либо ВО, 
параллельная первой. 


Итакъ, функшя ал -|- 0 во всякомь случа предетавляеть ордннаты 
прямой. 





Черт. 15. 


П. Изелфдоване квадратнаго тринома. 


597. ТкорЕМА. Квадратный триномъ 
у = ал" | с 
есть функція непрерывная дая всњхъ дъйствительныхь значеній х отъ 
— со до + 00; кода а > 0, функція эта имъеть тіпітит, при 
о < 0 она иметь тахипит; тазётит ш тітітит выражаются 
формулою 


$? — 4ас 
4а ' 
и С. 
а соотвњтетвующія значенія х формулою: — 5:5 наконец, функція 


12 


ао 


имъеть равныя величины, кода х получает значенія, равноотетояиия 
(2 
отв | — 5), и наоборот. 


1. Во-первыхъ, очевидно, что при веякомъ дЪйетвительномъ и конечномъ 
значеніи 2, триномъ дЪйствителенъ и конеченъ. Давъ перемфнному х значенія 
х, и =, №, обозначивъ соотвътствующія величины у черезъ у, и у, -- К, 
находимъ: 

К (0 К) — ии "Е Ца, № + — (аа 0 0) 

— ай -|- (202, 4- 5)% = Мах, -Нь-- а]. 

Множитель въ скобкахъ, будучи пфлымъ относительно 23 и №, конеченъ 
при всякихъ конечныхъ значеняхъ 2 ий, а слъд. произведене этого конеч- 
наго количества на № можно сдфлать какъ угодно близкамъ къ нулю, приближая 
къ нулю приращене №; иначе говоря, когда № стремится къ 0, тои К стремятся 
къ предфлу — нулю, слъд. триномъ есть Функція непрерывная. 

2. Зам®тимъ, что квадратъ какого-либо выраженія измЪняетея въ томъ же 
смысл, какъ и абсолютная величина этого выраженя. Если положительныя 
числа пдутъ возрастая, то и квадраты ихъ идутъ возрастая. Если отрицательныя 
числа идутъ возрастая, ихъ квадраты уменьшаются. Помня это, дадимъ триному 
знакомую уже Форму: 


613 02 4ас ў 
у=а [(2- 5) “| Жр уе наб ә М 167 Чала ала 8а (1) 
Будемъ измфнять 2 отъ — со до - оо, замфтивъ въ числ этихъ значеній 


ь Ь 
то, при которомъ 2 -- >. обращается въ нуль, именно == — 5.. Напишемъ 


а.а А 
рядъ значевій 2, возрастающихь отъ — Оо Д0 — 2, а ПОТОМЪ 0ТЪ — >, 
до -- со: 


д|— ©. <. - <... <... <... (оо. 


Ь 
Придавая къ каждому, воображаемому въ этомъ ряду количеству по :-, 


мы не измнимъ смысла неравенетвъ; елфд. измненія 2 -- =. будуть идти 
слёдующимъ образомъ: 
РЕ О 
і —— ———^ 
= А 


Я Ъ 
Возвышая значенія 2: -- 55 воображаемыя здЪсь, въ квадратъ, и замфчая, что 








квадраты отрицательныхъ значеній пойдутъ уменьшаясь, а положительныхь — 


о 


увеличиваясь; получимъ слъдующій рядъ измфненй выраженя (= + >): 
8 
(24-2) | Боо... 0. 66 Боо: 


: рү? 
Замътимъ здБеь, что выраженіе (2+ >.) идетъ уменьшаясь до того мо- 


— 119 — 


А Б 
мента, когда 2 достигаеть крптпческаго значенія — -— , а потом» идетъ, без- 


: ь ү 
предльно увеличиваяеь. Такимъ образомъ, выраженіе (2+ 5) проходить че- 


а ь 
резъ ииитит, равный 0, когда 2 достигаетъ величины — =. 
? 2а 


Иридавая къ каждому члену, воображаемому въ поелъднемъ ряду, постоян- 
$ — 4ас 


нов количество — ——.; —, МЫ не нарушимъ смысла измЪненій, и получим 


М Р А ъ\? 5 
нижеслъдующій рядъ изм%неній выраженія (#-—- =) ее, 


2а 4а? 
6\2 12-_ 44с 02—4ас 
Свае а "а 


А: <...<... + оо 5 





|} ОО +. +... 6. — 


Наконецъ, чтобы отъ этого выраженя перейти къ триному, нужно ввести 
множителя а; но здфеь нужно различать два случая: а> 0 и а < 0. Въ первомъ 
олуча умноженіе на а не нарушить смысла неравенствъ, во второмъ, умножение 
на а измЪнить смыелъ веъзхъ перавенствъ. Итакъ окончачельно имфемъ слф- 
дующую таблицу измъненій тринома: 


[Л 





д!— со... <... <.. < р .. <... <... Боо 
р $?— ас 
ах 4- 0-с при «>0 - со >... —- т <. <... оо 
р 
аа? 4-2 -- с при а< № анон >> — во. 


Отсюда непосредственно видно, что: 


1) Пиа>0 триномь ах*--0%--с идетъ уменьшаяеь до того момента 


(А 
когда 2х цостигаетъ величины — Эа а съ этого момента онъ идетъ возрастая 


неограниченно; слъд. при @ >> 0 триномъ имћетъ тімйтит, равный 


02 — 4ас 
424 7 


| Ь 
когда х получаетъ значеніе (– 55): 


2) При а < 0 триномь а2*-|-02-|- с идетъ возрастая до того момента, 


Ь 
когда 2 достигаетъ величины — ТР затмъ онъ неограниченно уменьшается; 


саъд. при а < 0 триномъ имфеть иахипит, равный 
63 — дас 
42а *? 


[2 
котораго достигаетъ при = — Ба, 


3. Дадимъ перемънному 2 два значенія, одинаково по абсолютной величинф 


: (А А 
разнящіяся отъ (– 55) ; эти значенія будуть вида 


5 Ь 
1—5 —й И == — 5 -| в. 


32* 


— 130 — 


Подставивъ эти значенія х въ Формулу (1), найдемъ, что триномъ въ 
$2 — 4ас 
обоихъ елучаяхъ обращается въ а — =) ‚ т. е. получаеть равныя 
значенія. 
Обратно, пусть триномъ получаетъ равныя величины при двухъ значеніяхъ 
2" и а” перемфннаго =, т. е. пусть 


а Б | о ах |00 4-с, 
откуда а(2/ — 2%) 4-0 — 2") 0, 
или, раздъливъ 06% части на а(2/ — 2”), найдемъ 
(А 
и 20 
пусть 27 < 2; мы можемъ предыдущее равенство написать въ видћ 
(А 1л , 
(А 
— ( — —) == — — —– Ф 
7 ( >) 24а 2 
` А 
а это означаетъ, что избытокъ количества 2 надъ — ос Равенъ избытку 


(А 
— 55 НаДЪ 27, или, другими словами, что 2 и 2” равно отетоятъ отъ — 5. ; 


Ь 
вели большее изъ этихъ количествъ равно Е №, то меньшее будетъ 


бе А 
2а | 

598. Примњчаніе Т. — Йзъ предыдущей теоремы непосредствено заклю- 
чаемъ, что: 

Кода а >> 0 триномь два раза проходить черезъ ноль, если ео тітйтит, 
отрицателен», одинь разь — кода этотъ тіпітит == 0, и не обращается 
въ ноль, если тітітит положителен». 

Въ самомъ дълВ, триномъ непрерывенъ и измёняется въ разсматриваемомъ 
случа отъ - оо до шіпімит'а, а потомъ отъ шшиииига до -- со, проходя 
чрезъ прежнія значенія; слёд. онъ можетъ обратиться въ ноль только тогда, 
когда его шіпітатю < 0), и въ такомъ случа два раза пройдетъ черезъ ноль. 

Значенія х, обращающія триномъ въ ноль, дають въ этомъ олүчаћ полу- 


ь 
сумму равную — с-, ибо они равноототоатъ отъ этой величины. 





2а 
Иначе говоря: когда а>0 уравненіе аа“ -|- 2 -|- с 0 имфетъ дЪЙстви- 
62 — 4ас ` 
тельные неравные корни, ебля — ——.2—- < 0, или 0% — 4ас2> 0, а сумма 
Ъ $: 4ас 
корней равна —_; но имфеть равные корни, если а == 0, или 


| 6 
02 — 4ас— (0), а общая величина ихъ есть — 55 5 Наконець, корни его мнимы, 


62 — 4ас 

кода — — 22 
Все это — знакомые результаты, найденные здесь только инымъ путемъ. 
Такимъ же образомъ; одного взгляда на таблицу измъненій тринома доста- 
точно, чтобы убфдиться, что при « < 0 необходимо, чтобы тахітит былтъ положи- 





> 0, или 5 — 400 < 0. 


— 181 — 


телепъ, для того, чтобы Функція прошла черезъ 0, но тогда она и другой разъ 
пройдетъ черезъ ту же величину. Этотъ случай изслъдуетея какъ и предыдущій. 

Примњчаніе ТТ. — Вогда траномъ не можетъ обратиться въ ноль, већ его 
значения — того же знака, какъ а; тоже самое имфетъ мъето, когда шахииит 
или шийшим равенъ нулю. 

Когда триномъ проходить два раза черезъ ноль, знакъ его противоположенъ 
знаку а для везхъ значеній =, содержащихся между этими двумя частными 
значеніями =, но знакъ его одинаковъ съ знакомъ 2 для вофхъ остальныхъ 
значеній 2. 








ь 
д| — со... < 660, <... — ра <. <. оо 
А 0% — 4ас 
ах -|- 6 -|- сприа > 0 +оо: 60 ае < 0... <... оо 
КЕМЕ, НЕБЕ, ешь. |“ 
знакъкозо. а) знакъ о9о. —а | зн. к0э0. -|-@ 
62 — 4ас 
4а 
м а СИР Е ЧЕНИНЕ — 








Кин 60) <: м... 0... >00. 


знакъкоэФ.--а  знакъ коэф. —@ зн. коо. Ра 


Такимъ образомъ уже знакомые намъ результаты относительно измћненія 
знака тринома ясно вытекаютъ изъ непрерывности измъненій этой Функщи. 
Примњчаніе ПТ. — Относительный тахітит или тітітит тринома 
аа? -|- 02 |- с есть вмъетль съ тъмь и абсолютный. 
Пусть напр. о >> 0; таблица измъненій показываетъ, что 
02— 4ас 
та 
дЪйствительно меньше већхъ другихъ значеній функців; елд. это -— тінітит 
абсолютный. 
Это же непосредственно сл%дуетъ изъ Формулы 


ети] 





ЕА 
Въ самомъ дл, перемфнное количество (25-2) ‚ будучи квадратомъ, 





24а 
р 

имћетъ наименьшую величину ноль, при = — 54° 

— 4ае 

Олд. паименьшая величина скобокъ есть — —- ддя > УМНожая на поло- 
жительное в, найдемъ и для у наименьшую величину, которая слфд. —= 
02 — 4ас 
4а 


599. Графическое представленіе хода изиБненій квадратнаго тринома. 

Укажемъ планъ построенія кривыхъ, изображающихъ изм%ненія тринома, 
различая два главныхъ случая: а> 0) и а < 0, и въ каждомъ изъ нихъ 3 под- 
разд®левія: 0 — 4ас > 0), 0 — 4ас=— 0), 5% — 4ас < 0. 

Пусть а 2> 0 и 65? — 4ас > 0; въ этомъ случаъ таблица измћненій тринома 


Р Ъ ИЙ 
($ 598) показываетъ, что при 2== — 52 ОНЪ иметь отрицательный шіпі- 


— 182 — 


02 — 4ас 
Ша затфиъ при 2, равныхъ корнямъ (2, п <.) обращается 


въ ноль; наконецъ, по мър®: уменьшеня перемфннаго х отъ 2, до —–оо и 
увеличен!я отъ =, до -- со, триномъ возрастаетъ отъ 0 до |- со. Шри каждыхъ 


| р Д 
двүхъ значеніяхъ 2х, равноотетоящихъ 07ъ — аа > значенія тринома одинаковы 


по величинћ и по знаку. Отсюда такое построенів. Откладываемъ (черт. 16) 


(й 
на оси абециссъ, вправо или влфво, смотря по знаку, отрфзокъ ОА — — 


Въ точкЪ А проводимъ параллель ВС къ оси уу’ и откладываемъ на ней отрЪзокъ 
уу р 


0% — 4а 9 
АВ == — — 2 ВЕИЗЬ отъ точки А (т. к. шіпіюши этоть < 0); такимъ 


образомъ получаемъ наименьшую ординату, и точка В есть нисшая точка кривой. 


получа- 
емъ точки Н и Н”, которыми опредфляются корни ОН и ОН’ тринома; для этихъ зна- 
ченій 2 ординаты — 0, слд. въ точкахъ Н и Н’ кривая пересћкаетъ ось х— въ. 
Соединивъ точку В съ точками Н и Н’ кривою, продолжаемъ части ВН и ВН’ 
этой кривой вверхъ, располагая 06% вЪтви симметрично относительно прямой 
ВС. Въ самомъ дъл®, мы знаем ($ 597, 3), что для всякихъ двухъ значений 2, 
равнодтстоящихъ отъ ОА, значевія у равны, т. е. что если взять АР = АР”, то 
перпендикуляры РМ и Р къ оси хх въ точкахъ Ри’, представляющія орди- 
наты кривой, равны; олд. хорда ММ’ будетъ параллельна оси х—въ и раздћ- 
лится прямою АС пополамъ. Олъд. линія АС д®литъ пополамъ већ хорды кривой, 
ей перпендикулярныя, т. е. дълитъ кривую на дв симметричныя части. Поэтому 
АС наз. осью кривой, точка В вершиною кривой. Самая кривая есть ларабола. 


Для боле точнаго построенія кривой нужно дать л-су большее число зна- 
ченій и вычислить соотвЪтетвуюция зваченія тринома, нанося ихъ на ордина- 
тахъ: такимъ образомъ получител большее число точекъ кривой и Фигура вя 
опредфлится точнфе. Такимъ образомъ ходъ измёневй тринома изображается 
наглядно и выясняются већ частности. Напр., видно, что кривая можеть пе- 
ресвкать ось х-овъ только тогда, когда шшииит отрицателенъ, и т. п. 


Разъ кривая построена тщательно, т. е. при помощи достаточнаго числа 
точекъ, она можетъ служить для болће быстрато опредъленія величинъ Функщи 
(у), соотвётетвующихь данной величинЪ перемннаго 2, и обратно, для опре- 
дЪленія значеній х, соотвътетвующихъ данному у. Въ первомь случа доста- 
точно нанести данной х по оси 572 отъ точки 0, вправо или ваЪво, см. по 
знаку; пусть Р будетъ найденная точка; затЪмъ взять точку М кривой, въ ко- 
торой перпендикуляръь къ оси алх, возставленный въ точкЪ Р, пересЪкаетъ 
кривую. Длина МР и предетавитъ абсолютную величину тринома, о знак же 
судимъ по положенію точки М относительно оси х-овъ. . 

Для опредфленя значеній 2-са, при которыхъ триномъ принимаетъ данную 
величину 5, наносимъ на ось у-въ, начиная отъ точки 0, въ направленш, 
опредёляемомъ знакомъ #, длину 0 /; черезъ точку Ж проводимъ параллель 
оси х-въ: пусть она ветр%чаетъ кривую въ точкахъ М и М: абециесы ОР и 
0Р' этихъ точекъ и будутъ искомыя значеня =. 


Р 6 — 4ас 
Вправо и влђво отъ точки А откладываемь линшАН = АН’ = ПА к 
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Сказаннаго достаточно для построенія кривыхъ во вефхъ елучаяхъ; разъ- 
яененя излишни. Поэтому мы прямо прилагаемъ таблички измъненій тринома 
для каждаго случая, а протавъ нихъ кривыя, выражающія эти измёненя. 

Значенів линій указано велъдъ за каждымъ чертежемъ. 

1 случай: а> 0. 

1. 0% 4ас>2 0 «<. 














ъү2 02 — 4ас 
(в) ғ: 
РЕ: р у 
— оо + оо 
0, 0 
ф от 6 — 446 
=> пит. у— ваа < @ 
#5 0 
И. 
Черт. 16. 
А 02 4ас 


2. 0 — 400—0); === 2). 
р 


у—в(#+ 2) 





аа д у 
— со —- оо 
Ід . 
522 тп. у 0 
80 | 4-оо 
=> 


3. 0% — 4ас< 0; =, и =, мнимые. 











25 Ъү2 02 — 4ас 
уа [(2-- 5) 7 а? 1 
А 2 | у 
— со 4-90 
_ 6 ый 62 — 4ас 0 
ру в. и — и. 
+оо +оо Ра 
9 
Ао дри 





— 48а — 


| случай: а<0. 
1. 5 — 496 >0; в < а. 




















$2 6 — 406 
у=а [(#-Н 5.) — 4а? | 
В 
\ғ Савр 9 2 у 
х' и | \», КЕБ 0 0 = 
Б А . 
Ь 02 — 4ас 
А а тах. У — а= е 
/ 2, 0 
5’ оо — с 
Черт. 19. 
= ь. __ 6 — 496. с. ПОЕ 
А=— 5; АВ 0—41; ОР, 
2. м — 4—0; ===. * 
р\? 
у=(:4+5) Ы 
«У. 
х7 |0 Д х 
+ Ф | у 
— со — ОО 
Еро тах. у 0) 
2 ат. у—0. 
оо — 
А 5 -- | со 
Черт. 20. 
ь 
ИТ 
3. 6—4 <0; х, и =, мнимые. 
р 5 6 — 406 
ее. 
х 
2 у 
— оо — ОО 
6 62 — 4ас 
—— тат. у — — 
2а 44 
Но | — < 
Черт. 21. 
Ь 02 — 4ас 
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а 3 
600. Примъръ І. Изелљдовать измњненія эпринома у о 122-18 


зри измънени 2 отъ — оо до -- оо. Предетавимъ триномъ въ видћъ 
3 
=5[@#+ 4—4]. 


Отсюда, по предыдущему, прямо сл%дуетъ таблица измъненій: 

21 —©...<... 6: 2—4. 6 <. Е) Еа ‚оо 
у 1 Босо. 0... >- 6. <... 0. <... оо 
т. е. данный триномъ уменьшается отъ |- оо до — 6, когда 2 возрастаетъ 
отъ — оо ДО — 4; потомъ онъ увеличивается отъ — 6 до -- оо, когда 2 воз- 
раставтъ отъ —4 до -|- оо. Ол%д. траномь иметь пишит == — 6 при 
х==--4; проходитъ дважды чрезъ каждую величи- | 
пу, большую —6, и никогда не длается меньше 

Грахически измёненя  хункци изобразятся 
измфнещемь ординаты параболы, которой ось па- 
раллельна оси у, причемъ координаты нисшей точ- 
ки (вершины) суть: х—=—4, у=— 6; кривая 
два раза пересћкаетъь ось х, въ точкахъ, копхъ 
абециссы суть: — 2 и — 6. 

Примъръ П. — Изслљдовать  измъненая 
тринома ү — х? -|- 2х — 3 при измъненіи х 
оть — со до оо. 

Представимъ триномъ въ вид: 


— (0—10) 3. 
Имфемъ таблицу изм%неній 

2 |— оо. <... <. <... <... 

01 — с. <... <. 9..2... >... - 
Заключаемъ, что триномъ увеличивается отъ 
— 00 Д0 — 2, когда х возрастаеть отъ — оо 
до --1; затЪмъ онъ уменьшается отъ — 2 
до — со, когда х возрастаетъ отъ -|- 1 до 
-- оо. Олфдоват. функція имфеть шахнопт 
(— 2), соотвётствующй 2: -|- 1; олд. она 
не проходитъ черезъ 0, но проходитъ дважды 
чрезъ всякое значене, меньшее — 2. Пара- 
бола, представляющая ходъ измъненій трино- 
ма, вея лежить въ области отрицательныхъ 
игрековъ. Черт. 23, 








Ш. Изелвдованіе биквадратнаго тринома. 


601. Теорема. — Биквадратный триномз. 
у — а: -- бес 


есть ‚ функция непрерывная для всъхь дъйствительных значеній х 0тз 
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— оо 00 4-оо. Функція эта необходимо имтетз татипит, либо та- 
тітит, равный с; кромњ тою, кода а и Ъ имьютз противополож- 
ные знаки, она еще имъеть либо два талітит^а, либо два тінітита; 
если же а и Ъ имьютз знаки одинаковые, то никакою тах., или 
тіпт. , кромњ с, триномг не имњетв. 


1. Очевидно, что при веякомъ дфйствительномь и конечномъ значеніи 2 
триномъ д®йствителень и конеченъ. Давъ перемфнному 2х нъкоторое прираще- 
нів № и вычтя изъ новаго состоянія Функціи прежнее, найдемъ соотвфтетвую- 
щее приращеніе у (й): 


Аа) НИ) в аара с: 4а2%--201--106аа2--4асђ--а--))]. 








Множитель въ квадратныхъ скобкахъ конеченъ при всякихъ конечныхъ 
хи №; и олд. при безконечно маломъ /, вторая часть м. б. сдфлана какъ 
угодно мала; слъд. триномъ непрерывенъ. 


2. Подставпмъ триномъ въ видь 





0\2 02. 4ас 
== у а. Е ИЕ е 
0 [С - 24 да? ] 
Первый случа: с> (0), 6—0. 
Какъ и для квадратнаго тринома, составляемъ таблицу: 


2 55 О еа нңу/-2: <. фоо 





| 2а За 
ъ р 
2% ЕО: . >. . о в >. 0. <. ‚о 66 = +-со 
. ь\2 р 
(Не) Боо: (>... 0..<. РР. ‘>. 5. 0. <, --со 


Є а . 
Ол%д. (2% 55) проходить черезъ шіпішит 0, когда 2 проходить чрезъ 
у] 
да? 
когда 2 обращается въ 0; уменьшается ко тіпішит’а равнаго нулю, когда 2: 


(2 7 
величину -— \/- ГРЫ затёмъ тотъ же квадратъ проходитъ чрезь шахппитћ 





р 
увеличивается до -|- \/ —5=’ а потомь увеличивается до безконечноети. 




















62 — 4ас 
Прибавляя постоянное количество — да? 8 Умномая на положитель- 
ное количество о, мы не измнимъ смысла неравенетвъ, и найдемъ: 
2 | ©... <... — фо <: < - оо 
2% 2а 
$2 — 4ас 08 — 4ас 
у | +оо: .>.. а Зе И .. <. с 
4а 4а 
Итакъ, въ случав: а 2 0, 0 < 0, биквадратный триномъ имфеть два щіпі- 
, $2 — 4ас : р Е 
шии’а, равные — -—-.——, и одинъ шахнити, равный с. Миша триномъ 


(А А 
иметь при 2=== \/ — 5а’ Махшиии при 2— 0, 
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Для слёдующихъ случаевъ. мы прямо даемъ результаты, которые получаются 
тёмъ же премомъ. 
Второй случай: о> 0, 620. 
р 








— 00. .<..<...0... <... <. оо 
+оо. . >. >. ‘:е...<... . -|-оо 
триномъ имфеть шиИшии == с, при 2 0. 
Третій случай: в<0, р 20. 
| -—оо. .<..<...0...<... . +оо 
у] — ©. „<... < ‘6... 00 
триномъ иметь тахииит == с, при 2 0. 
Четвертый случай: #«<0, 02 0). 
а — со. . на Е т. 2: . 2. . ‚ < 
ое и. с а Е . —со 


$3 — 4ас 
Въ этомъ случав триномъ имћетъ два шахітютит”а, равные — — др > 80° 





торыхъ онъ доетигаетъ при 2=2-4|--0 55’ И ОДШНЪ шіпім ши с, при 2 == 0. 
602. Графическое представленіе. 1. Пусть напр. 
а>0, 5<0, й—4%>0, с> 0. 
При этихъ условіяхъ триномъ имфетъ положительный шахлиии с и два 


2 02 — 4ас 
отрицат. минимальныя значенія, равныя Е. шах. с триномъ имћетъ 
Рр х Е и К. а= 
при 2:0, шшииа при === а? Отсюда построеніе: беремъ = 5; 


00 007 \/ — Е ор = 22420, Махилию соотвътствуетъ точкћ А кривой, 
тіпіша — точкамъ В и В’. 0% 
х2 пересЪкаетъ кривую въ че- 
тырехъ дЪйствительныхъ т0ч- 
кахъ, елд. триномь 4 раза 
обращаетея въ ноль, при х п0- 
парно равныхъ, но противо- 
положныхъЪ по знаку. Это є0- 
вершенно сообразно съ тъмъ 
результатомъ, что при данныхъ 
условіяхъ биквадратное ур. 






\ 


РЧ аон чело ааа 
а-я с==0 ммфеть 4 2 у 8 _ 
различвыхъ  дВйствительныхь й 
корни. Черт. 24, 


Возьмемъ численный при- 
мёръ для разематруваемаго случая. 
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Примъръ. — Изсльдовить измњненіг у, связанно съ х уравнещемь 
ух — 6х°-|-5 при измюнени х оть — со до -|-оо. 
Въ числ критическихь значеній 2 опредфливъ и корни тринома 2* — 62*-|-5, 
которые равные 5/5 и == 1, даемъ у Форму: 
1 
у= [09 — 3—4], 
п находимъ слъдующую таблицу изи%неній у: 
—00..<..—у 5...0 3..<..—-1..<..00 НЫ ЗЫ. 
аа 0...5 ее 


тіп. шах. шіпі. 


Отсюда заключаемъ, что Функція уменьшается отъ -- со до — 2, когда = 
увеличивается отъ — со до — у 3, проходя 
чрезъ 0 при === — {/ 5; затъмъ она увели- 


5 А 
чивается до -- при возрастанін 2: до 0, про- 


ходя чрезъ нулевое значене при х—=— 1. 
Съ этого момента Функція проходптъ прежнія 
значенія, въ обратномъ порядкъ. На чертеж%: 





007 ==00— 4/3; 
0'В/—08— 2; 
04= 5; | 
Черт. 25. 0Е— 0Е = /5; 00'== 00 = 1. 
2. Пусть будетъ: а> 0, 020. 
у При этихъ условіяхъ 


триномъ 02*--02%-|-с умень- 
шаетея оть оо до с, а 
потомъ возрастаетъ отъ е до 
- оо, проходя черезъ шіпі- 
тию с при 2—0. Въ ноль 
она можетъ обратиться толь- 
ко два раза, при двухъ рав- 
ныхъ и противоположныхь 
значеніяхъ 2, И то лишь въ 
томъ случа, когда с< 0. 


ХА 


Әти измфненя представ- 
лены на чертеж, причемъ 
предполагается е < 0). 





Черт. 26. 
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: з _ ат -1-Ъ 
ТҮ. Изелёдованіе дроби: у и 
603. Даемъ перемфнному 2 н%которое приращеніе р для соотв тетвующаго 
приращеня / дроби находимъ: 
5“ (=--)--ӰЫ ахь #(и — а) , 
аа аз" (аз азы -Ра®) 
СА 








7 Ы 
Отсюда заключаемъ: 1) когда 2 приближается къ — „ знаменатель вы- 


раженія № приближается къ 0, а елъд. коэфиціенть при №, т. е. дробь 
У — Ва! А 2 
СР С та, 120) приближается къ со, поэтому и приращене 5 Функціи 





приближаетея кь оо, т. е. Функція претерпъваетъ разрывъ непрерывности. При 
већхъ другихъ значеніяхъ 2, по мёрф приближенія ^ къ 0, и А стремится къ 
0, т. е. Функція непрерывна. Итакъ, дробь у непрерывна къ каждомъ изъ 
интервалловъ: 


СА ь 
отъ — оо Д0 — =; и 0тъ — = Д0 + оо, 
74 
претерпъвая разрывъ непрерывности только при 2 = — =» общему пред®лу 
этихъ интервалловъ. 

2) Знакъ выраженія / зависить только отъ числителя; ‘въ самомъ дЪл%, 
знаменатель можно представить въ видф (22 -- 2) 5.0 (02-0), а это вы- 
ражеше, при достаточно маломъ Љ, существенно — положительно, ибо знакъ его 
будетъ зависить только отъ перваго члена (а’7-|-5')?, который (какъ квадратъ) 
положителенъ при всякомъ дЪйствительномъ х. Но числитель аб’ — аЬ, какъ 
количество постоянное, всегда имфеть одинъ и тотъ же знакъ, сл. Функція 
всегда идетъ: или возрастая, или уменьшаясь; т. е. въ каждомъ изъ интервал- 
ловъ непрерывности дробь 

идетъ постоянно увеличиваясь, если аб’ — аъ > 0; 

‚ идетъ постоянно уменьшаяеь, если 06 —–а0Ъ < 0; 

имфеть постоянную величину, если аб’— 2—0), 
ибо въ послёднемъ случаъ всегда 4—0; т. е. дробь не получаетъ приращеній 
при изм®неніяхъ =, сохраняя одну и туже величину. 

Итакъ, при изсяфдовани измъненій Функція, должны различать три ука- 
занные случая; при этомъ, раздЪливъ числ. на знаменателя дроби, получаемъ 





а — аф 
@ аъ ар а а? 
аорте РИ. 
Еа а 
аъ — а’ 
Положивъ, ддя краткости, БЕ 5 — А, замфчаемь, что знакъ Х зави- 


сить только отъ числителя, именно: при а — 262 0 будеть А<0, а при 
аб’ — аъ < 0 -будетъ А 2 0; дробь можно представить въ видћ 
а А 
уу 
2 


в 


2490 = 


Соображая все сказанное, прямо находимъ слъвующіе выводы относительно 
измЪненій дроби при измћненіи 2 отъ — оо до - оо. 


І. а — 00 > 0). 


а и 
ГАЛЕ гд л<09. 








а! 
у у 
о 
а а 
у! о ок р0О КЕЕ 


. 


: (А : 
П. 6; при возрастаніи х 0тъ — оо до =’ Функшя идетъ постоянно 


у 


а Б 
увеличиваясь отъ — == иметь м%ето разрывь непре- 





рывноети: а изъ са. внезапно обращается въ — оо; затЪмъ при воз- 


Ы 
раставіи 2 ОТЪ — — ДО +оо, идетъ постоянно увеличиваясь отъ — со до“ 1° 


Ь 
Въ одномъ изъ интервалловъ она проходитъ чрезъ 0, при 2 — ГЕ 


Измъненія функцій изобразятся, та- 
кимъ образомъ, измЪненіями ординатъ елћ- 
дующей кривой (гипербола). 


5) 


На чертежъ (27); 


нанне 





ЕН РОНЕ С 
ом <. 

И АЕ А 

Н И. ў 

74 к= — 2. 

! 0Е = — 8 . 
У № а 

ГА Э] Рз; 1 

Черт. 27. СС" и 00" —двъ ассимптоты кривой 


П. а — һа < 0. 


= — тд лв 
а! 


воо. 666 6 6 6 0 [1-й =<. и о ® 


у | = ЕЕ 
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(А 


А (4 А 
Т. е. при возрастании 2 отъ — оо до аа Функція идетъ уменьшаясь 


а ГА 
непрерывно отъ =; до — ОО; при 2=— „; пропеходвтъ разрывъ непрерывно- 





/ 


Р (д : 
сти: изъ — со въ -|- оо; затъмъ, при увеличеніи 2: отъ — 7 ДО -- со, Фувкція 


а 
идетъ постоянно уменьшаяеь отъ -|-оо До =: Въ одномъ изъ интерваяловъ 


непрерывпости она проходить чрезъ 


У и 


ь 
0, при #=—-. 


Кривая изм®неній (гипербола) 
такова: 





0М а 
ОМ == — с 
0Е == — 2. ! 
У В! 
СС’ и Рр’ —двъ ассимптоты кривой. б Черт. 98. 


Ш. а — = 0. 


При э л 0 _@ Ф 
ри этомъ и Л—=0, а потому при веякомъ х имћемъ у == =, — величин 

постоянной. Олд. при измфнени х отъ — со 

до -|- ОО, дробь не измъняеть своей величины; У 

ея кривая будетъ прямая 00°, которой ординаты е? м (7 


0 | 
равны ОМ — =. | 








ЗАДАЧА. — Найти прямо усљовіе необло- ` [6 


димое и достаточное для тою, чтобы дробь 
ах 4-0 
240 имњла постоянную величину при вся- 


одеа Черт. 29. 


1-й способъ. — Такъ какъ дробь должна имфть одну и туже величину при 
веякомъ 2, то, между прочимъ, она должна имфть постоянную величину, напр. 


при х —0 и при х—1. Но при 20), у=; при 2—1, РЕ ава елд. 


а" 
а--ь Г, А а ь 
должно быть: ен откуда по свойству пропорціи, имъемъ: „=> 
+ 
Это уеловів, будучи необходимымъ, вмъет съ тёмъ и достаточно; ибо изъ 


аъ 


него: 6’ — и саъд. дробь обращается въ 
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В 
ах -Ь . “(2 ВВ =. 
“(= .) аә) 


Итакъ, условіе необходимое и достаточное для того, чтобы наша дробь 


а 
‚а это = –. 
а 


а 
имла постоянную величину, есть ===, или а — а 0, что и было най- 


ь 
дено при изелъдованіи. 
2-й способъ. — Пусть 2 будетъ эта постоянная, пока неизвестная, вели- 


: А ах -|- 
чина. Нахожденіе условія, необх. и дост. для того, чтобы и сводится 
къ нахожденію уеловія, при которомъ было бы ат-- 0 (а= -|- 0), или 
(а — а) -|- (0—60) =0 при веякомъ 2; а для этого необходимо и достаточно 


($ 72), чтобы было: а — 00:0 и 6—0, или => И 8. 


>» отку- 


а (7 
Да у= р, ИИ а’ — а= 0). 


604. Приложенія. Т. — Изслљдовать измтненія х задачи $ 388, помиая, 
что шарикъ, помњщенный внњ биллѓарда, можеть свободно проникать внутрь 
круа и свободно возвращаться въ исходную точку? 


Для 2 мы имфемъ Формулу 


_ К(Е— а), 


Ы 2а 


В— величина постоянная, саъд. х измфняетея въ томъ же емыслћ какъ 
—4 
. Эта дробь даетъ: а’ — ба’ = —2В, а потому заключаемъ, что 


24 
увеличению а соотвЪтетвуеть уменьшен 2-са. Формула даетъ: если х=В, то 


дробь 





В 
а —->. 601и же а= 00, Е Отсюда заключаемъ, что когда а в03- 


3) 
растаетъ отъ своего тіпт ш’а до + со, = уменьшается отъ своего тахіиюот’а 


р В, 
В до шишиитга == — 


95 таким'Ь образомъ сразу находимъ таблицу критиче- 


скихъ величинъ 2: 


В К 
а а сеи о В. • · . 4- со 
В В 
Ня В. В ВК 9° ооо 0. оо а о ты 


П. Пересњчь данный шаръ плоскостью такъ, чтобы обземъ одною изъ 
сементовъ составляль данную дробь К объема цилиндра одной высоты и 
одною основанія съ сементомь. Между какими предълами можно задавать 
число К? 


Обозначивъ высоту сегмента буквою х, найдемъ: 


ака 
ЗК — 1 





2-36 · 
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К —1. 
ЗК —1? 
дробъ эта даетъ: аб’ — Ба’ —=--1; заключаемъ, что г и К измфняются въ одномъ 
смыслъ. Но предфльныя значенія 2 суть 0 и 28; подставляя въ Формулу вм. х 
сперва 0, потомъ 2В, находимъ: 


10...28 
1 А 
К г. 





ЗВ — постоянно, сл. 2 измфняетея въ томъ же смыслћ какъ дробь 


Сл. для К можно брать већ числа отъ 5 д0 - со. 


Примњчаніе. — Изъ числа дробныхъ ФункщЙ элементарному изслдованю 


подле ъ еще квадратная обь 2 1200-86 ; но изученіе ея радіональнф 
даежитъ еще квадратная дробь о р о; у рац в 


отнести къ спеціальной етатьф о шахриа и шіпіта. 


У. Примфры изелфдованія ирраціональныхъ функцій. 


605. Примъръ І. — Иземьдовать функцію у= үа? -|- 2х — З при 
измњненіи х отъ — со д -- со. 

Триномъ 2*-- 22 — 3 иметь дьйствительные корни: —3 и -| 1; ел. 
онъ положителенъ при вехъ х, меньшихъ —3, а также большихъ --1, и 
отрицателенъ при веъхъ значеніяхъ 2, заключающихея между —Зи +1. 
Итакъ Функція у дЪйствительна при вефхъ значеніяхъ х, лежащихъ вн кор- 
ней тринома, и мнима для веякаго х, заключающагося между корнями. 

Докажемъ, что она непрерывна для већхъ =, заключающихея между — со 
и — 3, и между Ти -- со. Пусть 2 и 2 -- № будуть два значевія 2, ле- 
жащихь ваъ интервала отъ — З до --1. Ймћемъ: 


р (08 227—3 в у К= Д-Р); 
отсюда К— Их 4) (2 А) — 3 — у 0а 3; 
или, множа и для вторую часть на сумму радикаловъ: 
е мма 4-1) 

(04) 20) 34-а? 90 8° 
по м®ръ приближеня № къ нулю, числитель стремится къ пулю; знамена- 
тель же, будучи дЪйствительнымъ при хи 2 | Љ, отличень отъ нуля, ибо 
эти значенія 2 отличны отъ — З и -|-1. Олд. частное К стремится къ нулю 


вмъетв съ А, а сл. Функція у непрерывна въ указанныхъ интерваллахъ ея 
дйствительноети. 


Сперва изсл$дуемъ измЪненія подрадикальнато тринома, а отсюда и самой 
функцій; получаемъ таблицу: 














ЕА ее С и Со ег 
24 22-814 оо... >... 0...>..-—4..<... 0...<... Боо 
М2 22—314-оо...2>... 0 —0...<... Бор: 

у — МНИМЫЙ. 
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Не трудно изобразить измЪненія Функщи графически. Для этого замфтамЪ, 

что триномъ имфетъ равныя значенія, когда = получаетъ величины, равноотето- 

ящія оть — 1; м иу 

у иметь это свойство, и по- 

я. тому кривая имфетъ осъю 

сциметри прямую 27”, па- 

раллельную оси у и отетоя- 

8 щую отъ этой оси на 001. 

олат ааа Затмъ, кривая не им- 

еть точекъ между паралие- 

лями къ 00си уу, находя- 

щимися 0ТЪ ЭТОЙ оси ВЪ 

разетояахъ: ОА = +- 1, 

ОА = — 3, ибо въ этихъ 

предълахъ у имћетъ мнимыя 

значенія; наконецъ, кривая не имћъетъ точекъ, лежащихъ внизу отъ оби =, 
ибо у есть положительная величина \/2?-- 22 — 3, по заданию. 


7 


, 
+ 
1 
1 
Д 
1 
1 
П 
} 
О 
\ 
1 
р 
р 


м 
9 
а 
9 
\ 
> 
` 


ь 


р 
1 
21 [297 


Черт. 30, 


Примъръ Ш. — Изслюдовать функцию у= ([— 21 — 22-3, кода = 
измтняется отъ — оо до -|- оо. 

Корни тринома — 22 — 22 -- 3 суть — 3 и 4-1; изъ закона измЪненій три- 
нома заключаемъ, что онъ имфеть положительныя величины только при 2, 60- 
держащихея между —Зи -- 1; для вобхъ значеній =, лежащихъ вн этихъ 
предфловъ, триномъ отрицателенъ; ел®д. Функція у дЪйствительна, когда = 
измфняетея внутри корней, и мнима при већхъ х, лежащихъ виъ корней. 
Бакъ и въ предыдущемъ примър% докажемъ, что она непрерывна для интервалла 
оть — 3 до |1. Отсюда такая таблица измЪненій: 


= |—с0...<...— 3... <... 1... <. НТ... <... 60 
— 12—253 |— оо...<... 0...<...-Е4...>... 0...2... —– оо 
М 2#— 22-3 кА ар. Онна а 
у — мнимый. у— мнимый. 
Итакъ, Функція в03- 
| растаеть отъ 0 (при 2 
2 ( — 3) ю +2 (а == 
с — 1), затьмъ уменьшается 
до 0 (при 2—1). Олд. 
она  имфеть шахшиий 
==--2 при х=— 1. 
Кривая имфетъь ось 
симметри, параллельную 
уу’ и проходящую черезь 
точку С, причемъ 06—1; 
на этой оси помфщаетея 
шахиит —-- 2. Кривая 
не имфетъ точекъ внЪ па- 
ралаелей оси уу, проведенных черезь точки А и А’, такія, что ОА—1 и 











Черт. 31. 


— 195 — 


0А’—3; она не имфеть точекъ внизу отъ оси 22’. Кривая эта — полуокруж- 
ность центра С. 


Примъръ Ш. — Изслњдовать функизю у = при измльненли 


1 
Уя-- 22 —— 3 
х от» — оо до зо. 

Функція непрерывна въ интерваллахъ: оть — оо до — 3 и отъ 11 
до -|- Оо; и претерпъваетъ разрывъ непрерывности отъ — 3 до -- 1. Изифневія 


ея обратны измЪненіямъ тринома \/2*--2%— 3; отсюда таблица: 








ОО о В н ана А а ласо 
ж-- 22 — 3. оо... > ОЕА а ^ ба 
М2 3 |4 оо... >... 0 0... <... + оо 

1 
Ее | 0... <... Боо + со... >... 0. 
Кривая Функ- 
ци имфетъь ось 
2, и У 


симметрии им’, па- 
раллельную оси / 
уу и опредфляе- 


\ 
} т 
у 
: 
| \ 
мую линівй 0В—= ! 
! 
—1. ЗатВмъ она | 
| 
| 


не имфетъ точекъ 
между 00 и 22, хо Е ОИ ИРГ К. АЙ х 
параллельными | У 


оси уу’ и отетоя- 
ЩИМИ отъ ЭТОЙ 
оси на ОА—1 и 
04'—3. 

ВыЪет® съ этимъ, тъ же прямыя и 06ь 22’ суть три ассимптоты кривой, 
которая, къ тому же, не имфетъ точекъ внизу отъ 06и х-—овъ. 

606. Задачи. 

1. Изельдовать функци: 

у= 324-4; у= – 42-7; 22 — 5у4-8 0; 32-4 4у —1=0; 
7х — 8у==0; 52 -|- 5у==0 

и построить соотвЪтствующія прямыя. 





Е: 
= 


Черт. 32. 


2. Построивъ прямую: 52 —- 3у -- 4—0, опредфлить, въ какой части пло- 
скости находятся точки, которыхъ координаты удовлетворяютъ тому или другому 
изъ неравенствъ. 

51 — 304-4 > 0, 52 — 3074-4 < 0. 
3. Изелћдовать изм%ненів триномовъ: 
32° — 2—2; 144 — 0—8; — а; 22° — 42-7; 5а 62 — 3; 
45 — 202 -|- 25; 2-4 85 — За* 
и начертить кривыя, изображающія эти изм%ненія. 
13, 
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4. Изелъдовать измЪненія триномовъ: 
2% — 252% - 144; 2 — 82% — 9; За 822; 22“ -- 55° -|-8; 2 — 6а -|-9; 
ба №0 
А лее : 
х— 16; я — 92 -- 2; 
и построить кривыя измфнен!й. 
5. Изелфдовать измфнен!я функцій: 


о. 1_. 241. 3—2. 22—38. 14-32 
2%—5’ 4—1’ 9—3’ 45-|-1'° 3—5’ 1--2% 
и построить кривыя измфненй. 





6. Изелёдовать изм нен!е функцій 
==: Аи = а= 3 === 1 
2/30 — 45 уай — 724-19; 230—2 727 — 19; Ести г 
7. Изсафдовать Формулу вогнутыхъ зеркаль 
„Ж_ №. 
Рр 
8. Между какими предфлами можетъ измфнятьея количество ® въ Формулф 


— тр 10 


7 — т? 


вели х можетъ измфняться между 0 и -- 1. 


ГЛАЗА ХЕ. 
Образды изелћдованія вопросовъ второй степени. 


Задача І. 


607. Раздљлить данную прямую АВ въ крайнем» и среднемь отношеніц, т. е. 
найти на ней такую точку С, чтобы большій отрњзокъ АО быль среднимь пропор- 
ціональнымь между всею линіею АВ и менъшимъ ея отульзкомь ВС. 


По условію задачи должно быть: АОС? — АВ х СВ, или, назвавъ данную прямую 


АВ буквою а, разстояніе АС буквою 2, и елБд. обозначивь ВС разностью о — =, 
получимъ уравнеше 


2 —в(а—2)..... (1) паи 28-а — @=0..... (2). 

Изслвьдовлнте. Чтобы корень ур-нія (2) представляль рЪшеніе задачи въ пря- 
момъ смыслЬ, необходимо, чтобы онъ быть дфйствителенъ, положителентъ и былъ <<0. 

Ур-ніе (2) ныфетъ всегда корни дфйствительные, потому что послдній члент, 
(—— а?) отрицателенъ; далће, корни имфютъ противоположные знаки, такъ какъ про- 
изведеніе ихъ отрицательно (== — а); прптомъ, меньшій по абсолютной величин 
корень положителенъ, ибо сумма корней отрицательна (== — а). Остается убфдиться, 
будетъ-ли положительный корень меньше а; для этого подставляемъ въ триномъ, обра- 
зующ первую часть ур-нія (2), вмсто х сперва 0, потомъ о, и замфчаемъ, что 
результаты этихъ подстановокъ (— а? и -|- а) имћють противоположные знаки. СлЪд. 
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положительный корень меньше @: онъ даеть точку С, лежащую между А н В и пред- 
ставляющую рЕшеніе задачи въ прямомъ смысл. 

Другой корень уравненія отрицателенъ; чтобы найти его значене, подставимъ 
въ ур-ніе (1), первоначальное, — ж вмЪсто 2; получимъ ур-ніе 

2 — (а)... 0) 
иызющее корни равные по величин*, но противоположные по знаку корнямъ ур-нія (1). 
Такнмъ образомъ, отрицательный корень ур-нія (1), взятый съ противоположнымь 
знакомъ, представляеть прямое рЕшен!е задачи, отвфчающей ур-нію (3). Послёднее, 
какъ непосредственно видно, опредфляетъь точку С’, лежащую на продолжени лини 
ВА вправо отъ А, п также удовлетворяющую вопросу: въ самомъ дфлф, положивъ 
АС'—, имфемь ВО =а--х, и ур-ніе (3) тождественно съ 

, АС? = АВ х ВС. 

Итакъ, отрицательный корень даеть другое ршен1е задачи, а знакъ этого корня 
показываеть, что послЪдній д. б. нанесенъ на продолженія линіп АВ, въ сторону 
оть А, противоположную первому корню. Алгебранческое р$шев1е, кром отв%та на 
вопросъ въ тфеномгь смысл заданія, показало намъ, что вопросу, взятому въ болЪе 
ингрокомъь смысл, удовлетворяють двё точки: С п С’, причемъ знаки корней указы- 
вають расположеніе этихъ точекъ относительно А. 

Ръшая ур-ніе (1), находимъ: 


2=— (уна = 205—1); 
нуў) “Ув. 


ПостроЕНІЕ КОРНЕ х Взявъ неограниченную прямую ху и на ней отрЪзокъ 
АВс=а, возетавлясмъ къ этой прямой перцендикуляръ въ точе В, откладываемъ на немъ 


а 
часть ВО— 5; изъ точки О, кажь изъ центра, радіусомъ ВО описываемъ окруж- 


= 


-“ —- 


оч 
“10 р 
в. РЈ) \ 
и _- Й 
ОЛИИ Та 
у г] 


Черт. 38. 


х. 
“. 








УМ 


а 
| 
Х Е; 


пость, и соединнвъ А съ центромь, продолжаемъ прямую АО до пересфченія съ окруж- 
ностью въ точкћ Е; другую точку поресфчен1я назовемъ буквою р. Прямыя АР и 
АЕ представляють абсолютныя величины корней 27 и <”. Въ самомъ д2, изь прл- 
моуг. треуг. АОБ пм$емъ: 


ЛО үВоРАВ? — \/ (9) 4-а 
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Сл%д. 


АО — АО — ОВ == (ўа 5. ==, 


ано +08 = (“ра “= 


Остается нанести АР на АВ влфво отъ точки А, линію же АЕ на продолженіе 
АВ вправо отъ А: для этого нужно засфчь пряму ху двумя дугами круговъ, онисан- 


ными изъ точки А, какъ изъ центра, радіусами АО и АЕ. Такимъ образомъ полу- 
чимъ требуемыя точен С и С’. 


Задача П. 


608. На неофраниченной прямой, соединяющей два источника свњта А ц В, 
пайт точку, равноосвъшенную обоими. 


Задача эта впервые появилась въ алгебрф Клеро (1746 г.), и съ тБхъ поръ вошла 
въ учебники, какъ одинъ изъ поузитезьныхъ образцовъ изслЕдованія вопросовъ, 


у 





@ ~. у 
Е: -- ЕДИР — = — 28; ——— а 8 
К о Е 
Черт. 34. 


Обозначимъ разстояніе АВ буквою 4, разстояніе пскомой точки С отъ А бук- 
вою #2; тогда ВС будетъ равно 4—4. Дале, пусть сила освЪщсвія источникомь А 
тБла, находящагося отъ него на единичномъ разстоявіи, будетъ а, а спла освЪщенія 
источникомъ В на еднничномъ разстоянін пусть будеть В. Изь физики извъетно, что 
спла освъщевія обратно пропорціональна квадрату разстоянія освЪщаемаго тла отъ 
источника. Ол%д., если сила освЪщенія источникомъ А на разстояніи 1 есть а, то 


. & [24 24 

на разстоян!и 2, 3, 4,... едпницъ она будетъ 51’ 38’ 08 а потому на раз- 
: а : 

стоянін х она будетъ зв" Такимъ же образомъ сила освЪщенія точки С источии- 


комъ В будетъ аа" Но, по условію задачи, точка С освфщена обоими источ- 


никами одинаково, елд. 


а В 

ае (И ИОТ АЛИ а ДАШ) 
или (х — В) — 28 . 2 -|- йа —0. 
Отсюда ое, 


Выражеше это можно упростить, замтивъ, что; 1) «Е Мар = уо. (ауа. УВ 
—У«(Иа=\УВ); 2) а —– 8 = (0) (ү) (Ма-РУв)(«—\УВ). Взязъ сна- 
чала нижній знакъ, найдемъ: 
а За Ма Ув) 4 0..0 
(У&-Ув)(/«—Ув) уув 
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Взявъ верхній знакъ, получимъ: 


И ИИ НОР 
ИВ) УВ) уув | 
Эти величины мы могли бы непосредственно получить изъ ур-нія (1), нашсавъ 


(@— =) в. 
его въ вид и =} извлекая изъ обБихъ частей квадратный корень, пмЪемъ 


4—2 «УВ Р А = та 
——=—— ==> т, е, получаемъ два ур-нія первой степени: рбшивъ пхъ, найдёмъ 
формулы (2) и (3). 

Изсльдованге. Такъ какъ а и В, по смыслу задачи, существенно положн- 
тельны, то 2 и 2" всегда дЪЙствительны; 4 есть также величина положительная, мо- 
тущая въ частности обратитьея въ 0, слфд. возможны елЬдующіе случаи: 

о. 

1) 420, «>В; 2) 420, <; 3) 4р0, «=8; 4) 0—0, 20; 

5) 9—0, == В. 


1-й случай: 9>0, => 














Первый корень, 2’, положителепъ; & какъ дробь си < 1, то 2 < 4. Әто 
значить, что требуемая точка, С находится между А п В. Кром того: изъ условін 
а> В имћемъ: у а 2 УР. а сад. и Уж /а>У«-- ИЗ, ин 2/ «> уа, 

Ма а >> ауа а > 
У«--УВ уув? 
искомая точка С ближе къ источнику В, нежели къ А, что п должно быть, такъ 
какъ источнокъ А сильне. 








а 
откуда ‚› а потому =, ши 2 5. Это значить, что 


Второй корень, х”, также положителенъ; но какъ Ут > 1, то > а. 
РНЕ 
Сл$д. второй корень опредёляетъ другую равноосвфщенную точку С’, лежащую оть 
А па разотоянін большемъ 4, т. е. вправо отъ В. Такъ п должно быть: въ самомъ 
АЪлф, оба источника изливають свфть во всё стороны, сад. на продолженін АВ 
должна лежать дрэтая равноосвъщенная точка, которая должна быть ближе къ сла- 
бъйшему псточнику В. 


2-й случай, 220, «< 3. 
Первый корень, х, положителенъ, и, какъ и въ первомъ случа, < 4; кромЪ 


того, изь условіа х < 5 имфемъ: С. УВ, съд. У /«<Уа-РУВ, ии 
2 У= «у «4 УВ, откуда — іма < 5. а с. 2 < а. Это значитъ, что искомая 


Уа-НУВ 
точка С ближе къ источпиву А, нежели къ В, какъ и должно быть, пбо источникъ 
А слабе. 

Второй корень, 2”, существенно отрицателенъ, такъ какъ зпамователь его отри- 
цателень. Для истолкованія значешя этого корня обратимся къ первоначальному 
ур-лію (1); подетавивъ вт него — 2 вмћето 2, найдемъ ур-ніе 

ао а В 
(04-а) 
Выраженів 4 — 2 означало разстояе отъ искомой точки до В; въ новомъ ур-нін 


это разстояніе выражается суммою 4-|- 2, а потому искомая точка должна, находиться 
вяЪво отъ А, напр; въ С”. Итакъ, отрицательный корень опредъляетъ точку С”, ле- 
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жащую в2љво отъ А. Д%йетвительно, такая точка, находясь ближе къ слабЪйшему 
источнику А, будетъ равно освфщена обоими. 
3-й случай: 2 >> 0, «—В. 
5 а 
Первый корень, 2, обращается въ а Это означаетъ, что искомая точка нахо- 


дитея по-ередин% линін АВ; такъ и должно быть при равенств® силы свфта обоихъ 
ПСТОЧЕНЕОВЪ. 





а 
Второй корень, 2”, обращаетея въ а илн въ Оо. Это зпачитъ, что вторая 


равноосвЪщенная точка удалена на безконечно большое разстояніе отъ точекъ А н В, 
т. е. что такой точки не существуетъ. Выводъ этотъ вполнф согласенъ сь предполо- 
жевіемъ а = 2; въ самомъ дълВ, если а восьма мало разнится отъ В, то знаменалель 
М — ү 8 будеть весьма малъ, а и” весьма велико, т. е. вторая равноосвфщенная 
точка будеть находиться на чрезвычайно большомъ разстояніп оть А и В; чфмъ 
меньше будетъ знаменатель, тфмъ больше будетъ д”, т. е. вторая равноосвЪщ. точка 
будеть болфе и болфе удаляться; п если положимъ окончательно «= В, то 2 обра- 
титол въ ОО, т. е. искомой точки не будеть. 


4-й случай: 4—0, « 22. 

Оба корня обращаются въ 0; это значить, что только одна точка равноосвћ- 
щена: та точка, въ которой находятся оба источника свъта. 

5-й случай: 4—0, «—В. 


Въ этомъ случаф: 2—0, а" = 5 . Второе рБшепіс — неопредтленное, означает'ь, 


что всякая точка прямой будетъ одинаково освфщена обоими источниками, что и по- 
нятно, такъ какъ оба источника находятся въ одномъ мъст и равносильны. Первое 
рВшеніе, 2 == 0, даетъ точку, находящуюся въ томь же мств, тдЪ и оба источника. 
Примњчаніс І. Изслдованіе этой задачи, по своему характеру, не отличается 
отъ изолфдовалия вопросовъ первой степени. 
Примьчаше П. Нетрудно построить объ равноосвъщенныя точки. Возставивъ 


въ точЕћ А периендикуляръ равный у а, ә въ точ В два периендикуляра, одинь 


0 


в” 
Черт. 35. 


кверху, другой книзу отъ лини ау, равные Ув ‚ проводимъ прамыя А’В’и А’В”, 
изъ коихъ первая пересфчеть линію ху въ точЕ$ С’, вторая въ С. Это п будуть 
искомыя точен, въ самомъ дфлф: 

АА’ ВВ" У= УВ. АА _ ВВ У= УВ __ УВ 


а аа 
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Результаты алгебранческаго изелФдован!я предоставлясмь читателю вывести изъ 
этого чертежа. 


Примњчаніе Ш. Если бы требовалось найти геометрическое мето точекъ плос- 
кости, равноосвёщенныхъ источниками А и В, 
то, положивъ, что М есть одна изъ точекъ иско- 
маго мЪета, мы нашли бы, что 


а Е АМ уа и 


ам? ву или вм у5 ЕЕ б” 


Заключаемъ, что искомое м%сто есть м%ето 
такихъ. точекъ, отношеніе разстояній которыхъ 
отъ А и В имћетъь данную величину. Изъ геоме- р 
триг извфетно, что это есть окружность, описан- Черт. 86. 
ная на прямой СС’ (точки О н С’ опред$ляютея постросніемъ, указаннымь въ 
иримфчанн П) какъ на діаметр%. 

Примњчаніе ТУ. Если бы требовалось опредфлить мето точекъ въ пространств», 
равпоосв%щаемыхъ точками А и В, то достаточно было бы обернуть окружность 
МСС’ около діаметра СС’: точен полученной шаровой поверхности п были бы требуемыя. 

Наконецъ, если бы требовалось найти точки, равноосвфщенныя источниками А 
и В, на нЪкоторой лпніп или на поверхности, расположенныхь вблизи точекъ А и В, 
то очевидно, что пскомыя точки были бы общими точками данной линіи илн поверх- 
ности съ вышеуказанною сферою. Въ случа поверхности, этихъ точекъ было бы 
безконечное множество, но могла бы быть и одна только искомая точка, еслибъ сфера, 
и поверхность были касалельны; могло бы и не быть пекомыхъ точекъ, еслибы ио- 
Берхность п сфера не имфли общихъ точекъ. 





Задача І. 


609. Манометрь со сжатымь воздухомь состоить изъ дважды сонутой строю 
цилиндрической трубки АВОЮ; вътвь ЕВ содержить сухой воздуль; солнутая часть 
3 — ртуть, а вътвь ОГ находится въ сообщеніњ 
съ паровымь котломь паровой машины. Кода уро- 
вспь ртути стоить на одной зоризонтальной п.лос- 
кости АО, давленіе воздуха въ манометрњ равно 
давлению атмосферы; кода давленіе въ котлњ уве- 
личивастся, ртуть поднимается въ вътви ВЕ т 
на столько же опускается въ ВО. Зная, что 
АЕ—Ь, что давлее атмосферы == Н, вычислить 
высоту 2 уровня А’ надь А, если давлеше въ кота 
равно в атмосфера. 

Ръшеніе. Ртуть въ трубкЪ ВЕ перестанетъ 
подниматься и остановится въ А’, когда упругость 
воздуха, сжатаго въ этой вфтви, увеличенная колон- 
ною А’А” ртути, уравновфситъ давлен!е въ котлё. 
Высота А’А” = ?АА' == 22. 

Новое давленіе 7 воздуха, сжатаго въ А'Е, 
опредфлиется по закону Маріотта, именно: если Е 
температура не изм няется, то давленія, производи- Черт. 87. 
мыя одною и тою же массою газа, обратно пропордіональны объемамъ, ею занимае- 
мымъ. Въ данномъ случаћ, объемы, послФдовательно занимаемые воздухомъ въ мано- 
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метр$, суть цилиндры, имфюнае одинаковое основаніе, а высоты Ри 1—2; сл., 
назвавъ сфчен1е трубки буквою о, имфемъ: 


ої, 18 | 
= = —-, откуда у—Нх 
Тақъ кавъ давлене въ котлЪ равно яН, то ур. задачи будетъ: 


1 
1— а’ 





1—5 





иН ==92У4-Н х 


пли, по освобозкденін отъ знаменателя: 


2? — (21-- яН)х 4 (н 1)Н=0 0...0... (0 


РЪшивъ его, найдемъ 


14 эн (01 пн) — Вю — ПН 
— 4 , 


или РК ав ЕЕ 


Изсяьдовлнте. Такъ какъ подъ знакомъ радикала находится существенно- 
положительное количество, то оба корня всегда дЪйствительны. Если 0 >> 1, то про- 
изведене корней будеть положительно; а какъ и сумма ихъ положительна, то оба 
корня будуть положительны. Но какъ неизвстное должно быть еще < 1, то нужно 
убђдиться, имфетъ-ли ур-віе корень, меньшій $. Подставляя 1 вмфето 2 въ первую 
часть ур-нія (1), найдемъ 


912 — 912 — пНІ-- МН —1Н или —1Н, 


т. е. результатъ отрицательвый; это значить, что { заключается между корнями 


ур-вія (1), и сл. меньш!й корень << 1, а больший > 1. Задач отвЪчаеть мепьшій ко- 
рень, елд. 











вн Н ЕН 20-8 @) 





и есть некомый отвЪтъ. 


Примњчаніе І. Если т неограниченно увеличивать, то при %==00 2” принимаетъ 
неопред%ленный видъ ОО — оо; чтобы найти истинное значен1е этой неопред$лен- 


ности, нучно числ. и знэм. умножить на 2-РиН-|- /(®Н — 21)*-- &Н; пайдемъ 
ыы 2((® — ПН 
ртн У@н— эн. 


: ее) 
При я — ОО это выраженіе принимаетъ неопредфленную форму вида < для рас- 








крытія которой дфлимъ числ. и знам. на и; такимъ образомъ получимъ 











1 
> 21(1 Е? =)н | 
РУ 88 7 
® = +Н-- т Еу, Рок 
э положивъ здъсь 7 ООо, найдемъ 
ИЕ ЗН __ 218 __ 
НН 2н И 


Это значить, что по мёр® того какъ давленіе увеличивается, уровень А’ ртутной 
колонны болве и болфе приближается къ вершин Е трубки ВЕ. 
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Примьчане П. Если давхеніе въ котлЪ сдЪлается меньше атмосферы, уровень 
ртухи опустился до А’ ниже точки А въ колнЪ ЕВ, и поднимается до 0” въ ВО, 
причемь АА”— 00”. Равновъсіе наступить тогда, когда давленіе у воздуха въ мано- 
мстрф будеть равно давленію пара -[ колонна ртути 00“, равная ЗАА””. Если новое 
нензвфстное АА” назовемъ буквою 2, у опредфлится изъ пропорцін 


1 5 
14-2 


новое ур-н!е задачи будетъ 


откуда у—=Н. = ; 


в’ Па 


иН == 92, 


1 
ва" 
92% 4|- (214- пН)г -- Ки —– 1)Н 0; ....... (9 
оно отличаетел отъ (1) только перем$ною 2 на — 2; сл, корни (3) равны по вели- 
чин и противоположны по знаку корнямъ (1). Такъ какъ здБсь 0 < 1, то произве- 


деніс корней отрицательно, сл. одинъ корень ур-нія (3) положителенъ, другой отри- 
цателенъ; новому вопросу отвфчаеть положительный корень 


х0 Ни) + УС — тн)? -- 8н. 
Е 4 


ИЛИ 








Сличая 2’ съ 2”, видимъ, что ршеше 2'(2) примфнимо къ обоимъ случаямъ: 
т> 1н ю< 1; достаточно только откладывать отрицательныя значенія, которыя 
можеть получать выражене (2), внизъ отъ точки А. 


Задача ІУ. 


610. Тяжелое тљло брогшено въ пустоть вертикально вверхъ съ начальною 


скоростью Ұџ; опредълилть, въ какое время оно достиинеть высоты № надь началь- 
ною точкою? 


Въ равном%рно-замедлительномъ движевіп, какое имфеть тяжелое тло, подни- 


мающееся вверхъ, пройденное пространство {} связано съ временемъ $, употреблехнимъ 
на его прохожденіе, формулою 


= — 5 0. о х 


Слфдовательно, если искомое время назовемъ буквою х, то это неизвфетное 
должно удовлетворять ур-нію 


1 
а= Ух — — 92%, 
Й 002 — 5-9 


Или 9901—95 -2А=0. а ааа © 


ИзолъдовАНІЕ. Чтобы ғ, выведенное изъ этого ур-нія, давало отвфтъ на 
вопросъ, нужно, чтобы ръшеніе было дйствительно н положительно. Условіе дЪй- 
ствительности корней ур-вія (2) таково: 

29 





Ү02— 294 50, ши А . 
Итакъ, различаемъ три случая: 
Первый случай: № > <». . 
Корни үр-нія (2) мнимы, слъд. задача невозможна. Это очевидно а ргіогі. Въ са- 
момъ дфлф, тБло остановится, когда его умепьшающаяся скорость обратится въ ноль 


— 904 — 
Но скорость въ конц времени ѓ опредлястся формулою: У == У, — 91; слЪд. она 


У ч 
обратится въ ноль, когда время $ == и пройденное до этого момента пространство 


У 1 Уу У З а 
будеть Е=\. > 7250 (5) А" Это есть шахипит высоты, до которой можеть 


подняться тло при начальной скорости У’. 


8 
Второй случай: № — В. 





29 
Корни ур-нія (2) въ этомъ случа —- дйствительные равные, а общая величина 
У, 
ихь есть Е з что согласно съ вышеуказаннымь результатомъ. 
эм м У? 
Третій случай: ^ < ТЫ 


` 


Въ этомъ случа ур-ніс (2) ныфеть корни дЪйствительные, неравные и оба цо- 
. 2 2%, 
ложительные (послфднее потому, что ихъ произведен1е — и сумма о 
жительны). 


Чтобы дать себ отчетъ въ происхожденін этихъ двулъ положительвыхь корней, 
замфтимъ, что тБло при движеніи бываетъ дважды въ точкБ М, отстоящій по верти- 
калу па / отъ А: одинъ разъ летл вверхъ, другой разъ, падая внизъ. Оба положи: 
тельные корня и дають эти времена. Въ самомъ дЪлЪ, эти корни суть. 


а — Үү, — 29 . а У «У — 29%. 
В 9 ДГ А 7 9 

Припомнимъ, что сколько времени тБло употребляетъ на подия- 

тів отъ М до В, столько же и на паденіе отъ В до М. Пусть это 


Е : 1 
время — Ө; сл., взявъ случай падевія, имћемъ: ВМ == га 9902 или 
И; 
4 


> 
м 
= 


1 2 
02 063 
97 ђ 5 993, откуда 


И. 


9 
У : . 
ЗатБмъ, зная, что — есть время кульминаши, паходимъ, что 
9 


Ө = 


= 


1 


меньшій корепь, 4’, представляетъ разность между временемъ кульми- 
пацш и временемъ, необходимымъ тфлу на прохожденіе вверхь раз- 
стоянія ВМ, сл$д.—время до кульминаціт, въ которое тБло находится 
оть точки А на высот №; больший корень, 2", предетавляетъ сумму 
временъ, необходимыхъ тфлу на поднятіе вверхъ до высшей точки В 
Черт. 38. { затфмъ на поденіе внизъ до М, слфд. — время послъ кульминаціч, 
въ которое тБло находитея оть А па высот №. 


а-а-а 


Задача У. 


611. Отъ момента, въ который наблюдатель, стоящій у отверстія колодца, 
выпустииль изъ рукъ камень, до момента, въ который услышанъ быль үдаръ камня 
о воду, прошло & секунда. Найти злубину колодца, зная: 1) что звукъ распростра- 
нястся равнозньрно со скоростью о; 2) что связь между пространствомъ 1, трой- 
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деннымъ при евободномъ паденім, тъ временемь Ө падещя выражается формулою 


1 
1 = т 092, здъ д-— ускореше тяжести. 


Решенте. Пусть искомая глубина колодца будеть 2; данное время # состав- 
ляется изъ двухъ частей: 


1) Изъ времени у, которое камень употребляетъ на прохождене свободнымъ 
паденіемь тлубины = колодца, причемъ связь между 2 и у выражается формулою 


1 
2 = 5. 92, изъ которой 


25 
у = 4 5 
9 


2) изъ времени =, въ которое звукъ проходить разстояніе х равномфрнымъ двп- 
женіемъ со скоростью тъ, причемъ ло закону равномървато двпженія х == 2%, откуда 


ё = —. 


Ф 


Приравнпвая 2 -|- у данному времени $, имфемъ ур-ніе 


2 р 


Это уравненіе — ирраціональное; для р®шевйя его, пзолируемъ радикаль: 


9% 2 
9 Ф 
и возвышаемъ обв части въ квадратъ, что даеть послфдовательно: 
22 2 2 
= — +=» или 942 — 20(0 4 г Рой —0..... (3) 


ИзсльдовлантЕ. Ур-ше (3) не тождественно (2), нбо оно есть тоже, что ур-ніе 


9 2 
г), 


но послћднее есть результатъ возвышенія вт квадратъ какъ даннаго ур-нія 


ДЕБЕС НАВЕС А э 
9 Ф 
такъ и ур-вія 
ар е, 
9 р 


Чтобы корень ур-нія (3) удовлетворялт, данному ур-нію, нужно, чтобы онъ обра- 


а 
щалъ разность ё — 77 въ количество положительно, т. е. удовлетворял бы нера- 


венетву 
[> >0, ишп х<#. 


Итакъ, чтобы корень ур-нія (3) представлялъ отвфть на данную задачу, нужно, 
чтобы онъ былъ д®йствительпымъ, положительнымъ и меньше 9. 
Чтобы корни ур-нія (3) были дфйствительны, необходимо и достаточно, чтобы было 


0900 -|- 1) — 92 3.0, нап 957-399) 50. 


== 206 — 


Но каждое изъ количествь у, о и & положительно, слфд. условіе дЪйствитель“ 
вости всегда удовлетворено. 


Затмъ, оба корня положительны, потому что произведене ихъ 9 и сумма 
2о--9й 
9 
<< 0. Для этого въ триномъ, составляющій первую часть ур-нія (3), подставляемъ 
оё вместо 2; получныъ: 902 — 2000 | 90)0 -- 900102, илн — 2091, результатъ отрица- 
тельный, т. е. противуположнаго звака коэффиціенту 9 при 22 въ трином% (3). Это 
значить, что 9 содержатся между корнями ур-нія (3), и сл6д. меньшій корень < 0, 

и только онъ одинъ даеть отвфть на задачу. Итакъ 


— положительны. Остаетоя убёдиться, будеть-ли хотя одинь изъ корней 


2= < — у-ро) дин  @) 


Задача УТ. 


612. Построить прямоугольный треуольникъ, зная ео териметръ 2р и плошадь тя. 


Рьшенть. Обозначимъ искомые категы буквами 2 и 7, а гипотенузу 2; най- 
демь уравненія 


е о и ро о ва Ц) 
А, оо © 
жут... 09) 


Изъ (1) имемъ 2-|-у == 2р — 2; возвысивъ 0б% части этого уравненін въ квад- 
рать и замфнивъ 22 -|- у? равнымъ этой суммъ количествомъ 2% (изъ (2)), получаемъ: 
2 -- 20у — (2р — 2); или, замфчая, что по (3): 2ху = 4т?, находимъ, раскрывъ 
(2р — #)*: 

28 | дт? == 4р? — 4р У 27, 


Ф __ 92 
а ВО) 
Р) 


Подставляя вместо 2 это значеніе въ ур. (1), нмъемъ: 





откуда в = 


афу 00000 9) 


Изъ ур-ній (3) л (5) видно, что х и у суть корни квадратнаго уравненія 
— (р-ты - рт — 0, (о. (6) 
"(= ое т? = (ра т) — Врт 1 1 1. . (1) 
У 2р 
Изолъдованів. Для дЪйствительности х и у необходимо, чтобы было 
(0% -|- 3) — Врт? У 0, или (р -|- 2) — (2/2. рт)? 50, или 
(0 -- т? -- 22 . рт)(р? -- та — 22 . рт) 50 


т, е. оба множителя 1-й части должны имфть одинаковый знакъ: но какъ первый 
множитель положителенъ, то и второй д. б. >> 0; такимъ образомъ, располагая по 
степенямъ и, имфемъ неравенство 


т — 2/2. р. т 4-р 5 0 








откуда: 
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Опредфляя корни тринома 1-й части, найдемъ: т = р(ү2—1) и т”— (8-1); 
и какъ триномъ должевъ имфть знакъ перваго члена, то т должно лежать ви кор- 
ней; итакъ должно быть: 


т 5 р(/2—1)..... (8), или 22000241). ..... (9) 
Когда то или другое изъ этихъ перавенствъ удовлетворено, величины х ну бу- 
дутъ дЪйствительны. Но они должны быть и положительны; это такъ и есть, пбо 





| лат 
какъ видно изъ ур. (6), ихъ произведене 2% и сумма 7 — —положительвы. Что 


касается 2, то изь формулы (4) видно, что эта величина всегда дфйствительна; но 
нужно, чтобы она была и положительна, а для этого необходимо и достаточно, 
чтобы было 

тр... ... о (0) 


Другихъ условій не существуетъ; въ самомъ дфл, положительныя величины =, 
9, 2 удовлетворають даннымъ үр-мъ, но ур. (2) показываетъ, что большее изъ этихъ 
количествъ 2, мепьше суммы двухъ другнхъ (въ самомъ дфлф, 22, будучи = 22-0, 
меньше 22 -- 1 -|- 22у, или (2-|- 9), откуда 2< 2-0), а слд. можно построить тре- 
угольникъ изъ трехъ линій, мрами которыхъ служать числа х, у и 2. 

Зная это, замфчаемъ, что неравенство (9), будучи не необходимымъ, противо- 
рЪчитъь необходимому неравенству (10), и потому должно быть отброшено. Тогда 
останутся два неравенства одного смысла (8) и (10); во какъ второе изъ нихъ за- 


ключается въ первомъ, то и заключаемъ, что единственнымъ условіемъ возможности 
задачи является: | 


т 2(/З— 1). 
Это неравенство показываетъ, что нанбольшая величина иди тахітт т есть 
2(/2 — 1); такъ какъ это есть одинъ изъ корней подрадикальнаго тринома, то послфдвй 


при т == р(ү2 — 1) обратится въ ноль, 2 и у едфлаютея равными, а треугольник 
равнобедреннымъ, такъ что находимъ теорему: Изь всъдь прямоуюолоныхь треузоль- 
ников одинаковазо периметра равнобедренный импеть наибольшую тлошадь (ибо при 
ваиб. значеніц т, и и? иметь наиб. значеніе). 


Примњчаніе. Еслибъ мы рЪшили неравенства относительно р, то легко нашли бы 
подобнымъ же образомъ, что: изъ всъхъ прямоуюльныхь треул-вь, имъющихь одина- 
ковую площадь, равнобедренный имтъеть наименишій периметр». 

ПострокніЕ, — 
Пусть данный периметръ № 
2р равенъ лини МХ, 4 
а данный қвадрать сто- 
роны т равенъ РОК. 
Раздфаивь линію ММ 
пополамъ, возставимъ в5 
точкЬ Т перпендикуляръ 
ТО = ТМ = р, и соеди» 
нимъ С съ №; изъ пря- 
моугольнаяо А МТО 
имфемъ: МО-р\2. Оши- 
савъ изъ точки № дугу 
радіусомъ — р, получимъ: 





Черт. 39. 


ОТ“ = з: — 1). Изелдованіе намъ показало, тео дая возможности задачи сторона 
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ть квадрата тї не должна превышать линіп ОТ’ беремъ для заданнато квадрата 
сторону, равную ОУ < ОТ”. 

Стропыъ 2 по формулЪ (4). Для этого, взявъ прямую 0 = 2р, на половин ен 
ПЕ оппсываемъ полукругъ, наносимъ въ немъ хорду БЕ == 00, опускаемъ перпенди- 
күляръ ЕС на РЕ, и со- 
едпняемъ точки р и Е. Изъ 
прямоугольнаго треугольни- 
ка ШЕЕ имфемъ: РЕ? = 
РЕ? — ЕЕ? — рё — т?; съ 
другой стороны: ОЕ? 
ТЕХЬС = рх ВС; слф- 
доват. р х ЮО — рё — т?, 
откуда 

ТСЕ аад = 2 
р 

ЗамФчая, что 
Сб == ра — РС = 2р — 2, 
изъ ур-нія (1) видимъ, что 

С6:==2 |у. 

Допустивъ, что САВ 
есть требуемый треуголь- 
никъ, имфемъ: 








Черт. 40. 


СА АВ =2-|-0= 06 СА Аб, откуда АВ == АС: слъд. уголь С треуг-ка АВС 
равенъ 45%; приэтомъ СВ == СЮ == 2. 


Поэтому въ треугольник ВСб@ извъстны стороны СВ и Сб и уголъ @; такъ что 
дальше продолжаемъ построеніе такъ: продолжаемь ЕС и беремъ СК == Об, соеди- 
няемъ точки К и б и опускаемъ перпендикуляръ СН на К, который разд®литъ 
прямую КС въ точе Н пополамъ. Не трудно удостовфриться, что въ разематривае- 
момъ елуча% Ср >> СН; поэтому, описавъ изъ С, какъ изъ центра, дугу радіусом 
СП, найдемъ, что ова пересфчеть линію К@ въ двухь точкахъ В и В’. Опустивъ 
изъ этихъ точекъ перпендикуляры ВА и В'А’ на Сб, найдемъ два требуемые тре- 
угольника АВС и А’В’С; легко видфть, что они равны. Въ самомъ дфлф, СС, равно 
и АА’ въ точкЬ І длятся поколамъ; поэтому 


Аб = АВ: А’С; а также ОВ — СВ’. 


При условін и — ру = 1) легко видфть, что будетъ СЮ — ОН, и задача имћетъ 


одно рёшене: равнобедренный треугольникъ СНІ. Наконецъ, при 2 >> ру — 1) 
будетъ СО < СН, и задача невозможна. 


Задача УТ. 


613. Вь данный полукру вписать хорду такъ, чтобы сумма ея длины съ раз- 
стоящемь отъ центра равнялась данной мийи т. 
Рьшенте. Пусть будеть АВ требуемая хорда, 
ОС ея разстояніе отъ цевтра. По условно задачи: 
АВ + 0С = т. 
Примемь за неизвЪстное ОС == 2; соединивъ А 





съ О, изъ треугольника АСО получимъ: АС == ү ВК? 4, 
откуда уравненіе задачи: 
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2/Н? — 22-- т. 
Это ур-віе ирраціональное; для рЪмезвя его, изолпруемъ корень въ первой части: 
2/8 атк... (1) 


и возвышаемъ объ части въ квадратъ; приведя члены въ порядокъ, найдемъ ур-ніе: 


баё — Эта-- т? — 4—0 . а о е да, 08) 
ИзолъдовАнІЕ. Это ур-ніе не тождественно съ (1), пбо оно получилось-бы п 
изъ ур-нія: — 2 ЏВ 222—0 -— 2... .. (17), такъ что ур. (2), удовлетворяется 


корнями двухъ уравненій: (1) п (1). Поэтому, корни ур-нія (2) только тогда будутъ 
удовлетворять ур-нію (1), когда онн дфлаютъ разность ж — 2 положительною, т. е. 
когда 2 < т. ЗатБмъ, необходимо, чтобы х было дЪйствительно, положительно п не 


больше В; при несоблюдевіи послфдняго условія точка С будетъ лежать вв окруж- 
ности и потому не дастъ хорды. 


Итакъ, чтобы алгебранчесый корень 2 ур-нія (2) удовлетворяль предложенной 
геометрической задач, нужно, чтобы было: х —дБйствительно, 2 > (0, «т, 2 < В. 


Но если х удовлетворяеть первымъ тремъ условіямъ, то оно удовлетворяетъ п 


ур-нію (1), а елд. МЕ? — 2*, равняясь дЪйствательному количеству т— 2, также 


будеть дБйствителенъ, а слфдоват. будеть п 2 < В. Такимь образомъ, предыдупя 
условія сводятся къ слёдующимъ тремъ: 


0 дЪйств., х>0, 2 < т. 


Условіе дЪйствительноети корней ур-нія (2) выражаетея неравенствомъ: 
т? —5(т — 483) 3.0, или, по упрощенши, ж? — 5622 0, 


или (т-у) (т —В 5) = 0. 
Но первой множитель >> 0, елёд. должно быть т — В /5 < 0, или 


т 2 В 5. 
Отеюда три случая: 


Первый случай. т > В /5. Ур-ніе (2) будеть имфть корня мнимые: задача не- 
возможна. 


Второй случай. мт — к у. Ур-ніе (2) имфетъ корни действительные равные: 


т 
ИХЪ общая величина равна Е ИЛИ 





уа. 
а == а 5 


Это — величина дфйствит., положительная и 


меньшая т — Ву. 5, елБд. представляетъ рЕшеніе 
данной задачи; ей соотвїтствуетъ особое положеніе 














` 12 
точки С. Проведя въ точећ П касательную ОЕК, асве р 
соединяемъ точки Е н О: прямая ЕО будетъ == 770 \ г 
ку 5; отрЪзавъ отъ нея пятую часть, ОК, отложимъ | 70 
ее на радіус Об: пайдемъ точку С, и хорда А,В;, ЕИ 
будетъ требуемая. Черт. 49 


Замћтимъ, что величина Кү5 есть татітит 
данной суммы ш, ибо задача невозможна, когда т больше этой величины, но т 


14 


— 210 — 


можеть достичь этой величины, когда точка С находится въ С:. Итакъ сумма 


— ку 
АВ-|- ОС достигаетъ тахітит”'а — К У5 когда == а . 


Третій случай. т << Б.ү 5. Въ этомъ случа корни ур-нія (2) дЪйствительные п 
т? В 


неравные; разсмотримъ ихъ знаки. Пропзведевіе корней ———- положительно, рав- 


но нулю, или отрицательно, смотря по тому, будетъ-ли я >>, ==, или < 28, что не 
несовмфетно еъ условіемъ: т< В 5. Итакъ, этотъ случай подразд%ляется на три 
другихъ: 
| т > 28, 
љт < БВ у 5 = 98. 
| т < °К. 


І. В < т < В /5. Корни ур-вія (2) дфйствительные, неравные, и оба положи- 
тельны, потому что произведевіе п сумма ихъ >> 0. Нужно знать, какъ они распо- 
ложены относительно эю; а для этого подставляемъ т вмфето 2 въ триномъ (2); 
находимъ: 

Бут — 212 -|- т? — 489 илл 47 — 482, или 4(т2 — ВӘ). 


Такъ какъ т > 28, то этотъ результатъ всегда положителенъ, т. е. одного 
знака съ члепомъ 52%, сяд. т лежнтъ вн корней; и какъ полусумма корней, равная 


т 
то” хеяьше т, то заключаем», что оба корня меньше т, слфд. задача имћетъ 2 


ръшенія, выражаемыя формулою 
т 2 с: 
=== 5 = = УВ! — т. 
П. т=28. Пропзведеніе корней равно нулю, слфд., одинъ корень = 0, другой 
удовлетворяетъ уравненію 


бл — 46 ==0, откуда х = — К, 


< № 


и задача опять имфеть 2 рфшеня, изъ которыхъ первое даеть хорду, сливающуюся 
съ діаметромъ. 


Ш. т < 28. Корни ур-вая (2) дЬйствительные, неравные и противоположны по 
знаку, ибо ихъ произведене отрицательно. Чтобы положительный корень давалъ от- 
в®тъ на задачу, надо чтобы онъ быль < т. Результать подстановки т рмъсто х въ 
первую часть ур-нія (2) == 4(0? — В?); отсюда заключаемъ: 


1) Если т, будучи < ЭВ, въ тоже время > В, то результать этотъ положите- 
ленъ, сл$д., т лежить внф корней, и какъ 20 положительно, то оно больше положи- 
тельнато корня, который, слфд., дает отвЪтъ на задачу: задача имфеть 1 ршеніе. 


2) Когда т— В, результать подстановки В выфсто 2 обращается въ 0, а это 
значить, что В есть корень даннаго ур-н1я: задача имфеть одно рёшеше: х== К — 
хорда обращается въ ноль. 


3) Когда т < В, результатъ 4(т — В?) — отридателенъ, слъд. т заключается 
между корнями, п потому положительный корень больше т: задача невозможна, что 
очевидно, ибо уже АС -|- ОС, по свойству сторонъ треугольника, больше В, а АВ--ОС 
и подавно. 
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Резюме изслљдованія. 


т>ВУ5 . ... . аиа" мнимы : 0 рёшеній. 
= и В 5 
т—=ВУ5 .... . = = Ву даетъ 
тахіюит для т : 1 рЕшеніе (2 равныхъ рЬшенія.) 
ты >В . ... 0<х<т; 0 <а" < т: 9 ршенія. 
В... . #0; „== В, : 2 рёшенія. 
„вуз! тр... т 1 рЪшевіе. 
іт < ВА ут В ... УВ .. . : 1 рее. 
18 <В......... 10 рвшеній. 


Заключаемъ, что когда и измЪняетея отъ своего тахітит’а, = 5 до 26, 
задача имћетъ два рЪшен1я; при эв меньшихь В, но не меньшихъ В, она имћетъ 
1 рЕшевіе; при т» < КЕ, 
она невозможна. 

ПостроЕНІЕ. Про- 
ведя хасалельную ЕК — 
В, и соединивъ точки О 
и Е, получимъ  лявю 
РЕ=В\5. Затфыъ на 
касательной РІ, отклады- 
ваемъ отр$зокь ро, 
взявъ его > 28, во < 
В \/5, и проводимъ пря- 
мую ӨН параллельно РЕ. 
Олисавъ изъ точки О 
дугу радіусомъ РЕ до 
пересћченія съ прямою 
ӨН въ точк Н, най- 
демъ: 


СН = М5 — т; 
затмь беремъ линію 
СК = 26Н: 

ӨК = 2/56 — т, 


н изъ точки @ радіусомъ 
СК описываем полу- 
окружность, которая пе- 
ресБчетъ прямую ОТ, въ 
точкахъ Ги 1,; очевидно: 





01== т — 91582 — та, 
НЕЕ Черт. 48. 
О. =®-- 2/58 — ий, Н 
Остается отъ каждой изъ этихъ прямыхь отрфзать пятую часть. Беремъ 


ОТ == #8 — — ироводимъ 81 и 51, и изъ точки Т прямыя: ТР параллельно 81, 


14* 
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и ТР’ параллельно 81; остается изт точекъ Ри Р’ провести параллелп діаметру ОЕ, 
которыя и дадутъ требуемыя хорды АВ и АВ’. 


Задача УПТ. 


614. Зная высоту РВ усњченнато конуса, ею обемъ У и радіусь В, одною изъ 
основан й, вычислить радіусъ х друато основанія. 


РъшенІв. Объемъ конуса, усфченнато параллельно основанію, дается форму- 


лою: 2а? Ва-ай), п если данный объемъ У мы представимъ въ видћ конуса 
той же высоты й, какъ и искомый, съ радіусомъ а основанія, т. е. положимтъ 
1 : 
У = в", то прямо получимъ ур-ніе 
1 1 
з еА(В? 4- Вз-- 22) = 5" . @?, 
или а Ве В — а2— 0, (....... (0 
— В = уда? — ЗЕ? 
откуда = = . 





2 


Изсльдованте. Если предположить, что искомый усеченный конусъ состонтъ 
пзъ двухъ конусовъ, сложенныхь вершинами, т. е. представляеть усфченный копусъ 
2-го рода, то нашли бы ур-ніе 


2? — Ке В — 42—0,. . 0...0... . (2) 


отличающееся отъ перваго только перемфною х на — 2: слЪд. отрицательные корни 
ур-нія (1) служать положительными корнями (2), п потому дають рфшен!я 2-го рода. 
Зная это, обратимея въ изсяФдован!ю үр-нія (1). Условіе дћйствительности его 
корней выражается неравенствомъ: 
3 


2 5 — 
Я 


а 


В, а 3 В, 


В?. 
3 
4 4 


3 
Отсюда три случая: 0? < ЕУ К2, а? — - 
Первый случай: 5 В? Корни ур-нія (1) мнимы, п задача невозможна. 


Е ВЕ 3 
Второй случай: а? — а В®, т. е. при наименьшей величин а: 





2 


что даетъ усБченный конусъ 2-го рода, у котораго 
радіусъ верхняго основанія вдвое меньше радіуса 
нижняго основанія. Это значить, что изъ већхъ 
усЪченныхъ конусовъ 1-го или 2-го рода, которые 
можно ностроить на данномъ основанін и съ дан- 
ною высотою, напмевьшій объемъ принадлежитъ ко- 
нусу 2-го рода АВЗВ”А”, котораго вершина нахо- 


А’ 0’ АВ’ 2 = — ——, 





ти 
ЕЕ 
724, 


“, 


о | аа 


2 5 
дитоя на -— высоты отъ нижняго основанія. 
Черт. 44. 8 


т Е 3 : 
Третій случай: а? >> РХ 82. Уравненіе (1) пмфетъ корни дЪйствительные нерав- 


ные; ихъ знакъ зависитъ отъ послЪдняго члена К? — 02; поэтому слъдуеть различать 
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три случая, смотря по тому, будетъ-ли а? <<, ==, или > В2, им$я въ виду, что когда 


З 
а < В?, оно должно быть въ тоже время > Ё. 


3 
1. РТ В < а < В?, Произведеніе корней ур-нія (1) положительно, а сумма пхъ 


отрицательпа (— — К), слБд. оба корня отрица- 
тельны и дають два рБшенія 2-го рода (2) п 
(>), которыхь вершины расположены по ·об® 
стороны точки 8 (1). 
9. а2— 82. Ур-ніе (1) имЪеть корни: (2) 
1—0, а= — К. 

Второй корень даеть усфченный конусъ 2-го 
рода (3), пмъющій вершину въ срединф высоты; 
первое рЪшеніе даеть полный конусъ (3), кото- 
рый по произволу можно разсматривать или вавъ 


усБченный 1-й рода, или вакъ усфч. кон. 2-го 
рода. 

3. а? >> К?, Пропзведеніе корней ур-нія (1) 
отрицательно; слЪд. одивъ корень положптелепъ, (9) (5) 
а другой отрицателенъ: первый даетъ усфч. к0- 
нусъ 1-го рода, второй — 2-го рода, какъ на 
черт. (1). 

Если теперь помножить объ частн предыду- 

1 


щихъ равенствъ и неравонствъ на = к№, чтобы 





ввести данный объемъ Ү, то все изслдоване Черт. 45. 
можно резюмпровать такъ: 
Резюме изслњдованія. 
ү 1969 ааа аав 2” мнамы : 0 ршеній. 
1 В 
У— "В а» № па = даеть : 1 рш. 2-го рода. 


тіпітит дла У. 
| Я .: 2х0, 0" < 0 : 9 ръшенія 2-10 рода. 
ү > тв ) Үс ВЯ. .: =—3В, 275-0 : 9 ршенія 2-го рода. 
у > зна, (1207040, 2" 70 : 1 рш. 1-го и 1 рш. 2-го рода. 


615. Изолъдовлнів измънЕнія овъЕема У. Дла объема У мы нашли 
1 
формулу: У = = (2? -- Вх -- К), которую можно нащисать въ видћ 
о 
1 В}, 3 
У== = (= =) =]. 
5 Б иот 
Это есть квадратный триномъ относительно 2; изученіе его измфневй при измћ- 


ненш 2 оть — ОО до -|- ОО приведеть насъ къ вышенайденнымъ результатамъ, но 
кратчайшимъ путем. 
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Даемъ д-су спачала значенія отъ 0 до -|- оо, и вычисляемъ соотвётетвуюния 
зваченія выраженін въ квадратныхъ скобкахъ; помноживъ каждое изъ этихъ значеній 


1 А 
на —п/, найдемъ измЪневія объема У. Тоже самое дБлаемъ, изыфняя х отъ 0 до —ОО. 


З 


Такимъ образомъ получаемъ двЪ таблицы измъневій У: для положичельныхь п дал 


отрительныхъ значеній 2. 




















1 В 
О ЗЕ ИО о 
у | Е 
т.м... «ти... зн... < фо 
3 
У „ 2 "ВЯ. г © < 2 въ Е < "Ваһ... < оо 
2 поро = НЕ" >в... > – оо 
У 3 
ль о Вы, © пе О 
8! 
У ГЕЯ г = + твр < . Вар 2.0. < 4 со 


1 
Итакъ конусъ перваго рода неограниченно возрастастъ отъ 3 "Вай до безконеч- 


1 1 
ности; конусъ втораго рода сперва уменьшается оть 3 "В до "А, потомъ увели- 


1 1 
чивается дог тА, проходя два раза черезъ веБ величины между Т пВ2 и Е тр; 


а затБмъ продозжаетъ увеличиваться проходя разъ черезъ каждое значене отъ 


ЕЕ до +|- Оо. 


Предетавимъ эти измненія объема кривою. Для этого наносимъ положительныя 







ЯР 


2, 
27: 


< .--7 








значенія х`ло оси 2 вправо 
отъ начала 0, отрицательныя— 
влево оть 0. Въ конечной точкћ 
каждаго значенія х проводимъ 
перпендикуляръ въ оси 2х, и 
откладываемъ на немъ величи- 
ну функціи У. Соединивъ вер- 
шины ординатъ, получимъ па- 
раболу, пзображающую нагляд- 
но измБпенія У. Эта кривая 
показываеть: 

1) Чтобы найти значеше 
У, соотвътетвующее данному 
значевію 2, нужно нанести 2 
на ось 25 вправо пли влЪво 


отъ точки 0, смотря по знаку 2-са, п провести ординату кривой, соотвтствующую 


взятому значеню 2. 


2) Чтобы найтн зпаченіе 2, соотвфтствующее данной величия Ү, нужно пере- 
сЪчь кривую параллелью оси 2%, взятою на разстояніш отъ хх, равномъ значению У, 
н построить абсциссы точекъ пересЪченія этой параллели съ кривою. 
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Такимъ образомъ легко видфть, что задача не имфетъ рБшенія, когда У меньше 


1 1 
"В, ибо кривая не нифетъ точекъ, которыхъ ординаты были бы меньше т "К 
Р 1 В 
что наименьшее значене У есть т, и что оно соотвЪтствуетъ 222 — 5; 10 У 
В 1 1 
принимаетъ два раза кажное значеніе между т "К п = х2 при двухъ различ- 
В 
ныхъ отрицательныхъ значеніяхъ 2, одномъ, содержащемся между 0 и — 5 , Ару- 


В А 
гомъ — между — = п — В; это — усфченные конусы 2-го рода; что наконецъ, при 
х-хъ большихъ нуля и меньшихъ — В, задача принимаетъ по одному рБшевію — въ пер- 
вомъ случа 1-го рода, во второмъ 2-го рода. 


Постровнте. Возьмемъ случай: о > В, когда задача имћетъ два рЪшевія — 
усВченаые конусы 1-го п 2-го рода. Верхнія основанія пхъ имфють радіусы, выра- 
жаемые формулами: ` 


В, в 
м У 
я — о а 9 


Взявъ линію 00’—й, проведемъ къ ней въ точкахъ О н 0’ перпендикуляры уу и 
#2’; на первомъ отъ точки О отложимь ОА == ОА' = Е, на второмъ отъ точки О’ лп- 





Черт. 47. 


вю О'В = а, а на продолжепіп ея линію ВО" = Ё. Изъ точки О” радіусомъ О”В 
оппсываемъ полукругъ, въ которомъ вписываемъ сторону правильнаго треугольника 


ВС, и дфлимъ ее въ точк® ПО пополамъ; линія вр= 2. Описавъ на а нолувруж- 


пость, наносимъ въ нее хорду ВЕ-= ВО н соединяемъ точку Е съ О”: очевитно, 


2% 
ОЕ — а? — (08) . Затвмъ, опнсавъ изъ точки Е радіусомъ БЕ — ЕЕ” ЗЕК. 


позукругъ, получимъ окончательно: 


ота (8 ор Је (УЗ Ва, 
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Нанеся линш ОЕ п ОЕ’ ва линію 0’О”, получимъ: О 12, ОТ == — 2. Остается. 


соединить І съ А, а Г съ А’ и повернуть чертежъ около оси 00’; вращен!е дастъ 
искомые конусы. 


Задача ІХ. 


616. Построить треузольникь, зная ею сторону а, соотвњтствуюиито ей вы- 
соту ћ и радіусь В, описанноло крута. 


РъшЕНІЕ. Пусть неизвестных стороны будутъ 2 и у. По извфетнымь теоре- 
мамъ геометрін имфемъ: 


ду = ЭВА, РЕЧ шута) (= 9—9) (а әу) [4—(2—9)). 
2 2 р 2 
Возвышая 0обЪ части 2-го ур. въ квадратъ, найдемъ: 
дала = [(е-[- 9) — а [08 — (2—9). 
Примемъ за вспомогательное неизвфстное сумму 2 -4|- 02-5; 2 п у будутъ корнями 
уравнен1я 








х2 —8Х 4 2—0 0...0... (1) 
Для опредфленя з имфемъ соотношеніе 
4421 — (5 — [а — (5% — 881) |, 
ви 81 — 9(а* -- 481)? -- @* -- 4а -- Ваа —=0 ... . . (9) 
Р%шая это ур-ніе относительно 5%, найдемъ, что подрадикальное количество = 
(462 — а%) . 41%: оно положительно, если а < 28. Если это условіс выполнено, оба 
значенія 5% д&йствительпы; они и положительны, ибо произведене п сумма корней 


ур-шя (2), разсматриваемаго какъ квадратное, положительны; слфд. 3, при условии 
а< В, иметь всегда два положительныя значевя, именно: 








в = Маз 48% ољ? — а* = үа? 928 а), 
полагая Я == ү4Е? — а. 
Р%шая зат$мъ ур-ніе (1), находимъ: 


а= ма 21 (28 а) +5 Ма? | 2% (— 26 а), 








ГЕ 2 Ия (9820) —5 Ма 5 (ва, 


полагая, что х> у, что позволительно; въ этихъ формулахъ нужно брать передъ 4 
или верхніе знаки выфст%, или нижвіе вмЪстЬ (въ силу ур нія у==287). Тавимь 
образомъ имфемъ: 

















а= {Умов + Мааа) } м 
т (МЕ) — уа ол Саа) } 

а= (уа 25 (810) 4. убайа) я т 
№= (М0) — ура } | 
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Изъ этихъ формулъ выводимъ слъдующія завлюченя. 


Въ систем (3) рёшев! первый корень всегда дЪйствителенъ; чтобы и второй 
быль дфйствителень, надо, чтобы было 


ай 
2.121 (—28--а откуда Л 
ай -|- 2% ( +4 >0, уд < даа 2: 

Система (4) рЪшеній будеть дЪйствительна, если подкоренное количество подъ 
вторымъ ла будетъ положительно, т. е. если а? — 21 (26 -|- 0) >> 0, откуда 
< 9058 Е: а), Въ этомь предл заключается первый. Умножая оба члена второй 
части неравенства на 26 — 4, имфемъ: ' 


рс ФЕ 0 8—4 а 


2 (469 у или й ау или <Е— = Я 
Итакь, задача нмЪетъ два ръщенія, если д < Е — Ы. А 
Если а — 21(28 -- 4) < 0, но а? — 2А(26 — 4) >> 0, огкуда 
а? а? 


08022 Г’ 


то система (4) даеть мнимыя зпаченія для х п у, а система (3) дЪйствительныя; 
заключаемъ, что при условіп 


а а 
задача пмћетъ одно ръшеніе, выражаемое корнями ж; п 9/1. 


а 
Наконецъ, если # > Б -|- ту" 10 обЪ епстемы (3) п (4) мнимы, п задача невоз- 


можна. 

Эти результаты легко обнаружить на чертежћ. Описавъ кругъ радіусомъ В, про- 
ведемъ въ номъ хорду ВС— а, п къ ней пер- 
пендикулярный діаметръ ММ';ОХ=ү0В?—В 


а? 
ү К? — т’ слфдовательво; 
а=20%, 2—08. 

4 Я В 
При < Е – =» т. е. при д < ОМ’ — 0%, 
или при № < ХМ’ существують дв точки А п 
А’, распохоженныя въ разстоявін 1 оть ВС, по 
чу и но другую сторону отъ ВС и лежащіл на 


данной окружности; слФд. задачЪ отвфчаютъ два 
треугольника: АВС и А’ВС. 





Если В— а < 8 <ЕВ - са т, е, если Черт. 48. 


№М’< < ММ, одинъ треугольникъ А”ВС отвфчаеть вопросу. 
Наконецъ, если А> ММ, то певозмошно вписать въ окружность треугольникъ, 
высота котораго была-бы — №, п задача невозможна. 
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Задача Х. 


617. По данной плошади тү 3 и периметру ва шестилольника, составленнало 
тремя равными равнобедренными треуольниками, построенными на сторонааљ равно- 
стороннязо треуольника АСЕ, какъ на основаніяхъ, найти сторону АС этою пра- 
вильнаю треуольника. 


Решена» _Занфтимъ прежде всего, что шест угольникь можеть быть двоякаго 
вида, смотря по тому, будутъ-ли равнобедренные тре- 
угольнпен построены вн треугольника АСЕ, или вну- 
три его: въ первомъ случаф будемъ называть шести- 
угольникъ фигурою мерва:о рода, во второмъ — вто- 
рало рода. 

Пусть АС == 2х5; АВ == 0; ур-ніе будетъ 

‘т МЗ = ай у ЗЕЕ 32 үа? — 27, 

причемъ знакъ | относится къ шестіугольнаку 1-го 
рода, знакъ — въ фигур 2-го рода. 


Разд$ливъ объ части на Уз, 3, и изолировавъь ра- 
дикаль имфемъ: 





т — 02 == 2 УЗ(@ — 2). 
Изследовлите. Для того, чтобы вторая часть была дЪйствительною, необхо- 
димо, чтобы существенно положительное количество 2 содержалось между 0 на; 


затёмт, смотря по знаку разности о — 22, различаемъ, какой родъ шестіугольника 
отвЪчаетъ вопросу. 


Возвышая 06% части въ квадрать, получимъ ур-ніе, отвфчающее задачЪ въ са- 
момъ общемъ ея смысл: 


(т — 27) — 3(0% — а?)а?, 
или, приведя въ порядокъ: 


24 — (2 У За*)2? -|- т 0, 
откуда 





1 
2 (+= убн 18-60 т 809) а ЛЕ И) 


Различаемь два случая; т >> 0 и э < 0, что возможно, ибо можеть случиться, 
что въ шестіугольник® 2-го рода площадь каждаго изъ раввобедренныхъ треугольни- 
вовъ будетъ больше площади равносторопияго треугольника. 


1-й случай: ж_>0. Первое подкоренное количество >> 0; чтобы второе было 
не меньше 0, надо, чтобы было — 229 -;- За? > 0, откуда 


п < 9 . 
Бакъ скоро это условіе удовлетворено, значення х, выражаемыя формулою (1), дй- 
ствительны; а какъ абсолютная величина перваго члена въ скобкахъ больше втораго, 


то положительных значеніа х, которыя только и отвфчають на вопросъ, будуть: 





1 5. 
| = (вт Е За? — /—Эт-[ 302), 





2 == (вы Е 3а 4 /— 2 4 3а?). 
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‚и задача имфеть одно р$шен!е; 





І. Прат = 3 аъ имфемъ: 21 = = Е 


Р 


соотвЪтетвующій шестіугольникъ — правильный. . 
3, : Я 
П. При ж < 7 @ вопросъ имфетъь два рЬшенія: существуютъ два шестуголь- 


ника, отвъчающіе вопросу, и чтобы опредфлить пхъ родъ, надо знать знаки разностей 
и — 219 п Ж— 255; но какъ г, > ду, то опредфлимь сначала знакъ т — 25; имфемъ 








4+ баз + 2\/(бт-+ За) (—9ли + 302) __6т—За?— (бт 3а?){—2т+ Заг) , 
16 5 8 
Пусть сперва 6 > За?, такъ что 


т——т— 





а? За? 
97 < т< 795 


оба члена дроби можно умножить на положительное количество 6т — 30° -|- 





У(6т — 3а?)(— Әт 1 3а?), п разематривать только числителя, отъ котораго зависить 
искомый знакъ разности; но числитель, по упрощен! и, даетъ 487? — 48020, пли 48т. 
(т — а^): эта разность положительна, если т >> а?. Слъд, если 


<< 5 аз, 


то т — 252 >> 0, и подавно т — ау > 0 пбо, 21 < 25; саъд. оба шестіугольника от- 
вносятся въ 1-му роду. 


а Я 
При т == а?, имфехъ, 2) —а, 21 == 7, п оба шестіугольника превращаются въ 
= 


правильные треугольники: 1-й 
я. совпадаетъ съ треугольни- 
комъ АСЕ; 2-й 2; ныфеть сто- 
роны (24) вдвое большія сто- 
ронъ треугольника АСЕ, ибо 
22 — а. 

Когда т заключается ме- 
жду а и 0, шеспугольникъ, 
соотвфтетвующИ корию 23, 
будеть 2-го рода, ибо т— лу? 








< 0. Что касается разности Черт. 50. 

00 — 41%, то она одного знака 

съ выраженіемъ бт — 3а*-| /(бт-| 3а2)(— 2 -- За?) ......... (2); елд. 
а? 

положительна, если т >> у» Ш оетается положительною, вели т содержится можду 

а? в? 


ГУ и 0, ибо при ж < 97 откуда 3а — 6% >> 0, умножая выражен1е (2) на поло- 


жит. количество 





За? — бт -|- /(вт-- 3а*(— Эт - За?), 


не пзыфнимъ его знака; но это произведене = 


(бт -|- 34?) (— 2т -- За?) — (3а* — бт) = — 48т8 --- 48а?т — 48 (а — т), что >> 0, 
а® А 
ибо т < 5: Итакъ, во всемъ этомъ питервалаћ шестіугольнпкъ, соотвЪтствующій кор- 


ню а, будетъ перволо рода. 
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2-й случай: т < 0. Чтобы корни были дъйствительны, нужно чтобы было 
а? 
бт -- За? > 0, откуда т = — е 


Величина перваго члена скобокъ въ формул (1) будегь меньше втораго члена, 
и потому положительные корни, отвфчаюние вопросу, будуть; 





1 
д: = т Мбт За 1 /—2т За’), 











25 == н (-- Уёт- За? 4 /— от — Заз). 


Оба соотвБтствующіе шестіугольника относятся ко втораму роду. 
Въ частномъ случаф: 
‚С т 0 имБемъ 


я =0, а = 





ау зЗ 
2 


Если положимъ, что т 
ирнближаетея къ нулю, оста- 
ваясь положительнымъ, 6-къ 
1-го рода, соотвБтствующій 
2, имфеть видъ (черт. 1), 
а 6-къ 2-рода, соотчвЪтству- 
ющій 2;, имфегь видъ (черт. 2), разнящійся оть 1-то только расположеніемъ вер- 
шияъ относительно правильнаго треугольника АСЕ. 





Черт. 51. 


Резюме изслњдованія. 


3 : 
т 2> з ай 2. 19, мнимы . . . 0 ршеній. 





т 3 аз а ЗЕЕ =“ 2 с... 1 рёшеніе (первого рода). 


а? < т < 5а . ж>0, 5220. . . 8 ршенія (мерваз рода). 


О<т< а... а> 0, 220. . . 1р%ш. 1-го рода, 1 рЪш, 2-го р. 
а 
5 <т<0. . . ж>0, 4>0 . . . 8 рЪшеніе (2-го рода). 
Задача ХТ. 


618. Шарь радіуса г лежить на плоскости; на той же плоскост поставлен 
конусъ, которазо радіусь основанія равенъ В, а высота 2т. На какомь растояніц х 
отъ данной плоскости нужно провести паралалельную ей плоскость, чтобы объемы, 
содержаииеся между объими плоскостями, были равновелики? — Пзслњдоватљъ поло- 
жене спкушей плоскости относительно центра шара. 


Рьшелтге, Объемь сферическаго сегмента, имфющаго высоту 2, выражается 


1 А З 
формулою 5 пл(3т — х). Объемъ усфченнаго конуса, у котораго радіусы основа й 


суть В ну, а высота я, выражается формулою 9а (В | У -- Ву). Бром того 
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между 2 п у имфемъ соотношеніе у:В — (27 — 2):27, прп помощи котораго можно 
изъ предыдущей формулы исключить 2; найдемъ 

1 1272 — бух -- 4? 

1 при. 127—672, 

3 47 


Ураввеніе задачи, по сокращенш на 2 п, будетъ 
4117 (37 — х) = В?д(а — бка 1 195). 


Р%љепіе 2: 0 не соотвЪтствуетъ задач, пбо оба объема обращаются въ нули; 
остается квадратное ур-ніе 


(А-4 47?) х? — 6*(В?-|- 25%) 1988020. . . . . . (1). 


ИзолъдовАн1Е. Чтобы задача была возможна, необходимо, чтобы х было дъї- 


ствительно, положительно и < 27. Условіе дфйствительности корней выражается не- 
равенствомъ 


972 (В -[- 20°) — 12В273(Ва -[- 479) 3.0, 
которое по сокращен на положительное количество 37% и по упрощен1и даетъ 
— Кё 48372 -|- 124 50... Ө). 


В | 
Позоживъ 77 7= т, находимъ, что т? должно заключаться между корнями ур-нія 
т^ - Ат —– 12 = 0; 
и какъ, сверхъ того, 77? д. б. > 0, также какъ и 7, находимъ, что должно быть 
Е 0 


При соблюденш этого условія, корни ур-нія (1) дЕйствительны; но онл и поло- 
жительны, такъ какъ ихъ произведеніе и сумма положительны. Чтобы узнать, какъ 
расположено количество 27 по отношенію къ корнямъ, подставимъ въ первую часть 
ур-нія (1) 27 выфето х. Найдемъ въ результат 47?(В2-|- 472) — 127562 -|- 212) 4 
128%? или, (К — 92,)422, 

Но въ силу неравенства (3) заключаемъ, что первый множитель этого произве- 


денія отрицателенъ, когда корнн неравные; и обранается въ ноль при равныхъ 
корняхъ. 


Этотъ крайвій случай означаетъ, что 27 есть величина дфйствительныхъ равныхъ 


корней при условін а=, 2. При дЪйетвительныхъ же веравныхъ корнахъ, 27 за- 
ключается между корнями, сл. большій корень не соотвЪтствуеть вопросу, меньпий 
даетъ отвЪть на вопросъ: задача имфеть 1 рЪшеніе: 


3(В?-|- 27) — /3(1271 — 483» — 0) а) 
. ка 28 = нб Ш . 
619. ИзслЬдованіе положеня сЬкущей плоскости относительно центра шара. 


Съ этою цфлью опредфлимъ знакъ, принимаемый первою частью ур-нія (1) при за- 
мЪнБ 2 количествомъ ғ. Находимъ 





ЕТУ 





(78° — 872); 
елд. пока ТВ? < 87, рЪшеніе (4) мевьше ғ, в лотому сФкущая илоскость п данная 
лежать ло одну сторону отъ центра; если 762 — 8х2 —0, то 202—7: ефкумая пло- 


скость проходитъ чсрезъ центръ; наконецъ, когда 762 >> 8,2, сФкущая плоскость про- 
ходить надъ центромъ. 
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Задача ХИП. 


620. Зная радіусь В, шара ч полную поверхность Эт? виисаннаю вь нео ци- 
линдра, вычислить радіусь основанія т высоту цилиндра. 


Рьшенте. Обозначимъ буквою 2 радіусъ основав!я, а Зу—высоту цилиндра; 
ур-нія задачи будутъ 


2% -- 98у т. . . . . (1) а-у в... . . 0) 
Изъ перваго имфемъ: 





т — 2% 
а подставляя эту величину 9 въ ур-ніе (2), имфемъ 
5% — 9(т° | 28) | т — 0... . (4) 
9 2/01 41 262) 504 
откуда а нанес "е ЕЕ Е а 0) 


Взявъ со знакомъ -- корни квадратные изъ второй части ур. (5), получимъ два 
зваченія дяя 2, а подставивъ ихъ въ формулу (3), найдемъ для каждаго изъ нихъ 
соотвЪтетвующее значене у. 


ИзслъдовлніЕ. Чтобы значенія д и у, выведенныя изъ ур-ній (3) н (5), 
давали отвфть на вопросъ, необходимо, чтобы они были дёйствительны, положи- 
тезьны и меньше К. 


Чтобы зваченія 22 были дёйствительны, должно быть 


(та —- 283) >50, или т 28222 т? 5, 
или аня. УЗ о а. о 8. в 16) 


Когда это условіе удовлетворено, величины 5? будутъ дЪйствительны; они будутъ 
н положительны, пбо ихъ сумма и произведене положительны. Но чтобы какое-либо 
изъ значеній х отвћчало на задачу, необходимо еще, какъ видно изъ ур-нія (3), 
чтобы оно было меньше т, для того чтобы соотв$тствующее значеніе у само было 
положательно. Другихъ условій н%тъ: ибо какъ скоро дЪйствительныя положитель- 
ныя значенія х и у удовлетворяютъ ур-нію (2), въ сплу этого уже величины эти 
меньше В. 

Теперь необходимо опредлить, сколько значеній 2% содержится между О п %°, 
ә для этого подставимъ т? вместо 2° въ первую часть ур-нія (4), какъ квадратнаго 
относнтельно 28. Результатъ подстановки есть 471?(т? — В?). Должно просл®дить изм%- 


. : 5-1 
ненія т? отъ О до В?, п затфмъ отъ В? до шахипиш’а 72, равнаго В2. м 


Т. т < Кё. Въ такомъ случа 4т2(т°2 — В?) < О; сл$д. одно, и только одно, 
значене д? меньше т, другое >> т?: задача имЪетъ одно рЪшеніе; значене 2, его 
дающее, таково: | 





ас [288 — М(т? -- 288): — 54 
=== 5 А 
П. т? В?. Результатъ указанной подстановки обращается въ ноль, а это зна- 
чить, что одно изъ значеній х есть т или В; соотвтствующее значеніе у равно 
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нулю; цилиндръ обращается въ два своп основанія, слпвающіяся съ большимъ кругомъ 
: В? 
шара. Что касается другаго рЬшенія, то оно есть: 2% — у откуда 


_ ВУ5 _ 2ВУ5 . 
аа, а е та 


это — цилиндръ, подобный литру (мр жидкостей). Это другое значеніе 2 получаемъ, 


; Е т“ 
замфчая, что пропзведеніе двухъ зпаченій 2%, въ силу ур. (5), равно т" или, въ дан- 
4 


В 
номъ случа%, 5 


Ш. < 02 < В. Ер * Въ этомъ случа 4?(и? — В) > О, и селд. или 


оба значенія 4 меньше тп, илп оба больше 7; но поелфднее предположеніе невоз- 
А 22, тй 
можно, ябо пропзведеніе обонхъ значеній 2°, т. е. = меньше т“. Заключаемъ, что 


5 


когда 77? содержится между Кё п В*. У 577° Задача всегда имфеть два рБшенія. 


ІУ. тва, УЗ 


8: т. е. своей наибольшей величии. Оба значення 2% въ 


т? —|- 28% 
5 











этомъ предфльномъ случа равны ‚ или, замБняя 77? его величиною, нахо- 


димъ: 22 — В? . ва, откуда 
=== Б ў 78 › уан, 


54-1 
полная же поверхность цилиндра — 276? . и т. е. она равновелика боковой 


поверхности цилиндра, пмющаго основанемъ большой кругъ даннаго шара, а высо- 
тою сторову правпльнаго звзднаго десятпугольника, вплсаннаго въ этотъ кругъ. 


Я в . 
У. т> в. ть для х получаются мнимыя значеня, слфд. задача не- 


возможна. 


Если теперь назовемъ полную поверхность цилипдра буквою 3 п помножимь на 
2" предыдущін неравенства и равенства, можно все пзолфдован1е резюмировать слф- 
дующимъ образомъ. 


Резюме изслњдованія. 


8 < 2. . . . . задача пыфеть. . . 1 рфшеніе. 

8 — 218%. ес 9 рёшені. В 
И ИИ" 

8= „0/5 41). ....... о. . 1 ревю. 

5 "82/5 --1)......... о. О р®шеній. 


Примњчаніе. Если въ үр-ніяхъ (1) и (2) перемънимъ у на — у, то легко ви- 
дЪть, что ур-ніе (4) можно истолковать, лолагая, что вифето полной поверхности 
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цилиндра дается разность между суммою его освованій и боковою поверхностью. 
Можно бы было повторить изслфдоване предыдущей задачи, называя рБшеніями вто- 
раго рода — рЪшенія, отвЪчающія измфневной задач%. 


Задача ХІП. 
621. Вычислить стороны прямоугольноло треулольника, зная ею периметрь 9 


и сумму 8 зитотенузы 1 высоты. 


Рьшенте. Пусть булуть 2 и у — искомые катеты, = — гипотенуза, % — со- 
отв тствующая высота. Ур-пія задачи будутъ: 


у 2==2р; еи—8; Р-Р; куше. 


Изъ перваго имфемъ: 2!-|- у*-- Эжу — (2р — 2)*—4* — 4рг-|- 2%, пли, въ силу 
третьяго п четвертаго үр-ній: иг — 2р? — 292; но и== 5 — её, сл. 


2(8 — 2) == 2р: — Эра, или 2 — (2р | З)е- 281—0 . . . (1) 

Найдя 2, для опредфленя = н у получимъ ур-нія 

24-0 == 9р2 п у (8 — 2). е, 
откуда видно, что х и у суть корни ур-вія 
Х° — (2р — Эх - (8 —2:=0 ....... 0) 

Изслъдовалнів. Чтобы корни ур-нія (1) были дфйствительны, надо, чтобы 

(2р -- $) — 8р? > 0, откуда | 
8> 22/2 — 1). 

Пусть это условіе удовлетворено; тогда оба корня ур-н1я (1) будуть и положи- 
тельны, ибо ихъ произведеве (24°) и сумма (2р-!- 8) положительны. Но больший 
корень долженъ быть отброшенъ; въ самомъ дълЪ, высота т есть количество суще- 
ственно положительное, а изъ ур-нія + —= $ — 2 видно, что для того, чтобы было 
т > 0, необходимо, чтобы было г < 8; но большій корень больше полусуммы кор- 


5 5 
ней, равной 2+5, а само количество р -- "у больше 8, ибо для возможности тре- 


8 
угольника, очевидно, необходимо, чтобы было р >> 2 Что касается меньшаго корня, 


то онъ будетъ меньше 5, еслп результатъ подстановки 8 вмъсто 2 въ первую часть 
ур-нія (1) отрицателенъ, что приводптъ къ неравенству 


— 28р | 2р < 0 ии Вр. 


Какъ скоро это условіе удовлетворено, то будеть удовлетворено и условіе дфй- 
ствительности корней, ибо 


р> 22(/2— 1), пли 39/2, иш 95 8. 


Итакъ, для е получается одно значеніе: 


о 29 1-5 — У(2р 4-8) — 82, 
== 2 





съ условіемъ: р < 8 < 2р. 
Условіе дйствительности корней ур-нія (2) есть: 
(9р — 2) — 4(5 — 2) 5 0, или 5272 — 427 (р -|- 5) -|- 4р 5 0, 
или, въ сплу равенства (1), | Ў 
Бе (2р 8) — 10 —42(р-- 8) 40950, шш (6р-| 8) — 6% > 0, 
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откуда, е У 60% 
6р 5 
бо? 
Итакъ, чтобы 2 и у были дъйствительны, необходимо, чтобы ЕЕ было меньше 


мевьшаго корня ур. (1); для этого же необходимо: 1) чтобы результатъ подстановки 
р“ 6р 
ЕВ выфето е въ первую часть ур. (1) былъ 0; и 2) чтобы приэтомъ ан 


і 


ур? 9 8 
было < меньщаго корня, что въ свою очередь требуетъ, чтобы было 8 <: . 
1 
Подстановка даетъ: 
36р" — 61*(6р—- 8)(2р + $) — 2р°(6р-– $)? == 36р! — 246рз — 4852р? 
= 45°(9р? — 68р — 5), 
67? 2р -1-8 
этотъ результатъ д. б. >> 0. Замћтивъ, что 6р8 въ самомъ дБ < — Е за- 
1 

ключаемъ, что для дфИствительности х п у должно быть удовлетворено неравенство 

— 8 — 65р 992-0, 


вмъстф съ условіемъ р < 5 < 2р. 


Отсюда находимъ, что при 8 = Зр 8722. 1) гну будутъ дЪйствительны; а зам$- 
тивъ, что 2 <р п 5 >> р, находимъ, что сумма ру, равная 2р — г’ и произве- 
деніе ху, равное (5 — 2')2', положительны, сл. 2 н у положительны. 


Итакъ, условія возможности задачи таковы: 
<<, 5232 —1). 
Но Зр (/2— 1) < 2р, пбо это неравенство тождественно съ 18 < 25; селд. условія› 
необходимыя и достаточныя для возможности задачи, приводятся къ: 
р<5 = 32/2 — 1), 
причемъ задача имфеть одно рљгшеніе. 
Отсюда, между прочимъ, завлючаемь, что тахішит $ — Зр(у ас 1); прл этомъ 


2025; слд. изъ всъхъ прямоуюл»ныхь треуольниковъ одинаковало периметра равно- 
бедренный илтњетљъ наибольшую сумму знпотенузы съ соотвътствуюкиею высото?. 


р 4 Задача ХІУ. 


бр 


622. Вписать въ данный полукруњ прямоуюльникь, знан сумму р ео основанія 
м высоты. 


Ръшенів. Пусть будугъ: В — радіусъ даннаго круга, 2х — основавіе и у вы- 
сота искомаго прямоугольника; имћемъ непосредствевно үр-нія: 


0 -2х==р. .... а) ау а (9) 
Р%шая первое относительно у, имфемъ: 
У ое а ме) 
Подставляя это выражепіе у въ ур-ше (2), найдемъ: 
ба 1р2 4-р — В =0. (С) 
откуда, ее > п р н 8) 


ЗатЪиь у вычисляетея по формул (3). 
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ИзсльдовантеЕ. Въ этой задач будемъ разсматривать и отрицательныя зна- 
ченя 2 и 7. Когда х и у будуть положительны, будемъ называть р%шен1е — рфше- 
ніемь перваго рода; оно будетъ вторато рода, если при х< 0 будеть 7 > 0, т. е. 
когда дана будетъ разность между высотой п основаніемъ; наконецъ, рёшенемъ третьяго 
рода называемъ то, когда х > 0, а у < 0, т. е. когда дана разность между основа- 
ніемъ п высотою. 


Условіе дЪйствительности х выражается неравенствомъ 


РЕМ. 
ЗатЪыъ, изъ ур-нія (4) видимъ, что оба значенія х будутъ положительны, или 
одно положительно, а другое отрицательно, смотря но тому, будетъ-ли р больше, или 
меньше В. Съ другой стороны, изъ формулы (3) заключаемъ, что положительному 5 


будетъ соотв тствовать положительный у, когда 2 =. и отрицательный 9, когда 
2 


&> >. Въ тавомъ случа», нужно знать результатъ подстановки Ё вместо х въ 


2 


Р д — 46% 
нервую часть ур-нія (4). Этотъ результатъ = к = слЪд. надо различать три 


случая: р < 28, ре °Е, р> ЭВ (послЪдній случай возможенъ, ибо 2В, меньше Ву 5). 

Итакъ, количества, подлежащія раземотр$н!ю, въ порядкЪ возрастающихъ вели- 
чинъ, таковы: К, 28, В/5; мы должны измнять р: 0тъ О до К, отъ В, до ЭВ, и 
наконецъ отъ 28 до Куб. 


І. р < К. Произведеніе корней ур-нія (4) отрицательно, сл. одно значеніе 2 
положительно, другое отрицательно. Отрицательной величин х соотвЪтствуетъ поло- 
жительное значеніе у; слЪд. всегда пмЪемъ рЪшеніе 2-го рода. Положительное зна- 


ченіе х больше 5 въ самомъ дфлВ, р, будучи меньше В, меньше н 28, слъд. ко- 


2 418 
личество 2 отрицательно: это значптъ, что 5 заключается между корнями 


. Р ә 
ур. (4), а потому отрицательный корень д. б. < 5’ а положительный больше. Та- 
кимъ образомъ, положительному х соотвфтствуетъ, въ силу ур. (3), отрицательное 
значеніе у. Олд. имЪемъ рфшен1е 3-го рода. Итакъ: при р < В задача иметь два 
рБшенія: одно 2-го рода, другое 3-го рода. 


П. р= К. Въ этомъ случав 


3 


22=0, у= К; #=- В, у= № 


© > 


Первое ръшеніе можемъ разсматривать, какъ рЪфшен!е 1-го или 9-го рода; вто- 
рое — рЪшеніе 3-го рода. Этотъ случай относится къ первому, но его можно отпести 
и къ слёдующему. 


3 — 482 
Ш. Е<р< 2. Оба корня ур-нія (4) положительны, но какъ Р. Е отри- 


пательпо, одинъ изъ корней меньше, другой больше г. Первому соотвфтствуеть по: 


ложительное значеніе у, второму — отрицательное. И такъ; одно рБшеніе относится 
къ 1 му роду, другое къ 3-му. 


А 2. 42 
І“. р=28, Оба значенія й положительны, но количество и = обращается 


— 227 — 


въ ноль, слФд. одно значеніё х равно Е. или В, а соотвътствующее значеще у равн, 


Е . 3 3 а р 4 
нулю. Другое значене =, 102 или Б К найдемъ, вычтя 5 изъ суммы корней Б р, 


: 4 4 
а для соотвтствующаго значевія у находимъ БЕ. Итакъ, имфемъ два рБшенія, изъ 


копхъ второе будетъ 1-го рода, между тъмъ какъ первое можно отнести, по произ- 
волу, или къ 1-му или къ 3-му роду. 


У. В <р < в/5. Въ этомъ случаБ оба значенія х положительны, и оба 


р 4 

меньше а Въ самомъ дфлЪ, сумма корней, равная = ф, меньше р, слћд. оба корня 
р 50% — 481 г 

пе могуть быть больше 5” и кавъ количество а положительно, они необ. 


ходимо меньше Е. Въ такомъ случа положительнымъ значеніямъ 2 соотвћтетвуютъ 
п положительные у-кп: имћемъ два рЪшенія 1-го рода. 


ҮІ. р == в/ 5. Имфемь двойное р%®шеше 1-го рода. 


Нельзя брать р >> ву 5, ибо тогда оба значенія х дфлаются мвимыми, и задача 
невозможна. 


Резюме изслњдованія. 


Изывненля р. Число ръшеній: 
1-го рода; 2-го рода; 3-го рода. 

В а ее 0 1 1 
р 8. Р 0 1 1 

В<р < 98. А 1 0 1 
2=9....... 1 0 1 

В < р< Ву. ав 209 0 0 
ЕЕ Б нз р № 0 0 
ЭВ И Аб 0 0 0 


Задача ХУ. 


628. Вычислить стороны прямозлольнаю треутольника, зная е10 периметуръ 9, 
если приитомь извњстно, что сумма обгемовъ, образуемых» треузольникомъ при обра- 
чиени ею поочередно около каждато катета, равновелика полушару радіуса В. 


РъшенІБк. Пусть будуть х п у — катеты, е — гипотенуза; неносредетвенво 
пыфемъ 3 ур-нія; 


уе 9р; к0(2-- у) == 285 а -4|- 022-28. 
‚ Легко исключить изъ этихъ ур-ній 2 н 2; для этого выводимъ изъ 1-го п 2-го 2-- у 
н ду черевъ 2; пифемъ 





оз 
ху 6 Щи 


483 
Отеюда имфемъ: 29-1 у? — (2-9) — 220 = (2р — 2) — 9р6 


15* 
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Ветавляя это выражене 2 | у? въ третье ур. системы, нахолимъ 


= или ре? — Зе |203 — 3—0... (1) 


| 
15 
Е 

| 
у 

| 


Итавъ, для опредфленя 2 имфемъ ур-ніе (1), квадратное относительно 2. Опре- 
дЪливъ 2, можемъ вычиелить х п у; въ самомъ дёлЪ, зная, что сумма 2 -|- 0 == 2р — е, 


ВЗ 
а пропзведеніе ху — е пайдемъ эти неизвфетныя изъ ур-ніл 
р 2р у 
283 
х? — (2р — 2х - = И ОЈ 
(2р — Хо 0 (2) 


Изолљдованте. Чтобы система опредёлеппыхъ такимъ образомъ величинъ =, 
у и отвфчала задач, необходимо и достаточно, чтобы эти величины были дёйстви- 
тельиы и положительны. 
Чтобы корни ур-нія (2) были дЪйствительны, необходимо, чтобы 
88°. 
(2р — г)' 
а чтобы они были положительны, необходимо, чтобы былъ 


(2р — =)? 2 


2р — ё > 0, пли # < 2р. 

Пусть это послёднее услове удовлетворено; въ такомъ случаћ, умноживъ об} 
части предыдущаго неравенства на положительное количество 2р — 2, найдемъ: 
(9р — 2)? >. 8Ез, или, извлекая изъ обБихъ частей кубичный корень, им%емт: 
9р — ё 22. 98, или 2 (р —– В); п какъ 2 должно быть положительно, пеобхо- 
димо, чтобы 

<< 2(р — К), 
а это предполагаетъ, чтобы было р > В. Какъ скоро 2 меньше или равно 2(р — В), 
оно и подавно будеть меньше 2 р, и условіе 2 < 2р будетъ удовлетворено. Итакъ, 
число рфшепій задачи равно числу корней ур-нія (1), удовлетворяющихъ условілмъ 


0 < 2 2 2(р — В). 


Нетрудно убБдпться, что корни ур-нія (1) всегда дъйствительны; а какъ пред- 
полагается В < р, то они и положительны. Остается изслЪдовать, сколько этихъ 
корней заключается между 0 п 2(р — К). Для этого нужно знать величины первой 
части ур-нія (1) при 2=— 0 п е== (р — К). При 2 = 0, она даетъ 2р? — В? — 
величину положительную. Подетановка 2(р — К) вместо 2 даетъ 


— (К? — 4рЕ 1 309), ши — [В — (2 — УЗ) В — 22-12). 
Итавъ, нужно разсмотрЪть три случая: 
о<в< 2—2); 52 — (2) <Е <р Вр. 


І. Нусть: 0 < В < 2р(2-— ү 2). Въ такомъ случаћ результатъ подстановки вм. 
= выраженія 2(р-— В) отрицателепъ, а потому одинъ изъ корней ур-нія (1) заклю- 
чается между 0 и 2(р-— В), другой корень больше 2(р — В). Первый корень даетъ 
искомое рћшеніе, второй не соотвътствуетъ вопросу: задача имфеть 1 рЪшеніе. Это 
рБшеніе мы получимъ, взявъ для 2 меньшій корень ур-нія (1), а для 2 п у кории 
ур-нія (2), когда въ немъ & замъненъ меньшимъ корнемъ ур-нія (1). 


П. Когда р(2 — У?) < ВА < р, то прп 2:= (р — В) триномъ положителенъ, 
п слЬд, или оба корня ур-нія (1) заключаются между 0 и 2(р — В), или оба больше 
2(р — В). Чтобы оба корня содержались между 0 и 2(р— В), нужно, чтобы иҳъ полу- 
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сумма 5, была < 2(р — БВ), т. е. чтобы 3р < 4(р — В), пли в<2 ‚ услове, 


несогласное съ положешемь Е > р(?—\/2). Итакъ, въ данномъ случаф оба кория 
ур-нія (1) больше 2(р — В), и ви тотъ, ни другой пе даютъ решен! я. 


Ш. Если В > р,, то уже видфли, что въ такомъ случаъ задача невозможна. 


Резюме изслљдованія. 


1. В<2@— (2): Задача имфеть 1 рш, (2 = меньшему корню ур-нія (1)). 

2. В=2(2— 8): „ » 1 (2=2(— В), треугольникъ равно- 
бедренный). 

3. В> 22—12): Задача невозможна. 


Задача ХҮІ. 


624. Вь данный полукрут діаметра АВ = 2В вписать хорду СО, параллельную 
АВ, таке чтобы АС? 4- СЮ“ ОВ = ия, 10% т — данная линія. 





Рьшингк. Принявъ за неизвфстное АС— 2, выразимъ СО въ зависимости отъ 


В и ғ. Но 00 2Е —2АЕ и Аб — 2Е х АЕ, сад. ОЮ = 2Е — =. Ур-ніе 
3 ‘2 
будетъ за (8—9) ия к. (1) 


Это ур-ніе, выведенное для одного случая, при- 
ложимо ко всфмъ случаямъ. Въ самомъ дл, пусть 
хорда СО приняла положеніе С’О’, въ которомъ точки 
С’и О’ лежать въ другихъ четверхяхъ: обозначая, 
какъ и прежде, прямую АС’ букво =, будемъ им%ть: 
С" = АЕ — 28; а какъ АЕ’ х 28 = АС”, то 


а 
СЮ" == = — 28; ур-ніе будеть въ этомъ случа 





ИЕ.) КОНТ 

2Ф (5—2 0) =: 
оно тождественно съ (1). Даемъ ему видъ 
2% — 2825? 4|- ВА В? — т) —0 0...0... (2) 


Изелъдованіє. Для изслБдованія и рЪшенія этого биквадратнаго ур-нія, 
полагаемъ 


И ионных (8) 
такъ что ур-ніе будетъ 


у — 2Ву | 05482 — 0) =0 о. (4) 

Для того, чтобы корень ур-нія (2) служилъ отвфтомъ на предложенную задалу, 
необходимо н достаточно, чтобы было 

ж дЪйств., 2 > 0, <. ...... 9 

Но для получен!я корней ур-нія (2) нужно рёшить (4) и найденные корни внести 


поочередно въ (3); отсюда видно, что х будетъ дЪйств., если у будеть дЪйств. и по- 
зожительно; поэтому нужно изслфдовать съ этой точки зрЪнія корни ур-нія (4). 
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Они будуть дЪйствительны, если Кё — В2(4В2 — 2) $ 0, или 
т? 3 3... .. 
Въ виду этого изслФдован!е распадается на три случая. 


О 7, 


Первый случай. т? < 382. Корни ур-нія (4) будуть мнимые, а потому будутъ 
мнимы и корни ур-нія (2), и задача будетъ невозможна. 


Второй случай. опа — 36°. Корни ур-вія (4) въ этомъ случа — дЪйствительные 
равные; ихъ общая величина — В2; елд. ур-ніе (2) имфетъ два корня равныхъ -|- В, 
и два корня равныхъ — В. Изъ нихъ 2 — -|- В отвфчаетъ на задачу, пбо -В — д&й- 
ствительно, положительно и < 28. Искомая фигура представляетъ въ этомъ случаЪ 
правильный полу-шестйрлольникь. 

Олфдуетъ замфтить, что сумма трехъ квадратовъ, равная въ данномъ случа 32, 
представляеть ийийиия, ибо мы видфли, что она не можеть быть мевьше 38%, но 
дфлается равною ЗЕ? при х — В. Олд. сумма квадратовь треть разсматриваемыхъ 
хордъ имтъеть тіпітит == ЗВ, кода фиура, ими образуемая, есть правильный 
полу-шестіуольникъ. 

Третій случай. э? >> 3Вз. При этомъ условш корни ур-нія (4) — действительные 
и неравные; изслъдуемъ ихъ знаки: пхъ произведеніе — К2(48° — т^), и потому иметь 
знавъ разности 48 — т?, т. е. будетъ >>, ==, пли < 0, смотря потому, будетъ-ли 


т<, =, пли 22482, что совместимо съ случаемъ #22 ЗК?. Итакъ, различаемъ 
три случая: 
т? < А92 
т? > 38 ‹ т — 48? 
т? > 48. 


І. 362 < т? < 48°. Ур-ніе (4) имфеть въ этомъ случа® корни дЁйств. и поло- 
жптельные, ибо ихъ произведеніе и сумма положительны; а потому четыре корня 
ур-нія (2) дфйствительны, и елд. это ур. имфеть два положительныхь корня. Но 
еще нужно, чтобы эти корни были < 28, или чтобы пхъ квадраты были < 48; но 
эти квадраты суть корни ур-нія (4), а оно им%етъ положительные корни, составляю- 
щіе въ сумм 282, сад. каждый изъ нихъ меньше 282. 

Итакъ, въ данномъ случа задача имфеть два рфшен1я 





= М Е-Е ий — 382. 


П. 27—48? Произведен!е корней үр-нія (4) равно нулю, слфд. одинъ Ео- 
рень —=0, а другой равенъ сумм ихъ, т. е. 20°; слЪд. ур. (2) имФетъ два корня 


равныхъ 0, и два корня равныхъ == В 4/2; другими словами, задача имђетъ 2 ршешя 
00, а"=В (2, 


изъ копхъ первое даетъ діаметръ 2К, а другое полупериметръ вписаннато квадра- 
та АНВ. 


Ш. ж 48°. Ур. (4) ныфетъ корни съ противоположными знаками; изъ 
внхъ только положительный даетъ дёйствительныя значеня для 2; слъд. ур. (2) 
пыфеть въ данномъ случаЪ два корня мнимыхъ п два дЪйетвительных+. 

Положительный корень дасть отвфть на задачу, если будетъ < 28, или если его 
квадрать < 48; чтобы это имфло м$сто, необходимо и достаточно, чтобы резуль- 
тать подстановки 48? вмфето 2 въ первую часть ур-нія (4) быль положителенъ, т. е. 
чтобы 1684 — 282. 48° -|- В2(482 — т?) > 0, или 


т? = 1252, 
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услов!е, совместимое съ положеніемъ 2? > 482; такимъ образомъ разбираемый слу- 
чай распадается на 3 новыхт: 
и? < 1288 
т? > АКА | т? — 1288 
т? > 1283. 
16. 488 < т < 1283. Положительный корень ур-нія (2) отвфчаеть на задачу, 
которая имфетъ одно рЪшеніе 


а \/ ВВ ут 818, 


20. тё 1282. — Въ этомъ случа положительный корень ур-нія (4) равенъ 
482; селд. : 
2—8: 
это— предльный случай задачи: контуръ, квадраты сторонъь котораго им$ють сумму 
1282 есть АВАВ. 


30. 2 7> 1262. — Положительный корень ур-нія (4) будеть >> 46°, н сл%д. 
положительный корень (2) не соотвЪтствуетъ задач®, которая становится невозмож- 
ною. Итакъ: тахітит суммы трехъ квадратовъ == 1287. 


Резюме изслљдованія. 


т^ < 362: корни мнимые. . . .. 0...0... О ршевій 
тё = 388; правильный 5. шестиугольниЕъ, тіп. (22). . . 1 ршеніе 
( т? < 48. ...... н 2 рБшенія 
| 02—468: 27 0, а"==Ку2. . . . . . 9 рёшенія 
т? > 38? т? < 1962: д мним.; 0 < 2° < Е. 1 ръшеніе 


т? > 482 ‹ т? = 1262: 2 мним.; 2" ==96. 1 рЪшеніе 
т? > 1282: а мним.; 2 > К. 0 ршеній. 


625. Изслдованіе суммы трехъ квадратовъ. — Для суммы тё трехъ ква- 
дратовъ мы нашли (2) выраженіе: 
1 ' р 
т ГИ [= — 28222 461], 
представляющее биквадратный тривомъ, который изсафдовать мы умћемъ при изм%- 
ненін х отъ — ОО до |- оо; сл д. мы можемъ прослфдить его измёнен1я при изм%- 
ненін 2 0тъ 0 до 2К, кавъ требуетъ геометричесый вопросъ, и этимъ путемъ най- 


демъ въ болфе сжатой форм% результаты предыдущаго изелЪдованія. Для этого пред- 
ставимъ 17? въ видв: 


т г [а — в зв] у 


Отсюда прямо видно, что корда 2 возрастаетъ отъ 0 до В, 2? — Кё уменьшается 
отъ В* до 0, а слВд. т? уменьшается отъ 46? до 383; при дальнъйшемъ возрастанит 
= отъ В до 28, (2 — КЗ)? возрастаетъ отъ 0 до 98%, и сад. тя увеличивается отъ 
ЗЕ? до 128%; иначе говоря, т проходитъ черезъ шшипаш 382, когда &= В, 

. Эти результаты резюмированы въ слфдующей таблиц: 
2|0..... о В та ОКУ 
т?) 468... . 2... 382... <... 468. .... <... 1288, 

Величина ти измфняется, уменьшаясь отъ 4В? до ЗВ?, затЬмъ увеличивается до 
1278; слЬд. она принимаетъ два раза всякое значеніе, содержащееся между ЗВ и 
482: разъ при =, содержащемся между 0 и В, другой разъ при =, лежащемъ между 
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Еля в; и одннъ разъ всякое значеніе, содержащееся между 483 и 1282. Это зна 
читъ, что задача певозможна, когда данное 7? меньше 382, или больше 1282, что 
опа имфетъ 1 рЪшеніе, когда 7? содержится между 1282 и 48, и нифемь 2 рфше- 
нія, когда т? заключается между 46% п 382. Это— результаты предыдущаго изсл$ло- 
ванія, но представзенные въ сжатой форм%. 

Изобразимъ графически изм нен!н 27, представляя величины 2 прямыми, откла- 
дываемымн на осп 25 отъ точки 0, а величины 2? нанося на перпендикуляры па- 
рал-ые 0Ү. Такимъ образомъ получпмъ кривую РЕЕО, изображающую измненія т”, 

На ней видно, что: 

1) Для опредфлен!я величины 172, соотвтствующей данному значен!ю =, доста- 
точно нанести х на ось 0Х 
отъ точки О, и взять ордп- 
пату кривой, соотвфтетвую- 
щую полученной точи%. 

9) Чтобы найти величи- 
ну 2, соотвътетвующую дан- 
ной величин ий, достаточно 
пересфчь кривую параллелью 
къ ОХ, отетоящею отъ 0Х 
на 202, и взять абециссы 
точекъ пересЪченія кривой 
съ параллелью. 

Черт. 58. Такимъ образомъ легко 


ис: видфть, что задача не имфетъ 
РЪшевій, когда тт? меньше 382, пли больше 196°, что получаются дв точки 


ветрБчи, слд. и два рфшевя, когда тт содержится между ЗК? и 482, и нэконецъ 
одна точка ветрфчи, или только одно рфшене, когда ти” содержится между 462 и 1282. 
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рача 


Ж 


Задача ХҮП. 


626. Дана окружность 0 и къ ней касательная въ точкњ А. Провести хорду 
ММ параллельно этой касательной такъ, чтобы прямоуольникь МХРО имъль дідло- 
наль МО данной длины т. 


Рьшвнте. — Примем» за ненизвфстное раз- 


6 стоявіе АЗ— искомой хорды отъ точки А, и 
е і 
а замЪтимъ, что это нензвБстное можеть имЪть 
г. только величину положительную, не большую 2К. 


Изъ прямоугольнаго треугольника МОР на- 
2 2 —0 
ходимъ: М9 = МР -- РФ. 
—2 2 
Но РО —=4М5 —4х ЗА х ВВ == 44(28— <); 
подстановка даеть: 2°145(28—4)-= т. Это урав- 














Я ——2 

ре Р пів совершенно общее, ибо выраженіе для РО 

= а р р7— ОСТается одпнаковымъ, каково бы ни было поло- 
в 5 жеше хорды МХ. Итакъ, ур-піе задачи будетъ 

у Черт, 54. 322—862 -- т =0 . . . (1) 

Изсльдованте. — Чтобы корень этого ур-нія давалъ рБшеніе геометриче- 


скаго вопроса, необходимо и достаточно, чтобы онъ былъ дЕйствителенъ, положите- 
ленъ н не больше 28. 
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Условіе дфйствительности корней ур-нія (1) выражается неравенствомъ 


682 
1682—3220, или па 100 0...0... (2) 
46 (3 
Корни этого неполнато квадратнаго тринома суть: == я слфд., чтобы удов- 


летворить неравенству (2), необходимо и достаточно дать эо значеніе внутри ивтервалла 
48/3 48 (3 


но кавъ въ данномъ вопрос 2 положительно, то необходимо и достаточно, чтобы 








483 
было и $ у , 
Итакъ, нужно различать три слузая: 
48/3 4643 463 
Д 6—2 = ————› т ———— * 
И) 3 т 3 < 3 
П г; ы 48 У | 
ервый случай. т> . Корни ур-нія (1) будуть мнимые: задача не- 
возможна. 
Ета й 480/3 А 
торой случай. п. Ур. (1) лпметъ корни дФйствительные равные; 
4 
общая величина ихъ а В: она положительна п < 28, елд. задача имфетъь 1 
а Е 48 
рЪшен1е. Заключаемъ, что длина т діагонали не м.б. > —, но можетъ достичь 





3 
этого пред$ла, который п есть ея тахітит, п что прамоугольникъ, пмБющій діаго- 


А : с 4 
наль тахітит, получается проведеніемъ хорды С) въ разстояи А] — 5 К отъ 
точки А. 
м Е 48 (3 = 
Третій случай. о» << ЕР, Въ этомъ случа ур. (1) ямфеть корпи дЪй- 
ствительные неравные. Но чтобы корень ур-в1я (1) отвЪчалъ на геометрич. вопросъ, 
нужно чтобы онъ быль положителенъ и не больше ЭВ. 


Но дЪйствительные корни ур-н1я (1) оба положительны, ибо ихъ произведение 
8 


а 


88, 
зи сумма -=- положительны. А чтобы они оба были меньше 28, необходимо и 


достаточно, чтобы: 1) триномъ 32° — 885 — т?, по замнъ въ немъ 2 количествомъ 
28, имфлъ знакъ одинаковый съ коэффиціентомъ прп 2°, т. е. быль бы положите- 
ленъ; и 2) чтобы сумма корней ур. (1) была меньше 46. 


Второе условіе удовлетворено, ибо сумма корней =3 В. 


Итакъ, чтобы задача имфла два р®шев1я, необходимо н достаточно, чтобы 
122 — 1682-|- т? 220, или т — 482.0, или (т -|- 28)(т —– 28) 220, а. какъ 
т >> 0, то необходимо и достаточно, чтобы было 


т 22 2К. 


4АВУз 8 . 
Но мы имфемъ условіе: т ви с2Бд. нужно сравнить 2В съ шу. что- 
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2 вуз 
бы убёдиться, совм®стны-ли эти условія. Но легко видфть, что з. - > 96: а по- 


тому разбпраемый случай подраздъляется на три новыхъ: 
тъ 28, т-—=28В, т< 20. 


4 Р 
І 28<%љ< сЕ корни ур-вія дъӣствительны, положительны и меньше 2В, 
слБд. задача пыфеть два рљшенія: 


‚48-1 У1662 — 302 48 — 168° — Зи 
Е 0 сети Бена — 2" == 3 , 








дающія двћ точки на АВ, равноотстоящія отъ І, пбо 


П. = 2К: неравенство т = 2В становится равенствомъ, и елд. 2В есть 


коренъ ур-нія (1); другой корень = в 28 = 2 В. Оба рЪшенія удовлетворяютъ 


задач: одна искомая хорда касательна въ точеё В; другая проходить черезъ точку Н, 
симметричную точкЪ І относительно центра. 


Ш. то 38, неравенство % > 28, не удовлетворяется, и триномъ (1) стано- 
вптся отрицательнымъ по замънъ 2 количествомъ 2К. Это значить, что одинъ ко- 
рень < 28, другой >> 26. Меньшій корень одинъ удовлетворяетъ вопросу п задача 
иметъ 1 рБшеніе: 

46 — (1682 Зт? 
= НЕ В 


Резюме изслюдованзя. 








4643 

њ> 4848, корни мнимые. ....... . . $5 О рей 

46/3 А 

== б з 2 Е 45, тахітиш (2)... . . . 1 ршеніе 
_ [92 28: яна’ дЪйств., полож., и < 26. 2 рёшевія 

4В УЗ 2 Е 

т < 3 т— В: 2—6, а= В. .. . о. 2 рёшешя 
т< 28: <, “>в... . . 1р%шеніе. 

627. Прямое изелБдованіе длины дтагонали. — Ур. (1) даетъ 
т? — 8а 88а (ег... (3). 


Вторая часть есть квадратный триномъ, измфнен!я которато мы изучать ум$емъь. 
Намъ нужно просл$дить его измфнен!я, когда = возрастаеть отъ 0 до 28, и затБмъ 
взять отъ полученныхъ величинъ ариеметич. квадратвый корень. Для изслЪдованія 
удобнЪе тк? написать въ вид: ‘ 


та = — 3 [а — 5 Ка], или 9? —— 3 [( х — я в)-- г | . 


4 
Отсюда видно, что когда х возрастаеть отъ нуля до 3 №, количество 77? возра- 


16 4 
стаеть отъ нуля до == 8; затВмъ, когда 2 увеличивается отъ в 8 до 28, т? умень- 


шается до 462, Итакъ, имфемъ таблицу изм нен!й; 
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| 2 + 

И р ЧИА 

т^ а О аЬ о ч 
48/3 

О РО. 


Отсюда непосредственно видно, что когда хорда ММ перемфщается отъ А до 

В, длина длатонали МО возрастаеть до того момента, когда ММ проходить черезъ 
а 4 А 

І, для которой А1 т В. Затыъ длина дізтонали уменьшается до ЭВ, когда хорда 


движется къ В, 


Діагональ принимаеть одинъ разъ всякую длину, содержащуюся между О н 28, 
когда точка 5 перемфщается отъ А къ Н; напротивъ она принимаетъ два раза всякую 


4 
величину, содержащуюся между 2Е и аха одинъ разъ, когда точка 5 перем%- 


щается отъ Н къ І, и другой разъ, когда точка 5 пробфгаеть отрбзокъ 13; эти два 
положенія хорды симметричны относительно РО, ибо триномъ 20? беретъ равныя ве- 


4 
личины при 2 == гу К+ 7, Такимъ образомъ, находимъ већ результаты прежняго из- 


слБдованія. 

Чтобы графически представить измф- 
ненія т при изм%неніи х 0тъ О до 2К, от- 
кладываемъ = на оси 0х, а соотвътствую- 
щія значенія 7 на оси ОУ, Напр. взявъ 


0А 2 В н АВ=А0= 28, 


наносимъ на ординат точки А 


АО = 48 УЗ 
3 





на ординатахъ точекъ Ви С: 
ВЕ = СЕ —= 28. Черт. 55. 


Такимъ образомъ получимъ дугу ОЕРЕ элипса, ординаты которой и представ- 
ляють изм%вевія діагонали и, соотвћтетвующія измЪненіямъ 2 отъ О до ЭВ. 


Задача ХУПТ. 


628. Задача Паппуса. Дана точка А на биссектриссњ трямало ума, состав- 
лясмаго линіями ХХ’ и УХ’; провести через эту точку прямую линію токъ, чтобы 
отртњзокъ ея въ одномъ изь четыреть 11106 имњль данную длину р. 


Приводимъ эту задачу какъ поучительный образецъ, выяеняющій значеніе выбора 
пеизветныхъ. Нер%дко выборъ неизвфстныхь является дфломъ существенной важно- 
сти: отъ него зависить получен!е ур-ній большей или меньшей сложности. Иной вы- 
боръ можеть повести къ ур-нію биквадратному, иной—въ квадратному, наконець — 
къ полному ур-нію четвертой степени. Какъ скоро взятое неизвфетное приводить къ 
үр-нію сложному, нужно попытаться взять за неизвфетное другую величину, чтобы 
уб%диться, не приведетъ-ли новый выборъ неизв®стнаго къ менфе сложному ур-нію. 
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629. Первый способъ. Легко видфть, что если задача имфетъ ръшеніе ММ въ 
угаф ХОҮ, то будетъ имфть н другое М/”\, симметричное съ первымъ по отношению 
къ ОА. ЗатЬмъ, задача всегда имфеть рёшене въ каждомъ изъ угловъ УОХ’ и ХОУ’; 
въ самомъ дф2зЪ, проведя прямую черезъ точки: Ан О н поворачивая ее около точки 





Черт. 56. 


А, въ угл УОХ’, затфмъ въ ХОУ’, видимъ, что ея отръзокъ въ каждомъ изъ этихъ 
угловъ будетъ измЪняться отъ 0 до оо. 

Итакъ, при всякой величин линіп р задача необходимо пмћетъ 2 рЪшенія-—по 
одному въ каждомъ изъ угловъ ҮОХ' и ХОУ’; къ этимъ двумъ рЬшеніямъ, въ нЪко- 
торыхъ случаяхъ, могуть прибавиться еще два; слЪд. задача можеть имфть 4 рЪшенія. 

Ол%д., ест за нензвфетное примемъ такую величину, которой значен!я, относя- 
щіхся къ четыремь рЕшеніямъ, суть корни одного и того-же ур-нія, то получимъ 
ур. четвертой степепя, ршеніе котораго въ общемъ видЪ намъ не извћетно. 

Напр., примемъ за неизвестное — разстоявіе отъ точки О до одной изъ точекъ: 
М, М М”, М”; пусть ОМ = =. Обозначимъ длину равныхъ перпендикулировъ АВ н 





. 2 
АС буквою а; треуг. МОМ даетъ: 2? -- ОХ == р®; но изъ подобія треуг-въ МОМ и 
МВА имфемъ: ОМ: а: 5: (2 — @); отсюда үр-ніе: 


2% -|- 


Освободивъ его отъ знаменателя и развернувъ, убъдимея, что оно четвертой сте- 
пени, полное и не возвратное, Въ немъ содержатся вс четыре рбшенія. 





227? 
2 
а" Е О о. 
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Во-первыхъ очевидно, что для сЬкущей М”\’ получимъ тоже самое ур. (1), при- 
навъ ОМ’ = =. а сфкущей АМ”Х”, припявъ ОМ” = х, изъ треуг-въ ОМ”Х” и АМ”В 


им%емъ: 22 4-07 р? п — ОХ”: а=х: — (а — х), откуда ОХ" ах : (а — <); впося 
эту велпчишу въ предыдущее ур., получимъ опять ур. (1). Наконецъ, для сфкущей 





2 
АХ” М”, положпвъ ОМ” = — д, иыфемъ: а | ОХ, = р? п ОМ: — — х: (— 2-а) 
вли ОХ”: аса: (1—4), слЪд. снова получаемъ ур. (1). 
Итакъ, при сдфланномъ выбор® неизвЪстнато мы не достпгнемъ рфщен1я задачи. 


630. Второй способъ. Взявт за непзвЪетное ВМ, найдемъ, ур-ніе 
8 
а = 0...0... (2) 


которое выводится изъ (1) замъпою х количествомъ х- а; это ур. имфетъь четыре 
корня: ВМ, ВМ’, — ВМ” — ВМ”, нбо ур. (1)--общее. 

Хотя здБеь мы опять получили полное биквадратное ур., тБыъ не менфе мы легко 
можемъ ршить его слёдующимъ искусственнымь пріемомъ. Ур. (2) можно написать 
въ ВИДЪ 





то 9 9 294 3 9 1 19 9 арса 
224 Зах | а? 4-а + 22р ‚ или (= - 24? 4 я) а= 5) р ‚ или 
а?\? г 
—) -9 На — 9. 
(2+5) 90 5) = 
отсюда видно, что опо приводится къ рфшен!ю двухъ ур-ній 
а? 1 2 — 
НОУ ш 02 20у — р 0, 
пли 
о (8) 
9% 20у —р%2=0 


Итакъ, этотъ искусственный пріемъ дает рЪшен!е задачи. 


Посмотримъ, каково геометрическое значеше вспомогательнато неизвфстнаго 7. 
Проведя перпендпкуляръ МО на зивію А7, параллельную ОХ, и возставивь къ МХ 
перпендикуляръ МР, замфчаемъ, что РО есть третья пропоршональная къ МО и 
А0 == 2; сл$д. 

АР == АО -- ОГ = = а = у. 
А "т 

Итакъ, вспомогательное непзвЪстное, соотвёъствующее рёшевю МАХ, есть Е 
точно также, для вспомогат. неизвЪстнаго у, соотвфтствующато ръшевію №" М”, 
лучили-бы (— АР’), возставивъ перпендикуларъ М”/Р’ къ АМ”. 

Ур-ве въ у системы (3) есть квадратное, слЪд. необходимо, чтобы величины 7, 
отпосящілея къ четыремъ возможнымъ рёшешямъ задачи, были попарно равны; и въ 
самомъ дБ, проведя М’Р, получимъ равные треугольники АМР и АМР, нбо: АМ' 
АМ по причиаЪ симметричвости относительно ОА; затЪмъ треугольники АСМ и МРО 
равны, какъ пы$ющ!е стороны перпендикулярныя н по равной сходетвенлой сторонъ 
(АС — МО), селд. МР == АМ”; уголь АРМ = РАМ’ нбо ихъ дополненія равны; итакъ, 
треугольники равпы, имфя по:равному углу между порознь равными сторонами, 

Отсюда елЪдуетъ, что перпендикуляры, возставленные въ М н М’ еъ прямымъ 
ММ, М’ проходятъ черезъ одну н туже точку Р лин! АЙ, и что тоже самое отно- 
сител къ перпендикулярамъ, возставленнымъ въ М” и М” къ М"М№ и МХ”, Этимъ 
подтверждается вышеприведенное вычислевіе. 
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Для рБшенія задачи достаточно знать точки Р и Р’, ибо окружности, описавныя 
ңа діаметрахъ АР и АР’, пересъкаясь еъ врямою ХХ’, дадутъ искомыя точен М,М', 
мМ” М“ 
| р 
Эти точки дало-бы намъ рёшеше системы (3). 


Итавъ, АР и АР’ суть абсолютныя величины корней ур-нія 


0% 20у — 0—0 0...0... 00) 


ИзсяъдовАНнІЕ. Корни этого ур-вія, какъ видно а’ргіогі, дёйствительные, пе- 
равные, по знаку противоположные. 


І. Чтобы положительный корень У’, который долженъ быть нанесенъ въ направ- 


лени А7, даваль рёшене задачи, необходимо, чтобы окружность діаметра АР встр%- 
СА 


чала прямую ХХ’. Но ея радіусъ =, & разстояніе центра отъ ХХ’ равно а; слћд. 


необходимо, чтобы было у’ % 20; а чтобы это имфло мфето, необходимо и достаточно, 


чтобы триномъ (4), при подетановеъ 2а выфето у, принималъ отрицательное значеніе 
т. е. чтобы было 


402 40 — р? 2 О, или р? — 80 % 0. 


Кории тринома р? — 80% суть —- 20 Уз, & какъ р — существенно положительно, 
то неравенство удовлетворяется при 


р = 242. 
Первый случай: р < 20/5. 
Въ угл ХОУ нёть ршенія. 


Второй случай: р-— 20/5. Положительный корень ур. (4) равенъ въ этомъ 
случа 924; сл. окружность діаметра АР касается ОХ, точки М н М’ сливаются: за- 
дача имфеть одно рЬшеніе въ угл ХОҮ, п это рфшеніе — перпендикуляръ къ ОА. 
Въ этомъ, слЬд., положеніп отрзокъ ММ въ угл ХОҮ на прямой, проходящей че- 
резъ А, имфетъ бийнит величины. Этотъ результатъ легко объяснить геометрически. 
Пусть МАМ — тіп. и пусть М”№ какая либо сБкущая; очевидно, что АМ < АМ и 
АМ' > АМ; а кавъ АМ — АХ, то АМ’> АХ, слдов. средина линін МХ’ ниже А, 
напр. въ К, Соединивъ О съ К, имФемъ ок= УХ, но ОА = ИЗ. и очевидно 


2 
ОА < ОК, сл. 20А или ММ < 20Е пли МХ. 


Третій случай: р >> 20/2. Окружность пересъчетъ линію ОХ въ двухъ точкахъ, 
и задача имфетъ въ угл6 ХОҮ два рБшенія. 


П. — Во-вторыхъ, чтобы отрицательный корень 9”, наносимый въ направлепіп 


АР’, даваль рБшеніе, необходимо и достаточно, чтобы окружность діаметра (— 2") 
(А 


ветрЪчаха ХХ’, т. е. чтобы было: 9 уа, или 0 2 — 2а; отсюда слфдуетъ, что 


необходимо и достаточно, чтобы (—92а) содержалось между корнями ур. (4), или что- 
бы, замфвивъ у количествомъ (— 22) въ триномъ (4), получить отрицательный ре- 
зүльтатъ: 402 — 402 — р? < О, что всегда удовлетворяется. СлЪд. задача имЂетъ одпо 
ръшепіе въ угл Х’ОҮ, п одно въ углъ ХОТ’, что согласно съ выводами предвари- 
тельнаго изучен!я задачи. 
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Резюме. 


<... ... . 2 ршевія (ХОҮ, ХУ). 
2=28/2....... 3 рёшенія. 
р>2ау2...... . 4 рвшенія. 


Построенте, — Одфлаемъ построеве для случая четырехъ р®шенй. 
Ур. (4) даетъ: е 
у = Ма? 4-р* — а, 
= у Ма 4-02 а. 
На параллели къ ОУ (черт. 56) наносныь АЮ ==р, откуда Ср = Ма: рі. 


Описавъ изъ С какъ изъ центра радіусомъ СО полуокружность, находимъ на РР’ точ- 
ки Р п Р’, которыя и даютъ 


АР = у, АР == — у’. 
Описавъ на АР п АР’ полуокружности, получаемъ пскомыя точки М, М’, М“ п 


М”, которыми опредфляются искомыя прямыя: МАХ, М’АХ’, АХ”М” п АМ'”Х”. — 
Повърва — циркулемъ. 


631. Третій способъ.— Такъ какъ ръшенія задачи попарно симметричны отно- 
сительно ОА. то заключаемъ, что точка О находится въ равномъ разетоянін отъ 





х 





а арак 
© Г. 


„.” 


Р 
ан. 


Черт. 57. \ 
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‚ двухъ симетричныхъ рБшеній. Слфд. если за неизвестное принять разстояніе ғ точки 
О отъ этихъ двухъ рЪшеній, то ур. въ г будетъ не выше второй степени. 

Итакъ, пусть будетъ ОР == ғ (черт. 57) радіусъ окружности центра О, касатель- 
ной къ рёшенямъ въ угль ХОҮ; обозначивъ буквами = и у вспомогательныя непзвЪ- 
стныя ОМ п ОХ, получимъ три ур-нія: | 

0 а 


ау == р; а Ее (5). 





Остается исключить изъ этихъ ур-ній 2 п у, чтобы получить ур. съ гларнымъ 
непзвстнымъ ғ. Для этого второе ур. напишемт въ виз: ху == а(х -— 9); возвысивъ 
обв его части въ квадрать: (29) — а%(2 -— у?-— 95у) и замфвивъ ду н а? -|- 92 
ихъ величинами изъ двухъ другпхъ уравневій, получим: 

рэг? — а?(р? —— 2"), или р — За" — раї = 0. . . . . . (6). 

Чтобы убфдитьея въ общноетр этого ур-вія, обозначимъ буквою х радіусь ОР’ 
окружностп центра О, касательной въ ръмевіямъ въ үглахъ ХОУ’ и Х'ОҮ. Обозна- 
чивъ буввами 2 н 9 количества ОЛ, ОХ’, найдемъ З ур-нія: 


у а 
а а 





а у? == р, фе == 29. 


Второе напишемъ въ вид ху == а(х — у), п преобразованиями, подобными вы- 

шеприведеннымъ, прпдемъ къ ур-нію 
рғ? | ак — ра? 0... . о. (0). 

Это ур. отличается отъ (6) перемфною г на (— ғ); елд. абсолютпая величина 
отрицательнато корня ур-вія (6), представляеть радіусъ, дающий рЪшевія въ углахъ 
ХОТ п ХОТ. 

ИзслъдовАНІЕ.--Итакъ, разсмотримъ, при какомъ условін корни ур-нія (6) 
дадутъ псвомыя рЪшенін. 

Необходимо и достаточно, чтобы эти корни были дфйетвительны, а ихъ абсо: 
лютная величина не превышала ОА — аә; ибо необходимо, чтобы изъ точки А 
можно было провести касательную въ окружности, имфющей радіусомъ абсолютпую 
величину того пли другаго корня. Но ур. (6) пм%етъ корни дъйствительные, пе- 
равные и противоположные по знаку; сл., что касается положптельнаго кория, то 
если овъ не больше а\2, то п дасть искомое р$шен1е; значитъ, если зам$нить ғ 


количествомъ 0 ү2 въ трином% (6), результатъ замфны не долженъ быть отрицатель- 
вымь, т. е. должно быть 


2раз — 248 /2 — ра = 0, пли р = 2а ү. 


Отсюда: 1) если р < 2а {2, задача не имфеть ръшеній въ углЪ ХОҮ. 2) Если 
фр — 2а у точка А бүдетъ паходиться на окружности центра О н радіуса, равнаго 
положит. корню; елд. будетъ только одна касательная; это рЪшеніе, лерпендпкуляръ 
къ ОА, есть положеніе прямой ММ, при которомъ отръзоктъ въ угл ХОҮ есть тпї- 
тітит. 3) Наконецъ, если р > 2а (2, точка А будетъ находитьея ви окружности; 
существують дв различныя касательныл, выходялия изъ этой точки, и слЪд. два 
рБшепія въ угл ХОТ. 

Чтобы отрицательному корню 7” соотвЬтетвовали рЪшен!я задачи, необходимо и 
достаточно, чтобы абсолютная величина (— 97”) ве превышала а /2, т, е. 


т” > —а\2, 


— 241 — 


иными словами, необходимо и достаточно, чтобы триномъ (6) не былъ отрицатель- 
нымъ при замн 7 количествомъ — а \/2, что даетъ 


2ра? | 2а? /2 — ра? 3.0, или 101-908 {5 0. 
Но р и а положительны, сл8д. это неравенство всегда вБрпо, т. е. всегда есть 
по одному рЪшевію въ каждомъ изъ угловъ ХОХ’и Х'ОҮ. 


ПостроЕНнІЕ. — Уравненіе даетъ 


9-4 0121 д8 р па 
‚„— Е Ҹа ерю? аак а 
р р үр" 





слЪд. нужно постронть радіусы: 


9.9 2 2.2 9 
"=\/“ 2: @. —"=\/“ ._@.. 
(>) + Рр 7 (5) а 7 
Наносимъ на продолжен АВ (черт. ) длину ВО == р, проводимъ ОР, и въ 
точкВ О возетавляемъ перпепдикуляръ ОЕ къ ОШ; очевидно, что 


а 
ЕВ = С. 
р 


91% 
пбо ОВ = а. Ол%д. =“) -- 2; а потому, нанося ЕО = Еб’ —= ЕВ, имћ- 


емъ: 7’ == 0 п — 7" == 00,. Остается провести пзъ точки А касательныя къ окруж- 
ностямъ центра О, проходящимъ черезъ точки @ н (ў). 


631. Четвертый способъ. — Можно принять за вспомогательное неизвфстпое 
сумму ОМ -- ОМ; къ этому выбору приводить зам чан!е, что ддя двухъ положеній 
сВкущей ММ п М'№ величина этого неизвъстнаго одинакова, ибо треуг-ки ОММ, 
ОМ равны. СлФд. для четырехъ положеній сфкущей получится только два корня; 
п мы должны придти въ ур-нію второй степени. 


Итакъ, пусть 


ом ОХ 2=2...... (1), затъмъ: ОМ? + ОХ? = р? ...... (2) 
ь ом а ом-- ох __ ох 
Кром$ тото: ба 98118 м =, а потому 
ОМ х ОХ = (0М ОХ). о, ин ОМ. 0ОХ=а....... (3) 


Удвоивъ об части (3) и придавъ ко (2), вайдемъ въ первой части 22, а ур-ніе 

будетъ: 22 == р? - дая, или 
а? — 2ах — р==0....... Е (4) 

Такое же ур-віе получили бы, взявъ за нензвфетное ОМ! -|- ОМ. 

Легко видть, что это ур-віе пригодно и для двухъ другихъ положен сфкущей, 
только х тогда будеть выражать разности ОХ’ -— ОМ” п ОМ” — ОМ”. 

Кавъ скоро х будеть найдено, останется найти разность отръзковъ ОМ — ОМ; 
для этого удвонваемъ (3) и результать вычитаемъ изъ (2); получимъ 


ОХ — ОМ == үр? — Зах; откуда р> ах. 


Найда а, вносимъ его величину въ разность ОМ — ОМ, которая такимъ обра- 
зомъ и будетъ извЪстна; а какъ извфстна и сумма отрЪзковъ, то будетъ извЪстенъ и 
КАЖДЫЙ изъ НИХЪ. 


Изсльдованте. Нужно, чтобы разность эта была дъйствительна. При отри- 
цательномъ кора% ур-н1я (4) это и будетъ безусловно; и въ самомъ дБл%, отрицатель. 
ный корспь соотвфтетвуетъ случаю скущей, проведенной пли въ углъ УОХ' или въ ХОУ’. 

16 
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Итакъ, изелфяован!ю подлежитъ только положительный корень; онъ долженъ быть 


7? р® 


«< 2, сад. с должно заключаться внф корней (4), а для этого результать под- 


202 2а 


становен этого количества въ триномъ (4) долженъ быть положителенъ: 


о ы 
4а? наон 


р? 2> 0, или р1 — Вар? > 0, откуда р >> 24/9: 


услове, раньше найденное. Отсюда тіл р. =] 2. 


ПостроЕНнтЕ. РЪшивъ ур-віе (4), найдемъ 


я’ =а4- Ма? 0, а’ а? 1-р? —а. 


Пусть ОС = р, то ВО = Ма? 4-р? ; вапеся Вб на 0х, получимъ: 


Об’ —=а-+ уа? 4 р? = а". Сад. 


Черт. 58. 








ОМ — ОХ = үр? — 2ах = үр? — 90. 06’. 


Взявъ В1-—ОВ, на Об’ описываемъ по- 
луокружность и проводимъ перпендикуляръ 
ІХ, тогда ОХ == ү204/. Олд. нанеся 06 
на 07: 

7Х 072 — 0%, УХ = 
М0 — 24а. 06/ = ОМ -– ОХ. 

Но ОМ - ОМ == а == 00"; елд. если 
отъ средины О” линін Об’ отложить въ объ 
стороны равныя длины 0’М == О'М—= т 
найдемъ обв точки М и М’, опредфляющая 
искомыя прямыя МАМ и МАХ. 

Для отриц. корня построен1я аналогич- 
НЫ ЭТИМЪ. | 

632. Пятый способъ. Можно принять 
за непзвъстное разность лпній ОМ-—ОХ—х. 
Для другаго положення сБкущей, второй ко- 
рень будеть ОМ’ — ОХ’, или ОХ—ОМ; опъ 
равенъ первому, но противоположенъ по 
знаку. Также и два остальпые корня 


равны л противоположны по знаку; слл. корни попарно равны и иротпвоположны 
по знаку, а потому этимъ способомъ должны придти къ биквадратному ур-нію. 


Им%емъ: ОМ — ОХ = 2 (1), ОМ? -|- ОХ р® (2), и ОМ х ОХ = а(0М--ОМ) (3); 

отсюда: ЗОМ х ОХ = 2а(0М -- ОХ) и 0М° -|- ОХ® — 20Мх ОМ = р? — 2а(0М ++ ОМ), 
в 29 

елЬд. 2 = р — 2а(0м 4 ОХ), откуда ОМ- ОХ ===. Зная же, что ОМ — ОМ 


= 2, имфемь 


Внеся эти величины въ ур. (2), получимъ 
(0° 4 Зал — 29)? -[- (р? — 2ах — 21)1 = 16а?р?, 
или, раскрывъ скобки и приведя въ порядокт: 
а -- 2(24 — р?)2? -- р?(р? — 80) —0. 
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Чтобы корни 4? этого ур-нія были дЪйствительны, необходимо, чтобы ; было: 
(242 — р?) — рр — Ва?) > 0, или 40% — 40% 4-р! — р-р 802? > 0, или 49 
4а?0? > 0, что всегда удовлетворено. 


Чтобы оба они были положительны, необходимо, чтобы произведее и сумма 
ихъ были положительны. Произведеніе будеть положительно при 2? >> ёа, или при 
р>> 2402. 

Но при этомъ условін будетъ р >> 2а, слъд. 2а — р? будетъ < 0, а потому сум- 
ма корней будетъ >> 0, и оба корня — положительны. Итакъ, единственное услове 


возможности задачи будетъ: р> 24/8, т. е. чтобы ланвая линія была не меньше 
удвоенной линш АО. 


РЪшивъ ур., найдемъ: 
а= 41р — 942 4 Зря; 
выражевів это легко постропть; а вмфя 2, нетрудно уже найти ОМ н ОХ. 


638. Шестой способъ. Если за вспомогательное непзвстное принять произве- 
деніе отрёзковъ ОМ х ОХ, то какъ для двухъ положеній сБкущей произведен!е это 
пмфетъ одну и туже величину, для четырехъ ея положеній получимъ два значеня для 
произведевія; поэтому, ур. съ неизвфетнымь д, равнымъ произведенію отрзковъ, 
должно быть квадратнымъ. 


Положивъ ОМ х ОМ = 2, имфемъ еще два ур-нія: 
ОМ? 4 0№=1? и ОМ х ОМ = а(0М -- ОХ), ип #=а(0мМ ОХ). 
Возвысивъ посл$днее ур. въ квадратъ, имфемъ 
2 ==а?(р? -|- 20), откуда #1 — 2422 — ар? — 0. 
Какъ скоро х найдено, МО и ХО получимъ изъ биквадратнаго ур-нія 
Ха — 022 | 0 0. 

Корни этого ур-нія будутъ дъйетвительны при условін р‘ — 442 >> 0, или (р? -- 2) 

(0% — 20) >> 0; отсюда видно, что при 2 > 0, необходимо, чтобы было = < Б. За- 


Й Й 
мБняя 2 количествомъ > въ ур-ніи въ 2, должны им%ть: ар — айз >>0, или 


2. 2 
р? >> 8а, откуда р > 2/2 — үсловіе извфстное. 2 < 0 должно давать 2 >> — 5. Ў 


з Й 
т. е. 5 должно быть внЪ корней ур-нія въ 2, и потому должно быть + ауп? 


— ат? >> 0, что всегда пмЪетъ мфето. Итажъ, единственное условіе есть 


рь 4/2. 


Какъ скоро оно удовлетворено, оба значевія 2? будутъ положительны, а потому 
всЪ четыре значения Х дЪйствительны. 


Впрочемъ, какъ скоро найденъ =, то вмфсто ръшенія биквадратнаго ур-пія, да- 
ющаго отрёзки ОМ и ОМ, стоить только замфтить, что въ тр-5ф ОММ известна ги- 
ОМ х ОМ 


& 
потенуза р и площадь, равная —— 5 —— ИЛИ ==: 


2 . ОМ 
634. Седьмой способъ, Если за неизвестное принять отношеніе о. 


то очевидпо должно получитьея возвратное ур. четвертой степени; ибо для положенія 
16° 


отрЪзковъ, 
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Е, А А А М, ох а 2 
М’№' сБкущей второй корепь есть Ох Иа ом т. е. онъ обратенъ первому кор- 
у А А 


ню; тоже самое имфетъ мЪсто и для двухъ другихъ корней. Для составленія ур-нія 
стоитъ только певлючить ОМ и ОМ изъ трехъ уравненій 














= ...() 0м р Оер... (2) ои оиа пан ах = ОМ — а, 
откуда | ОМ =а(#-41)........ на а в (8), 
Изъ перваго ур-нія имфемъ ЬЕ са отсюда н азо аан 19 пли 

ОХ 1 ом? 2 
0% _а%4-1 р? 2% 4-1 





ом = а › ная 24 гу = тя › Или рх? — а (2 | 1)(#-- 1) = 0, илн 
а? -|- 2а%58 1 (20 — р?) -- 2024 а? 0. 
1 
Положивъ д -|- ==, откуда а? -- а —/? —2, п раздфливъ все ур. на 27, 


находимъ 
(22 ЕЕ 5) 2042 + 2) -{ 24? — р 0, или а?у? | 2азу — р? = 0 
2 & " 


н 22 —2у 4-10. 


Изъ ур-нія въ у найдемъ два значенія для 9: у п — у", которыя поочередно 
вносимъ въ послёднее ур-ніе. Но чтобы для х нолучились величины дъйствительныя, 
нужно, чтобы абсолютная величина у была больше 2; п сл. замфна у числами 2 и 
— 2 должна давать отрицательные результаты; т. е. 


402—402 — р < 0, шли рь 24ү. 
а п 402 — 408 —- р < 0, или — р < 0, 
что приводится къ одному условію: р >> 0ү2, уже извъетному. 


Когда это условіе не выполнено, когда р содержится между 24/2 и 0, годится 
только отрицательное значеніе у, которому отвЪчаютъ два отрицательныя значенія 2: 
сФвущая проходить въ углахъ 200 н 2'07'. 

685. Опуская трлгонометрическія ршенія вопроса, дадимъ въ заключеціе р%- 
шен!е задачи чисто геометрическое. 


1. Пусть задача рфшена, п М№— требуемая 
сфкущая. Опишемъ около треуг-ка МОМ кругъ, 
въ которомъ ХМ будетъ діаметромъ. Продолживъ 

г 00 до ветр$ян съ окружностью въ точкЪ 1, со- 
едиянмъ Г съ №; тр-ка МІС, ОМТ подобны, ибо 
пыфють общ уголь МТО и сверхъ того ГУО= 
ІОМ == МОТ (ибо ВОС == 00А); сл. сходетвен- 

& ныя стороны даютъ пропорцію 01: ІХ == 1Х : 1С, 
откуда ОТХ ІС 1%. Здфеь 13% известно, ибо 
точка 1 находится въ средин% дуги ХМ, именпо ІЧ 


есть сторона вппсаннаго квадрата въ круг%, кото- 
х 9 
МХР а м 


рагора діусъ=—-- ==, сл. ===; 
Черт. 59. 2 2 9 т 5 


сверхъ того 10 —6=06=а\У 9; слБд. задача приводится въ построевію прямо- 
2 2 
угольплка по даннымъ; площади = п разности измђреній ву?2. 


4, 


2 #74 
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Для рБшенія задачи оппсываемъ кругъ около квадрата ОАСВ, беремъ 04р, 
проводимъ въ точкБ О касательную къ кругу и изъ точки 9 опускаемъ на нев пер- 
пендикуляръ 49’; тогда 


Од = ибо 09%== 


02. 
—, 
(3 
092. Центръ Г. круга со- 
единяемъ съ 4’ и линію 
1,9’ ваносимъ на 11; тогда 


р? 
ОІ х 01-09% =5 $ но 
ОГ = ІС, елд. 


ОО. 
2 

ЗатБмъ изъ точки І 
какъ изъ центра радіу- 
сомъ 09’ описываемъ ду- 
ту круга, которая пере- 
сЪчетъ ось у въ точкахъ 
Ми М. Искомыя сЪкущія 
будуть: ХОМ п Х'СМ”. 
Въ самомъ дЪлЪ, прове- 
дя ХІ, имфемъ 


09' == ХІ 2—10 х ІС; Черт. 60. 





слфд. треуг-ки МІС, № подобны, имя по равному углу, заключенному между 
пропорціовальными сторонами; слъд. СМІ == №01 = ОМ — 458; но въ треуг. ХІМ 
уголь ММІ также 459%; а какъ ОХМ -- ОМХ —4, откуда ХІ ІМ, елд. четыре- 
угольникъ МЈОМ—вписуемый; но ХОМ = @, сл. ММ == 4, и какъ ТУМ == 450, то 


РА 
ХМ? — 218%, Но 1% 092—2-, сл. ХМ2-=р? и МХ = р. 


$ 


ИзолъдовАНнІЕ. — Чтобы задача была возможна, необходимо, чтобы кругъ, 
описанный изъ точки Ј кавкъ изъ центра, пересЪкалъ ось 0; сл. необходимо, чтобы 
І0 
ІХ > ТР, ЕЛИ Е 29 > -—=, 
42 2 
ибо ТРО есть прямоугольный равнобедренный тр-къ, такъ-какъ РОГ 45%; отсюда: 


р > 10. 
Н 10 == 01, П, = Бе = 248 рі Е, у 
о + ‹ 4 га - + - + от уда р > - 





2 
а | р? 
аг 
или р> 842, 
условів извфстное. 


пли рү? — а> ҹар, вши 92р Зар ү Гу, 


При р 2а 2, кругъ, описанный изъ центра І, касателенъ къ оси у; тогда 
ТР = сл. 10=р=2а /9, и какъь ОС=а\/2, то 10 00. Сдёд. если про- 


вести РС, РС будеть нерпендикулярна къ ОТ, и сфкущая будеть тиита. 
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2. Возьмемъ другое положеніе съкущей, папр. ММ въ угл 209’; описавъ окруж- 
ность около треуг. ОММ и продолживъ СО до пересфчен1я въ точећ І съ окруж- 
ностью, замфчаемъ, что уголь 1ОХ==458, слФд. дуга 17—900, 

а потому хорда ІХ есть сторона вписаннаго квадрата; и потому 


ІХ== Ма == Е 

у? у2 
Треугольники СІХ, ТОХ подобны, ибо уголъ І общіӣ, и 
сверхъ того ІОМ — 450 = ГЧО; откуда СТ: ТХ —Й М: ОГ и 





а ер 
СІ х 10 = Г? =; кром того: 10—10 =0ОС = а ү2; саёд. 





задача приводится къ построенію прямоугольника по площади 
п разности изм5реяй. Отсюда: тоже самое построеніе, какое 
Черт. 61. указано выше, съ тою разнидею, что нанесеніе должно быть 
сдфлано на діагональ ОС съ другой стороны точки С. 

Итакъ, едфлавъ это построеніе, наносимъ 1. на линію 1.0 въ ПЛ’, затЪмъ изъ точ- 
ки Г кавъ изъ центра радіусомъ == ТУ — Г.’ оппшемъ дугу, которая перес®четъ 


ось у въ тю пт. Проведя Сит и Си’, получимъ двъ сбкущія, отвћчающія 
вопросу. 


Для доказательства соединяемъ точки Ти 9%’; по построевію: ГХ”— О х ГО 





28: 
р) 7 
илн 2-70 ХТС ши | М == У2. слд. треуг-ники ГО’ и ГС’, какъ имфю- 
р. рү 1 


щіе по равному углу, заключенному между пропорціональными сторонами, подобны; 
откуда Ги’С = ТОм — 450. Но четыреугольникъ РОт/н/ вписуемый, ибо углы ІС 
ТО» дополнительны до 1809. Но уголъ От’ — 4, сл. и уголь я = 4; а какъ 
Тит’ = 459, сл. треугольникъ-прамоугольный равнобедренный, а потому 


пт 1н ү 2 == р. 
ИзолъдоваАнтЕ. — Чтобы задача была возможна, нужно, чтобы Ги’ или 75 
2 


было больше перпендикуляра ТР’. Но Г = ГР’ /2 =11, — О, 14 — 0 == 


гҮ ав П о р? СТ 
НР +2 ; сл, должно быть вые, или ру? > —@а-- 





2 


Ма? -- 23, ру а> уа? 4 р?, или 28--2ар уз а* > а, р?-|-2ар/2 > 0, 
условіе, всегда выполненное; и потому въ разсематриваемомъ случа задача всегда 
возмозЕПа. 


Задача ХІХ. 


686. Вь окружности радіуса В беруть секторъ, которо уль 459; тре- 
бустся въ этомъ секторњ помъетлить прямоуольнию МАРО (дв вершины котораго 
находились бы на одномъ радіус, а изъ двухъ остальныхъ одна на другомъ радіус%, 
& другая на дуг$ сектора) такь, чтобы дійзокаль МР имњло, данную длину т. 


Прнмемь за нензвёстное длину ОР — 2; треугольникъ МОР даетъ 
112 — Қ? -|- 22 —– 25. 09. 
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Но пхъ треугольника ОМ, замфчая, что МО — ОР, пыфемъ: 00 == И — 21, 


Отсюда 
т? — Ва 4 202 95 Ва 00.0... (1). 


Это ур. останется въ томъ же видф, пока 
точка М будеть находиться на дуг АС, ибо 
уголь РОМ будетъ острый. 

Если точка М будеть находиться на дугЪ 
СА’, причемъ прямоугольникь будетъ, напр., 
МКМ’Р’О’, найдемъ, опять полагая ОР’ — х, ур-ніе 


т? К° 22 4-28 (Е — а, . . (2) 


отличное отъ (1). 

Залфмъ, безполезно брать точкн на нолу- 
окружности А’С’А, потому-что, очевидно, найдемъ 
рБшенія симметричныя, относительно О, р$шен!- 
амъ уже полученнымъ. 

Итакъ, задача рБшается двумя прраціональ- Черт. 62. 
ными ур-ми 








9: В - 8—2... 0..0... (3), 
гд #>0, наи цфлымъ ур-мъ: 
44° (В2 — а?) — (а 4 Кз — т)... . . (3), 
или 5а — 2 (т? -|- В?) 4 (и? — В*)=0 . . 0. (4) 
пзь числа корней котораго надо брать только положительные п наносить ихъ въ на- 
правлен!и ОА. 

НЪкоторой точе Р, для которой ОР есть корень ур. (4), соотвЪтствуютъ дв% 
точки окружности, лежащія на одной п той же параллели къ АА’, если только 
РМ = х не больше В; изъ этихъ двухъ точекъ вопросу отвфчаеть та, для которой 

2 В — т> О, пан ий — К, 


> 


если она находится на дуг$ АС; или та, для которой 
а 4 № —— т? < 0, пли а < т? — К, 
если она находится на дут А’С. 


ИзолъдовАнІЕ. — Чтобы корни ур-н1я (4) отвчали на задачу, необходимо 
и достаточно: 1) чтобы они были дЪйствительны; 2) положительны; 3) меньше В. 


Ером% того, & ргіогі видно, что какъ скоро корни будуть дЪйствительны, они бу- 
дуть попарно равны и противоположны по знаку; сл. будуть два положительныхь 
корня, и очевидно, что они будуть меньше В, ибо, удовлетворяя ур-нію (3), д%ла- 
ють разность 42*(В2 — а?) положительною. Итакъ, остается единственно условіе дЪй- 
ствительности. 

Такъ кавъ ур. (4) биквадратное, то для дъйствптельности его корней необходи- 
мо, чтобы значенія 2? были дЪйствительны и положитезьны; но очевидно, что какь 
скоро они дфйствительны, то и положительны; сл. необходимо и достаточно, чтобы 


было 
(т? -- А2) — 5(т — Ва)? > 0, 


или [из - В2 — (т? — В) 5 [т Ва -| (и? — В?)/5 ]>0, 
или [54 1) 0 (/5— 1) (5 —– 1) т — (/5-- 1) 82] =0. 


Раздляя первый множитель на /5--1, а второй на \/5 — 1 п замЪчая, что 
(У . Иза. (М1) 
И А ВЕ И5-1 2 |’ 
даемъ неравенству видъ: 
В — а В, — р _ 
{а [5005 —1)] } Гаа — [5 5-|- 1) } =0, 
или, по разложени на множители первой степени: 
в = в = ИЕ В = 
[+ (05 — 1)[#— 5(/5 — [2 - 5 (У5-- 1) [® о (/5-- 1) = 0. 
Но первый и третій множители положительны, ел. д. б. 
в ИИ 
[®— 005—1) [— 5/51] = 0, 


откуда видно, что 72 должно удовлетворять усховіяиъ: 








ее ув) еа (5) 


При этихъ усзовіяхъ всф 4 корня ур. (4) будуть дЪйствительны; сл. задача бу- 
деть нм®ть два ръшенія въ полуокружности АСА’, и два симметричныя имъ рЪшенія 
въ другой полуокружности. 


Остается показать положеніе прямоугольняковъ, отвфчающихъ залач%. 


Чтобы оба положительныя значенія х давали прямоугольники съ вершшою М 
на дуг АС, необходимо и достаточно, чтобы для каждаго изъ этихъ значеній было 
а >> т? — В2; а для этого необходимо и достаточно: 


1) Чтобы триномъ, составляющій первую часть (4) быль положителенъ при за- 
мЕнВ въ немъ 28 разностью (т? — В?); 


2) Чтобы полусумма корней не была мевьше (2? — В?). 
Первое изъ этихъ условій даетъ: 
5(т? — В?) — 2(т -|- В?)(т? — В?) (т? — БК?) > 0, 
или (т? — В?) (т? — 262) >00. ыа 06) 
Второе условіе даетъ 


2 2 а 
Т ия — Вр, или та" В си жив 4) 





ЗВ? 
Отсюда, такъ кавъ ат содержится между В? и 282, слъдуетъ, что: 1) если 


ә < В? пли 0 < В, оба рБшевія лежать на дуг АО; 2) если В < т <, одно 
ръшевіе находится на АС, другое на А’С; 3) если т > В 8, оба рЪшенія на дуг А’С. 

Итакъ, максимумъ т, равный 545+ 1) (т. е. сторона правильнаго вписан- 
нато звфзднаго десятіугольника), принадлежитъ прямоугольнику, котораго вершина М 
лежить на дуг® А’С; между тъмъ кавъ минимумъ т, равный 5 — 1} (сторона 


выпуклаго десятіугольника), принадлежать прямоугольнику, котораго вершина М на- 
ходитея на дугЬ АС. 
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Резюме изслюдованя. 


т < 048—1), корни мнимые. . .. а 0 рЪшевій. 


= (058—1), ва А 10—245, шіпітит(ют). . . . 1 рёш. на дуг АС. 
( [(т<Е . ии 8 рш. на дугъ АС. 


т— В: 20, 4/2, . 9 рш. на лугЪ АС. 


т> В\ т=В 2. . точка Си1 рш. на А’'С. 


|в. 2..2 рш. на дугъ АС. 


| 
т < ЗН 
и>3(48—1) 





= 104-925 Т 
т = (Ув) ИЯ = Е тах.(т). 1 рЪш. на дуг А’С. 


(7 5/84 1) : корни мнимые. . . . . . 0 ръшешї. 


Задача ХХ. р 
638. Дань правильный лу АВС и параллель ОЕ къ ею основанию. Если нњко- 
торую точку М, взятую на этой параллели, соединить сз вершинами, то продол- 
женя полученныхь прямыхь образують на сторонажь /\-ка шесть отрњзковъ. Опре- 
‚ бълить точку М такъ, чтобы произведеніе зпрель изъ этиихь отрњаковъ, взятыхъ не 
посльдовательно, имьло данную величину. 


Рашевнте, Пусть (черт. 63) сторона данваго /\-ка равна а, параллель РЕ == Б. 
Примемь за неизвфстное — разстояе ОМ — 2 Д 
искомой точки отъ средины ПЕ. По условію 
должны им%ть 


ВА’ х СВ’ х АС = К?. 


Выразимъ эти отр$зки въ функщи данныхъ 
а п 0 п искомаго 2. Изъ подобія тр-въ АВА’ п 
АРМ им%емъ: ВА’: ОМ — ВА :рА, 


откуда ВА’ == м. ъе=(#+5)- т . . (1) 


Для вычисленія В'С проводимъ ВТ парал- 
лельно ВС и, замЪтивъ, что ВЕСОВ’, изъ подобія 





тр-въ ВОМ н ВВ’К имфемь: ВК: ВОВ: ОМ, Черт. 63. 
х Ъ 
или СВ’: (а — 0) = (а— В’): |5 + 2 |а: 4+2), 
(а — Б 
откуда ЕЕ на о к 8) 


Б 
а2—- 5 


К о... 1 рёш.ва АС, 1ръш. на А’С. 
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Зал$мь, АС’ — а — ВС’. Подобные тр-кн РОМ и ВСС’ даютъ: 
ВС’: (ВС' — ВО) = ВС: ОМ, или ВС’: (ВС — 0-0) =а: ( &-- 5) ‚ Или 


ВО : (0—0) а: (аа); слёд. 


р 
200—889 0 У) РТИ и) 


о 
2+5 —6 ЕЕЕ 





Итакъ, имфемъ уравненіе 





Ь 

| а(х — — 

>) х = вю 08 х ( = 5) и (4) 
а-+#— 5 о а 


Пусть искомая точка находится вн Д-ка въ М’ (черт. 64), и пусть ОМ/ =. 


Тр-ки АВА’ п АОМ’ даютъ: ВА’: ОМ’ ВА : БА, 
а 


ІЛ А 
откуда ВА’— (у + 5): ах выраженіе, со- 


вершенно сходное съ (1). Для вычисленія СВ’ 
проводимъ ВЕ параллельно ВО; треуг-ки ВВЕ 
п ВМ) дають: ВЕ:Вр = ЕВ’: ОМ’, или 
В'С : (а—) = (а — В'С): (у = =) слФд. и для 
линш В’С получится прежнее выраженіе. Нако- 
нецъ АС’ == ВС'—а. Подобные тр-ки ОВС и СОМ 
даютъ ВС’: СО’-=ВС: ОМ’; ВС':(ВС—– Вр) = 
ВС:ОМ!; или | 


Вс’: (В'—а- в =а: (у а 5): 


ВО’: 6 —а)=а: (у — > — а); сл%д. 





Ь 
400—9) о “(> Е у) 


(А 
наб ч а За 


АС = 








Итавъ новое значеніе АС’ отличается отъ нрежняго знакомъ; слфд. получимъ 
новое ур-ніе, которое можно представить въ видф ВА’. СВ’. АС’ = — КЗ, такъ что 
оно отличается отъ (4) перемъною К? на — КЗ. 


Пусть точка М находится вправо отъ параллели прямой АВ, проведенной черезь 
точку С, напр. въ М”, и пусть ОМ” == 2, (черт. 65). 
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Прямо видимъ, что для ВА’ новаго не получится, разсматривая треугольники 
АВА’ и АМ”. 


- ә 
Для СВ’, проведя В'Е па- 

раллельно ВС, имЗемъ изъ тр-въ 
ВВЕ н ВОМ” :ВЕ : ВО = 
ЕВ’: ОМ”, или СВ’: (а — = 
(а — СВ) 1 +- 5). елд. 
ниқакой перемфны нфтъ. 

Затмъ пмћемъ АС’—а-Р СВ; 
тр-ки С'СВ и СМ") дают: 
СВ: С0-=Вс:рм”, или СВ: 
(СВ а 8) а (2+2) 
или ВС: (а — 6) = ео: 
(2+ и а) ; елд. 














АС' = а 228—0 === 
В Черт. 65. 
а ( — 5) 
$ : та же величина, какъ въ первомъ случа%. 
2 4 5 —а4 


Пусть теперь точка М находится влфво отъ О, между О и 0; пусть ОМ, =. 
Тр-ки АВА’ п АРМ, дають (черт. 66): 


ВА’: ОМ, = ВА: ПА, откуда ВА’ (2 а). > +... (5) 


Проведя черезъ точку В’ прямую ВТ параллельно ВС, им%емъ: 


ВЕ:Вр = ЕВ':рм’, ВО: (0—5) =(0—-В0): (2а) а: (а – а), 


откуда Вы 6.0.0.060. (6). 


Наконецъ, нетрудно вычислить и АС’. Легко видБть, что 
мы вайдемъ ур-ніе (4), въ` которомъ 2 перемфнено въ — 2. 


Такимъ образомъ, мы умфемъ истолковываль отрицательныя я 
А) 


“ 
| 
ръшенія ур-нія (4). ра 2 





Передвинемъь точку М еще лёвфе, въ М, и пусть ря Св Е 
ОМ, —=х,. Найдемъ (черт. 67): ий 
Ь ЕЕЕ с 
вА' = (- 5 =). т" 
Черт. 66. 


Для вычисления СВ’ проводимъ черезъ точку В параллель къ линін ВО до встр*- 
чи сь продолженемъ АВ въ точь Е. ВЕ = В'С. Тр-вкя ВВ’К и ВОМ, даютъ: 


ЗЕ: ВО —=ВЕ: М.О. Но ВЕ — ВА = ВО — 0; сд. 
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В'С : (а — 0) = (ВС – а): (2 4-а) =а : (а —- 2), 


3—7 Откуда В’ = Е ЕЕ 
а — з. — #9 
Затфмь АС” = а— ВС’. Треуг-ки М.ОС' п ВСС’ даютъ: 
ВС’: СФ= ВС: М.О, ила ВО: (Вр — ВСЭ ВС: №, 
У 


или ВО: (00—80) а: (- 5+), 


пли ВС': (&—5) =а: (-- а-а), сл%д. 





А 
й а — $) Й (а Ер 5) 
АС а а роки тен Е 8 Я 

Черт. 67. —5 Ба + а аа 5 

| 
а(— 45 — 2) 
что можно представить въ вид 

А ЕВ 29 — 4 


2 


Сл%д. если перемнить х на — 2, то АС’ и В'О получать тотъ же видъ, какъ 
въ первомъ случа, но ВА’ получить противоположный знакъ. 

Достаточно перем%нить КЗ ва — КЗ, и мы можемъ принять отрицательныя рћ- 
шенія ур-нія, такимъ образомъ составленнаго. 


Наконецъ, пусть точка М будетъ еще лфвЪфе, въ №,; пусть ОМ. = =; (черт. 68). 


ВА’ =(- 2 ++) И $. 


Тр-ки ВВЕ и М.ВО даютъ 
ВЕ: Вр = ВЕ: Мр, 














ГА ГА 
плі = 2-08 р" а 
а + 2 а 9 2% 
Отсюда СВ' = а, 
69 ах 
9 З 
Наконецъ, треугольники СМ,р и ВСС 
Зе 08. дають ВС’: С) = ВС: М,р, или 
А 
ВС’: (Вр — ВО) = ВС: М.Ю, ии ВС’: (2—0 -- ВС) =а: (=, — 5), 
— } 
или ВО : (0—0) =а: (5—0 а); съд. АС =а— — 00. == 
3—5 + е 
Ф 
а (= +5) 
$ В 
у {а 


Если перемфнить х на — х, найдемъ ур-ніе (4), ибо двф линін ВА’ и СВ’ пе- 
ремфнили знакъ, сябд. произведене останется безъ перемфны. 
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Итакъ, (черт. 69), проведя Сб: параллельно АВ, п ВС’, гараллельно АС, заключаем», 
что когда М находится между О и Е, или вправо отъ б, ея положен е опредъляется 
положительными рф шен1ями ур. (4); 4 
если М находится между О и р, А 
или влъво отъ Об’ —отрицат. р$- и! 
шеніями ур. (4); если М лежитъ 
между Е иб, положит, рБшеніями 
ур-ніл, въ которомъ КЗ измфнено 7 В 0 \Е 25 
въ — КЗ, и отрицат. рБшеніями а Д 
этого ур-нія, если М находится 
межлу О нб}. 











Положивъ КЗ — 243, уничто- В 
жимь множителя а3, и приведя 
уравнепіе въ цфлый видъ, полу- 


ЧИМЪ Черт. 69. 


4(6 —а -- т)? — (5 —а) (9? — 4таЪ) — тз=0. .. .. (1) 











Ме 2 3 
откуда РТИ у" а) — 4таб) -- тб, 
40 —а- т) 
639. Изсльдованте. — Чтобы одно изъ этихъ значевій х представляло от- 


вћтъ на вопросъ, нужно прежде всего, чтобы оно было дЪйствительно, а слЪд. чтобы 
подрадикальное количество было положительно; а какъ это послфднее ссть дробь, 
падо, чтобы оба члена ея имфли одинаковый знакъ. Разематривая эти члены какъ 
поланомы первой степени въ т, должно дать т значенія, лежащія ви корпей этихъ 
‚Ка — 0) „6—0 
полиномовъ. Корень чнелителя т == (оа 5) корень зпаменателя т = —-—. Въ 
вашей задач мы предположили а> 6, елд. 20 -— Б 0; а потому т’ < т”. Итакъ, 
чтобы задача была возможна, необходимо, чтобы было 
т < Снн 08 ПЛЯ т> А 
(2а — 6)? 


Недостаточно, чтобы х было лђйствительно; необходимо, чтобы (будетъ-ли 2 >> 





ъ Ь 
или < 0) абсолютная величина была меньше 5’ Ши больше а — 7 Итакъ, долж- 
по быть 


ао или и 
ах Е 2 


Подетавивъ первое изъ этихъ значеній въ первую часть ур. (7), имБемъ 
Ь(Ь — а-|-- тб) — ($ — 8) (52 — 4таб)трз, пли -- (6 — а). 4та. 
Такъ какъ Б -— а < 0, знакъ этого произведен1я будетъ зависть только отт 
знака 7; въ данной задач тп м. б. только > 0, слБд. разсматриваемое пропзведеніс 


[4 | 
< 0. Итакъ результатъ подстановки р всегда отрицателенъ; но коэффищенть при 2% 


иметь перемённый знакъ, отсюда необходимость различать нЪеколько случаевъ, 
смотря по знаку выражешя 0 -— а -|- тр. 


2 6 
1. Если т < – К. $ — а -|- тр отрицательно; результать подетановки будетъ 





ь Е 
одинаковато знака съ коэффищентоме при #2, сл$д. р внЪф корвей, и какъ одппъћ 
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[2 
изъ корней отрицателевъ, 7 всегда больше обоихъ корней. Положительный корень 


удовлетворяетъ задач; отрицательный—также, ибо онъ равенъ положительному, но 


а 
по знаву противоположенъ. Такимъ образомъ, если 22 < - Р 





‚ задача имфеть два 


(4—5) 


рЪшенія— положительное и отрицательное, если только т < ба 5)? 
а — 


какъ тре- 


буетея для дъйствительности корней. 


а — 0 
9. Бели т > р ' Результать подстановки отрпцателенъ и олфд. имфетъ знакъ 
а . А 2 р 
противоположный коэффиціенту при 22, который положитсленъ. Сл%д. > заключает- 


.. 0 Ь 
ся между корнями. Корень большій 5 должевъ быть больше п разности 0—73 по- 


А б 
емотримъ, во что обращается первая часть ур-нія, если въ ней положить 2 == о — 5 


‚ в 
Им%емъ: 4(а — 2) (6 —а-- тр) — (5 — а) (5? — Ата) — тбЗ; по упрощеніп по- 


лучимъ: 845 — 440 — 403, или —4а(а— 6). Такпыъ образомъ, результатъ под- 
становки всегда отрицателенъ; а коэффиціентъ при 22 положителенъ; елБдовательпо 


Г’) Р 
а — = заключается между корнями. Поэтому, большій корень удовлетворяетъ зада- 


чь; меньшій—также, ибо онъ отъ перваго отличается только знакомъ. 


Итакъ, задача имфетъ всегда два рЬшенія, если только т >> 0 п не содержится 
КИМ (а — 5) е а — 0 

А (ва) “о ъ` 

Когда 7% отрицательно, мы пићемъ уже пную задачу; ур-ніе дастъ два дЪйствит. 
корня, ибо 9% не заключается между т п т”. Корни эти могутъ быть положительны 


ІА р (А 
или отрицательны; но они еще должны заключаться между = н а — е» или — = 
(0 
и —_ а. 
Е 


Результатъ подстановки 


< 


а 





— 0 
похожлтеленъ, п какъ т веегда меньше -—.—, коэф. 


9 
ь 
при 2? отрицателенъ. Слфд. -- заключается между корнями. Если годенъ положи: 


тельный корень, то годенъ будетъ н отрицательный. 
р 


Разсмотримъ, поэтому, положительный корень, который больше 5} 01Ъ д. б. 


<а : 
2 
(7 
Результатъ подстановки а — –у всегда отрицателен», слфдоват. одного знака съ 
: А а А 
коэффиціентомъ при 29; ся$д. а = — вн корней; п какъ одинъ изъ корней отри- 


ъ 5 
цателенъ, 10 @— больше обоихъ корней: оба корня дають отвътъ на задачу. 


Олфд., если 70 > и: два ръшенія внф треугольника; если 72 < т”, два рЪшенія: 
въ треуг-к, при 00 >> 0; ви треугольника, если е < 0; нћтъ рЪшеній, если 22 за- 
ключаетея между т’ п т“. 
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Задача ХХІ. 


640. Б» какомь разстояни отъ центра данназо шара провести сокушую плос- 
кость, чтобы боковая поверхность конуса АВС, описаннато около шара по съченто, 
сложенная съ т разь взятою поверхностью внтшнято сетмента АЕВ, равнялась дан- 
ной поверхности (т — число положттельное). ~ 77. 5. ‘< 

Рьшенте. — Пусть радіусъ даннаго шара буделъ В; данная поверхность 27а[; 
х, у, 2—— три непзв®стныя линш рО, ОВ, СВ. По унп- 
чтоженіп общаго множителя Эл, иы$емъ, во-первыхъ, ур. 


у2-- 2тВ (я 4-Е) — %8=-0. . . . (1) 


Проведя радіусъ ОВ, пзъ прямоугольнаго треуголь- 
ника ООВ н изъ подобныхъ треугольвиковь ОФВ и СОВ 
имфемь: 


22 | 92 — В и ас Ву, 


9 2 „9 , 
И Е ВО ЕЕ 


откуда: РА — 
У а 2 РА 





Зам®нивъ въ ур-нін (1) у= послднимъ выраженіемъ, 
найдемъ ур-ніе . Черт. 70. 


(2% — 1)2% — (0 — тВ)х-Ь В =0 ...... (2) 
изъ котораго 


РЕ а т == а т) — (2т — 1) 
ыы Эт — 1 | 


Изсльдованте. — Чтобы предложенная задача была возможна, необходимо и 
достаточно, чтобы х было дЪйствительно, положительно и не больше В. Прежде всего 
очевидно, что кории ур-н1я (2) будуть дфйствительны, если 2т—1=<0. Итакъ, 


1 1 1 
должно различать 3 случая; т < = т—=-5 ть. 


1 случай, — т<. . 


Корни ур-нія (2) дВйствительны, одинъ положителенъ, другой отрицалеленъ. 
Откидывая отрицательный корень, замфзаемъ, что задача можеть имфть только одно 
рЬшеше, и чтобы оно существовало, нужно еще, чтобы 2 было меньше В. Это бу- 
деть имфть м$ето, когда результатъ подстановки буквы В вмфето х въ 1-ую часть 
ур. (2) будетъ имфть тотъ же знакъ, какъ первый членъ, т. е. отрицательный; ибо 
отрицательная величина х необходимо меньше В. Результатъь подстановки есть 
28(2тВ. — а); слфд. должны пыфть о = 2тВ вали 2=Ва = 4т=В®. 

Такимъ образомъ, когда данная поверхность будетъ меньше э» разъ взятой по- 
верхности шара, задача будетъ невозможна, когда же данная поверхность равна или 
больше 9% разъ взятой поверхности шара, задача имфеть всегда рЪшеніе, и только 
одно. Итакъ, если 8 есть данная поверхность, можно написать слвдующую таблицу. 


Б < 4% . . . . 0 р®шеній. 
т < ‹ Вата. . . . 1 рЕшеніе. 
б> АтеВ, ... 1 


” 


а 1 
2 случай. — т = —-. 


2 
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Ур не (2) приводится къ первой степени п даетъ: 
В? 
 2а— В} 
выразнвъ, что величина 2 должна быть равна нли меньше В, найдем: @ = В, или 
2=Ва > 2-В?: это тоже самое условіе, что п въ предылущемь случа, если примемъ 


л 
А, 


во вппманіе, что т = сл$д., заключенія остаются тћ-же. 


55 1 
3 случай, — т >> а? 
Въ виду того, что пронзведеніе корней ур-нія (2) больше, равно или меньше В?, 


смотря по тому, будетъ-лп 2 меньше, равно пли большее 1, мы должны настоящій 
случай подраздълить ва три другихъ. 


1. — 5 <т<1. 


Во-первыхъ, чтобы х было дЪйствительно, должно быть 


а < (түт 1). . . (3), иш а> (т--/2т—1)В. . . (4). 

Когда то или другое изъ этихъ условій выполнено, корни дфйствительны и пи%ф- 
ютъ одинаковый знакъ. Но еслабы мы взяли первое неравенство, а было бы меньше 
т, п оба значенія 2 былн бы отридательны: ел%д. нужно взять второе неравенство. 
При этомъ а будетъ больше т В, п оба значенія 2 положительны. Кром% того, зам%- 
чая, что т < 1, находимъ, что произведеніе значеній х больше К?, и что слЪд, корни 
ур-нія (2) могутъ быть заразъ меньшими Б: слЪд. задача не можеть имфть болфе 
одного рЪшенія. Притомъ, чтобы это рЪшеніе существовало, необходимо и достаточно, 
чтобы результатъ подстановки В на мъсто 2 въ первую часть ур-нія (9), т. е. 
2В(2лЕ — а) быль отрицателенъ или нуль. Такимъ образомъ, должно быть 

а = В или 2=Ва = Ат В»; 
этого условія достаточно, ибо оно влечетъ за собою и неравенство (4). Заключепія 
тфже, что п въ двухъ первыхъ случаяхъ. 

2. —— т == 1. давлюченіе тоже самое. 

8. — т>> 1. Кавъ скоро условіе (4) удовлетворено, оба значенія 2: дъйствитедь- 
вы и положнтельны. Но нли оба ови будуть меньше В, или одно будеть меньше, а 
другое больше В, смотря потому, будетъ-ли а меньше или больше 2тВ. Такимъ 
образомъ, задача будеть пмть 2 рёшенія, когда будеть а>(т-Р үт — ЮВ н 
= 256; и одно рЪшеніе, когда будетъ «> 2тВ. ЗатЬмъ, задача будеть пыфть одно 
рЪшеніе при а=(-- УЗж—1)В, п будетъ невозможна, когда а< (тУт В. 

Если обозначить для краткости количество т ут —1 буквою р, то изел: 
дованіе послдняго случая можно резюмироваль такъ: 
$<2=р08?. ...... о. Орше. 
$ — 9лрВё. ....... о. 1 ръшевіе. 
2=р8? < 5 < 4тк В . . . . . 2 рЪшенія. 

3 > ат ...... о. о. 1 рЕшене. 

Результаты изслфдованія показываютъ, что въ сущности имфются только два раз- 

личные случая: 0 <1, т>1, 


т > 1 


„Задача ХХІІ. 


641. Даны два шара, лежамія одинъ внъ друмио: 0 п 0’; на линь центров», 
между обоими шарами, найти такую точку А, чтобы два конуса, имњющіе общую 
вершину во этой точкњ и касаюищеся къ даннымо зшарамь, заключали внутри себя 
два сегмента, сумма поверхностей которыхъ имњла бы данную величину. 
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Рьшенге. — Пусть будеть х, 7’ и 4—рамусы шаровъ и разстояніе центровъ; 
2 н 2 — разетояя АО и А0”. Зная, что поверхвость сферич. сегмента — произведе- 
нію окружности большаго 
круга на высоту сегмента, 
имфемъ: пов. сегмента ВОР 
Опүг.С0; но СЮ = —– 06, 
по свойству-же катета им%- 
емъ: 22—00 х 2, 





72 
откуда 00=—, 
2 





уЗ 

и длу. С0-9«(% — —) . 
\ А 

Сумма поверхностей обоихъ Черт. 71. 
сегментовъ выразится форму- 

73 УЗ], р уЗ Еа 4 б 

СЯ 9 гв [| а (— —: З. р 

лой = - 2 (= | = 1]. За данное можно принять 2п = 23): пзобразивъ 
сго формулою 9тт?, п замънпвъ 27 равною величиною 4—2, получимъ уравненіе 


‚3 
ен =, или 2028 — (73 — 773 -- ата -- 473 =—0. . . (1) 
х — 





откуда 


73—73 ат (73 — "34 т) — 4ат?з 
а= — 


эта 


Изследовлнте. — Количество х будетъ дъйствптельно, если 


т? < (у и 0 (2), ван т> ( “28. М. (3) 


а по ур-нію (1) заключаемъ, что оба корня будутъ и положительны. 


По чтобы величина 2 представляла рфшеніе даннато вопроса, нужно еще, чтобы 
она была >>», но < 0—7". Результаты подстановки количествъ 7 п 4—7” вмћето 
2 въ первую часть ур. (1) суть: 


ат? -- 73—73 — т?(а—)] н [8240-18 —78— т04—)]; 
поэтому главными значевіями ти? будуть количества 


02-4-0785 — уз а д2 13—08 








4—7 а— +! 
| 7% 
Сверхъ того нужно сравнить съ 7? н (4-—7”)? произведеніе корией 28’ 8 910 
, аз 
даетъ еще два главныя значенія 772, именно 7 н (ғ) 
Положимъ 
(куту) (куу) А 2 -|- 73 — 73 ый 
р о а ЕРЫ. ии 
21 73—93 3 
Е = 0, 2 == е, г =}. 
а — 7 (9—7)? 


Во-первыхъ замфчаемтъ, что неравенство (2) должно отбросить, п елд. взять не- 
равенство (3). Въ самомъ дфлЪ, разности {—@ п с — а положительны, пбо 


17 
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(ан — а Ут" 


— — т (ау 4 мут Г) 
Ѓ— а= Ка : | у с— Ма = 
44 — ғ) Ма(8 — +) 
Значитъ, еелибы количество 27? было меньше а, то тъмъ болЪфе оно было бы меньше 
си ў, п сд. пронзведенів обонхъ значеніїй = было бы больше (4 — 7')?, въ то время 
какъ результатъ подстановки разности 4 — 7’ на мЪсто х въ первую часть ур-нія (2) 


былъ бы подожителенъ. Об величины х были бы больше 0 — + и слд. должны бы 
быть отброшены. 








РаспредБлпуъ теперь въ возрастающемъ порядкВ главныя величны 0, /, е, 9, й. 
Для этого вычнелимь сначала разности: № — 7, 9— Г, Ё — 0: ваходимт 








к= А аан ар РШЕ аза пут" о. 
И аи о = 42-7) 
ат _(* 4 70° — (2, -- 212 -|- Зе) а -- (г-- 7’) -- 7? 4- ғ"). 


ян (а — ғ)(а — г’) 


первыя дві разпости очевидно положительны; положительна н третья. Въ самомъ 
дЪл%, рараниая нулю ея числителя и ръшая получаемое ур. относительно 4, на- 


ХОДИМЪ корни: т иг’ — ——, Но какъ шары лежать одинъ вн другато, 
Р 


то 2 больше большаго изъ корней 7 | 7”, п елд. числитель дроби, а потому п 9—/ 
положительны. Итакъ, доказано, что <<<. 


Вычиеляя затъмъ разности Г — с, ү б — ү с, получаемъ: 


ка Иа] — — н (аут) 
еВ тт 


откуда видно, что обБ разности будутъ положительны, или же об\ отрицательны, 





Ж 
смотря потому, будетъ-ли @ больше или меньше 7' -|- ғ \/ — Зат$мъ, три количества 


Ү 
$, си составять одно, если 4 будетъ = 7-4-7 \/5 Отеюда заключаемъ, что 


когда 22274-7 ТЕ 23 количество с будеть < б, въ противномъ случа будеть с>/. 


А ; ғ 
Дале изелЬдованіе покажетъ, что когда 0 <» --ғ \/ —, т0 достаточно знать, что 
Т 


с> Р, не фиксируя его мћета относительно количествъ 9 п №. Изъ сказаннаго видно, 


что слфдуеть различать 3 случая, см. по тому, будетъ-ли 4 больше, равно, или меньше 


суммы 7 --х 4/5 
а р т 
1 случай: а ~ ғ ие: 


Главныя значен!я п? идутъ возрастая въ порядк%: с, 6, 7, 9, й. Будемъ уве. 
личпвать 712 отъ его нанмепьшей величины до нанбольшей, наблюдая, что случится 
при переход перемфнваго чрезъ одно изъ главныхъ его значеній. 


10 тт? << 0. Прежде всего видно, что нельзя давать 77? значеній меньшихъ с, 


плу содержащихся между си 6, ибо э? не м. 6. <Б по причин необходимаго не- 
равенсгва (5). 
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20. 1?-ф. Получаемъ для 2 значеніе 


ае ант 
Е) 
т у тУ4- тү и 
п какъ въ вастоящемъ случа эта величнна больше 7 н меньше @—-ғ', задача нызеть 
р®шен1е и только одно. 


30. 0< т? < Г. Такъ какъ 212 больше В, оба значенія 2 дЪйствительны и поло- 
жительны; но какъ 7 меньше / и больше с, оба эти зваченія меньше 4—7". Въ са- 
момъ дфлф, подстановка вмфсто х въ ур. (1) количества.4— 7’ даетъ результатъ по- 
ложительный, а произведеніе корней ур нія меньше (4 —2"')?. Такъ какъ тн? также 
меньше дн Л, то объясневіе, подобное предыдущему, покажетъ, что оба значенія х 
больше ғ. Итакъ, доказано, что когда 72? содержится между 6 и Г, задача имфетъ 
два ръшенія. . 

Когда 702 /, одинъ изъ корней равенъ 2 — ғ, другой меньше @—/, ибо те 
и слБд. произведевіе корней меньше (0 — 7): опять — два ръшьнія. 

40, {< т? < 9. Такъ какъ т? больше }, результатъ подстановки 4—7’ вмфето 2 
въ 1-ую часть ур. (1) отрицателен: сл. одинъ корень больше 4—7’, другой меньше. 
Но какъ т? меньше ди й, оба корня больше #; ел. ршеніе только одно. Когда 
т? 0, одинъ корень —, другой >>7; но вмфстф съ этимъ менышй корень <@а—7”, 
между тБмъ какъ другой больше; сл. опять задача имфеть только одно рБшеніе. 

50. т? д. Въ этомъ случа одно значеніе х больше 7, другое меньше. Но какъ 
т больше ў, одно изъ значеній х меньше 4—7", а другое больше; итакъ, меньшій 
и большій корни, соотвЪтственно меньше т и 4—7”, и больше хп 0 — +. Задача 
невозможна. 


Резюме изељлњдованія. 


а> 4. \/>.. 


т? <; т < <[ [<т?=9; ту. 
Чис. рш. 0 1 2 1 0 


т 
2 случай: 2—7 -|- г. 5 
Въ этомъ случа с, 6, Ў равны; и всегда < 9< 1. 
ИмЂемъ слфдующе результаты: 


19. т?< Г. Такъ кавкъ ѓЃ=0, задача невозможна. 

20, 12? —{. Когда т?= ѓ, двойное значеніе 4—7’ всегда возможно. 

30. <? = у. Какъ и въ предыдущемъ случа, задача имфеть рЪшеніе, п 
только одно. 

49. т? >> д. Задача невозможна. 

Замфчая, что при /—6 интервалла отъ 5 до Г не существуетъ, видпиъ, что ре- 
зультать изслћдованіл тоть же, что п въ первомъ елуча%. 


м к 
3 случай: 4 <” -- 7. т 
Главныя значенія 22, за исключеніемъ с, теперь возрастаютъ въ порядкћ: 0, 7, 
9, №. Что касается с, ‘достаточно знать, что теперь с>> /. Будемъ измфнять 77, за- 
ставля его проходить чрезъ главныя значенія 0, /, 9, №. 
11» 
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10. 2 < Ў. Задача невозможна: въ самомъ дфл$, 1? меньше Ѓ и с, поэтому оба 
значенія 2 больше 4—9". 

90. тү. Въ такомъ случаф одинъ изъ корней равень 4—7”, другой больше: 
задача нмфетъ одно ршеніе. 

30. Р< т? < д. Одно изъ значеній х будетъ больше, другое меньше @——7'; и 
кэкъ въ то же время тп? меньше дн, оба значенія = больше ғ: слїд. задача 
пм%еть только одно рЕшеніе. Тоже самое будетъ, когда 77? равно 9, ибо одинъ изъ 
корней равенъ 7, а другой больше @— 7". 

40. 7% 9. По той же причинъ какъ и въ первомъ случаћ задача невозможна. 


Резюме изслљдованія. 


0<т 4-7. 4/5 


т< т-р ў<т 5095 14. 
Чис. ръш. 0 1 1 0 


Такъ какъ сумма, поверхностей сегментовъ изм$няется въ обратномъ смысл изм%не- 
ніямъ 7, то эта сумма имЪетъ шахиииш, соотвЪтетвующій 7? —6 въ первомъ слу- 
чаъ, п 7? —{ въ третьемъ. 


Задача хх. 


642. Вь данный шаръ радіуса ғ вписать усњченный конусь АВОТ), имюючий 


данныя: высоту й и объемь 2-май. 
Ръшенте. Пусть будуть =, У, 2 радіусы ЕВ, АЕ основаній и апоеема АВ. Вы- 
ражая, что объемъ та пай, имфемъ ур-ніе 
аура ии, . о. (1) 


Проведя радіусъ ОА, прямыя ОТ, АН, соотвът- 
Ственно перпендикулярныя къ АВ и ЕВ, и параллель 
П, къ ВЕ, изъ треугольниковъ АОІ и АНВ ныфемъ: 








Ия 
=. (еее. 0), 
(0—09) 2—2, . . . . (3) 
а изъ подобія тр-въ ОП, н АВН получаемъ 
__ А2040 — 22) 
б 0) 
Черт. 71. Помноживъ ур. (1) на 4 п вычтя (3), пмфенъ 


3(2-|- 0) 4а — 2-18, 
Приравнивая величины (2 -- у) изъ этого ур. п изъ (4), получ 





81 — 4(а2-1-12)е2 191272—0. . . . . . (6). 





Отсюда а= М2 (024-22 (а 4-18)? — 3199). еў И . (6). 
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Изслљдованіе. 


648. Апллизъ. — Все дфло, очевидно, въ вычисленін 2. Но недостаточно, что- 
бы величина 2 была дфйствительною и положительною; нужно еще, чтобы она была 
не меньше № и не больше 27. Можно разсматривать усфченные конусы обоего рода, 
къ которымъ, накъ легко убБдиться, одинаково прилагаются ур-нія (1), (3) и (4), и 
слёд. ур. (5). Значеніе 2 даетъ усфченный конусъ 1-го или 2-го рода, смотря потому, 
меньше-ли оно или больше 20%. Въ самомъ дълБ, въ трапеціи АВСО произведен!е 
АВ х АС стороны на діагональ равно 27Р, а какъ изъ двухъ линій АВ и АС мень- 
шая есть первая или вторая, смотря потому, 1-го ли или 2-го рода отр$зокъ конуса, 


то сторона 2 меньше \/27 въ первомъ случа и больше во второмъ. Если =, 
отр$зокъ длается полнымъ конусомъ. 


Зная это, находимъ во-первыхъ для дЫйствительности 2 услов1е 
ау) соч р еа аа Я 
(Можно замфтить, что когда № равно или больше ү. 3, условіе само собою удов- 
летворяется). 


Какъ скоро неравенство (7) существуєтъ, то, въ силу ур. (5), оба значенін 22 
дБйствительны и положительны. А 

ЗатЪмъ, чтобы сравнить значеня 22 съ Л?, 47? и 27й, подставляемъ поочередно 
эти три количества въ первую часть ур-нія (5), разсматривая ее какъ триномъ квад- 
ратный относительно 2. Находимъ слфдующе результаты подстановокъ: 


(1979 — 4а? — 312) для А2... 0... (8) 
47(472 — 402—8) „4...0... (9) 
897—012 — а?) з 2... ... . (10). 


Прираввивая нулю каждый изъ этихъ трехъ полиномовъ и рфшал относительно 
а? получаемых ур-нія, найдемъ слфдуюцщия главныя значенія для а?: 
472—2 _ 


щие, Аба Био. 


Вторую часть неравенства (7) слФдуетъ также разсматривать какъ главное зна- 
ченів а; полагаемъ 


меу З) =. 


Такъ какъ произведеніе корней, по ур. (5), независитъ отъ а®, то новыхъ глав- 
ныхъ зпаченій не получимъ, сравнивая это произведеніе съ количествамн /!, 1674 
и 4. 

"Теперь слЪдуетъ узпать, въ какомъ порядЕъ пдутъ возрастая количества 6, с, 
4, в. Во-первыхъ, очевидно, что 0< 0, и что #<е. Вычислимь зат$мъ разности 
4—6, е—с, 0— с. 


Имфемъ: 


Иа 
2—3 у, 





е— = ры № а—в= о (— №, 


4 ? 4 
ДвЪ первыя разности всегда положительны; третья же — положительна, равна 


2 
нулю, или отрицательна, см, пот. будетъ-ли А <, =, или 23° Итакъ, видно, 
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2 + 
что смотря по тому, будетъ-ли № меньше пли больше 3° главныя зналепія 4? рас- 


пред ляется такъ: 0, с, а, е; 5, а, с, е. 
Эт 

Когда А —, 
3 
Замфтимъ еще, что произведеніе обоихъ значен!й 27, т. е. 12127? всегда больше 

А ин 412, слёд. никогда не можеть случиться, чтобы два значенія 2 были оба 


спа будуть раввы. 


меньше 4 или 2. Но какъ пронзведеніе значеній 2? меньше или больше 1674, 
2л 8 
3 


чество слфдуеть также разсматривать, какъ главную величину количества й. 


смотря по тому, меньше ли или больше № количества ‚ это послБднее коли- 





644. Синтезъ. — Изъ предыдущаго анализа видно, что изелфдован!е распадается 
на такія три главные случая: 





2, Е ее : 
97 
Первый случай 2л < в" 
Изм®ненія а Число рЪшеній. 
1-го рода. 2-го рода. 
а <Ъ 0 0 
а=} 0 1 
рса < с . © 9 
с<0? = 1 1 
а<а?<е 1 0 
а? >е 0 0 


Р%шеніями 1-го рода названъ усфченный конусъ 1-го рода, рЪшевіями 2-го рода 
отрзокъ конуса 2-го рода. Главныя величины взяты въ порядки: 0, с, 4, е а? 
измфняемъ съ 6 до е, проходя черезъ промежуточныя значенія с и 4. 


19. <. ОбБ величины 2 мнимы: задача невозможна. 


20. 2—6. Для 2 получаемъ формулу: 24у 3. Эта величина больше № 





п Утв, но меньше 27, ибо <>, а потому меньше и Ай ‹ СлВдов.  имфемь 


усъч. конусъ 2-го рода. 

80. р<а? < с. Количество а? меньше с, 2, е; слфд. полиномы (8), (9) и (10) 
2 Е 
3 

У2т®. Задача ныфетъ два ршенія 2-го рода. 
Когда а?=6, одна изъ величинъ 2 равна М 27, п ей соотвЪтствуетъь цфлый 





положительны; и какъ № меньше ‚ 06% величины 2 меньше 27 и больше Ви 


конусъ; вторая величина остается меньше 2”, но больше № и ү27№: она даеть отрф. 
зокъ 2-го рода. Таєъ какъ полный конусъ можно разсматривать безразлично какъ 
отр®зовъ 1-го нли 2-го рода, то можно сказать, что и въ этомъ случаф задача пмЂетъ 
два рбшенія 2-го рода. 

40. с<а? 5 а. Такъ кәкъ 48 становится больше с, полиномъ (10) отрицате- 
ленъ, и одна изъ величинъ 2 меньше \/2й, между тфмъ какъ другая больше. Но оба 


әти значені остаются, какъ и прежде, больше №, но меньше 27: имфемъ одно р%- 
шеніе 1-го, и одно рБшеніе 2-го рода. 
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Богда а, одна изъ величинъ 2 становится равною 27, другая меньше 97; 
но они всегда больше /, и одна больше М2, другая—меньше. Олд. опять имфемъ 
отрфзокъ 1-го рода, и отрЁзовъ 9-го рода, только этотъ послдній имфемъ апооему==27. 

59. 4<@<е. Такъ какъ а? й, полиномъ (9) отрицателенъ, п одна изт 
величинъ 2 меньше 27, другая—больше. Значеніе 2, большее 27, отбрасываемъ, п кавъ 
меньшее значеніе = меньше \/22?, а другое больше, имфемъ только одно рЕшеніе: 
отръзокъ 1-го рода. 

Когда а?—е, получаемъ цилиндръ высоты А. 

6% а?<е. Задача невозможна. Въ самомъ д%1%, пока а? превосходить е, 


одно изъ значеній 2 меньше, а другое больше нежели # и 27. Поэтому, первое долж- 
но быть отброшено какъ меньшее Л, а другое —какъ большее 27. 


2 р о 
Когда = ғ ваключенія остаются тфже, какъ н ири <". Только оба 


предфла с п 4 дЪЬлаютея равными, н потому интервалла между си @ въ таблиц 
изелБдованія не бучетъ. 


Затмъ, безь новыхъ объясненій, слёдуютъ таблицы для двухъ послднихь слу- 


чаевъ: содержащіяся въ нихъ детали изслБдованія найдемъ, слБдуя пути, указанному 
въ первомъ случаћ. 





о уг 
Второй случай: > << 8 : 
Изм%невія а?. Число рБшеній. 
1-го рода. 2-го рода. 
#<ь 0 0 
аё 0 0 1 
о<а < 0 2 
а << с 0 1 
с<а < е 1 0 
а `>е 0 0. 
Третій случай: № < Е 
Измневія 02. Число рфшевй. 
1-го рода. 2-го рода. 
а2< а 0 0 
а? = 8 0 1 
аа? < с 0 1 
с<а%<е 1 0 
ие 0 0 
Сдлаемъ только слЬдующіл замчанія: 
2/3 : 
Когда Л == > 4 равно $, и во второй таблиц$ нужно только опустить ив- 


терваллъ отъ 0 до 6. 
Что касается третьей таблицы, то ниешій предфлъ а? равень @ выфето 6. Но 
2 ЕУ & 7 А 
это зпачитъ, что как № больше -- = когда а? меньше 4, то оба значеніл © ста- 


новятся больше 27. 
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Примъчаше. Тавъ какъ тахппаш а? во вефхъ случаяхъ равенъ е, то заключа- 
емъ, что већ отрзен конуса данной высоты, винсанные въ шаръ, всегда меньше 
цилиндра той же высоты. Но тіпілит @? различенъ, смотря по тому, меньше ли й 





ғу 3 
или больше нежели 7-5——: онъ равенъ въ первомъ случа, н 2 — во второмъ. 


9/3) 
Когда № = а. ‚ @ равно б, и оба тіпіта сливаются въ одинъ. 


645. Задачи. 


Нижесл$дующия задачи должны быть изелъдованы вполнъ, а шахіша п тіпіта, 
когда они встрЬчаются, должны быть указаны какъ простая деталь пзелдованія. 


1. Цилиндрическій сосудъ высоты 1, плотно закрытый въ верхней части, содер- 
жить нфкоторое количество жидкости, высота которой =; 
воздухъ надъ жидкостью находится подъ давленіемь атмо- 
сферы. Въ дн сосуда д$лаютъ отверстів на столько узкое, 
чтобы внЪшній воздухъ не пронпкалъ въ сосудъ; часть жид- 
кости вытеваетъ. Спрашивается, какова будеть высота жид- 
кости въ сосудъ, когда истеченіе прекратится? 

2. Цилиндрическій сосудъ АВА’В’ раздъленъ на дв 
части перегородкой СС’, снабженной краномъ. Нижняя часть 
АСА'С', которой высота равна Т, содержитъ воздухъ подъ 

Черт. 73. атмосфернымь давлен1емь Н; въ верхней части находится 

колонна ртути СОО’О’ высоты № и воздухъ подъ давленіемъ 

Н. Открываютъ кранъ, причемъ ртуть начинаетъ вытекать въ нижнюю часть со- 

суда. Опредълить высоту колонны ртути, вытекшей изъ верхней части въ нижнюю, 
по окончаніч истеченія. 

3. Бамень, брошенный снизу вверхъ, ударяется въ преграду В, находящуюся 
на вертикал; опредфлить высоту АВ, зная, что прошло $ секундъ отъ момента, въ 
который наблюдатель, находящійся въ А, устыхалъ ударъ, до момента, въ который 
камень возвратился въ точку А. 

4. На неопредъленной прямой даны двЪ точки А п В, разетоян1е между кото- 
рымн равно 10 метрамъ. Два тфла пробфтаютъ эту прямую въ направленіи АВ, и 
приходятъ одновременно, одно въ точку А со скоростью 3 метровъ въ секунду, дру- 
тое въ точку В со скоростью © метр. въ секунду. Первое тБло движется равном рно- 
ускореннымъ двпженіемъ, причемъ скорость его возрастаетъ на 1 метръ въ секунду; 
движеніс втораго тёла равном$рно. Спрашивается: 1) Черезъ сколько севундъ послћ 
одвовременнаго прохода 1-го тёла черезъ А, а 2-го черезъ В первое тфло встрф- 
тится со вторымъ; 2) какому условію должна удовле- 
творять скорость о втораго тБла, чтобы встрЪча имза 
место въ разстояніп отъ точки В, меньшемъ 10 ме- 
тровъ; 3) въ какомъ разстояши отъ точки В произой- 
детъ встрЪча, если 2 —4 метрамъ? 
= Ё 5. Данъ прямолинейный горизонтальный рычагъ, 

котораго точка опоры О находится по одну сторону 

отъ точекъ приложенія силъ. Данная сила В прило- 
В жена въ точЕЪ А перпендикулярно къ АО; найти на 
продолженін этой линін такую точку В, что если прн- 
ложить въ ней данную силу @, параллельно и противо- 
положно В, то чтобы рычагъ находилея въ равновБеін. Предполагается, что точка 
В есть конецъ рычага, что рычагъ одпороденъ, а вфеъ единицы длины равенъ т. 





в. 





р. 


Черт. 74. 


= 968 == 


6. Найти стороны прямоугольника, зная: 1) ихъ сумму о н сторону 6 равно- 
велнкато квадрата; 2) ихъ разность 2 и сторону Б равновеликаго квадрата; 3) діаго- 
наль 8 и периметръ 2р; 4) діагональ 4 н сторону равновеликато квадрата 6. 


7. Въ данный квадратъ вписать квадрать данной площади 777. 


8. Въ А съ основаніемъ 0 и высотою № вписать прямоугольникъ данной пло- 
щади А2, 


9. Данъ кругъ радіуса В и вн его точка А въ разстояніи @ отъ центра. Про- 
вестп черезъ точку А съкущую АВС такъ, чтобы ея внутренній отръзокъ ВО рав- 
нялея: 1) радіусу; 2) данной линіп 1. 


10. Внутри даннаго прямоугольника АВСО, котораго измфрен1я суть: АВ = а, 
АР =, провести къ сторонамъ ВС, СР, параллели В’С’, С’О’ въ равномъ отъ сто- 
ронъ разстоянш, такъ чтобы прямоугольникъ А’В’С’О’ составлялъ половину АВС. 


11. Въ правильномъ Л АВС сторона 0; на основанін ВО въ разстоянін 0 
отъ В дана точка Е. Провести прямую ПЕ параллельно ВС такъ, чтобы отрЪзокъ ел 
РЕ въ углъ А быль видёнъ изъ точки Е подъ прямымъ угломъ. 


12. Данъ прямоугольникъ ОАРВ (измфреня: ОА ==а, ОВ=5); найти на ОА 
н ОВ или на ихъ продолженіяхъ такія двф точки М и №, чтобы соединивъ ихъ съ 
вершиною Р, противоположною А, получить правильный АРМУХ. 


13. На биссектрисс ОР прямато угла дана точка Р въ разстоянін ОР=@ отъ 
вершины. Найти на сторонахъ АО п ВО такія точки М и Х, чтобы, проведя РМ, 
РМ, получить прав. А РММ. 


14. На сторонахъ СА, СВ треугольника АВС взяты отръзки С@—=СЕ—4 и 
проведена прямая ЕС. Требуется равнобедренный Л СЕб преобразовать въ другой 
Л СЕР, ему равновелпкіїй, прямою ЕР такъ, чтобы Ар = ВП. 


15. Въ прямоугольник АВСР провести прямую ОМ, ветрёчающую АВ въ точећ 
М, такъ, чтобы: 1) –ОМ 4 МВ? К°; 2) ОМ АМ.ВМ. 
16. На окружности полукруга діаметра АВ дана точка Р. Требуется провести 


черезъ эту точку прямую Рл (пересћкающую діаметръ въ точЕФ 2) такъ, что если 
къ діаметру возставимъ перпендикуларъ ху (точка у на окр.), то чтобы Рай—у— 4. 


17. На діаметр АВ шара найти такой отр®зокъ АТ, что если черезъ точку 1 
проведемъ плоскость СО, перпендикулярную къ діаметру, то: 1) чтобы поверхность 
сегмента САТ равнялась боковой пов. конуса СВІ; 2) чтобы сумма поверхностей сег- 
мента высоты АІ и боковой поверхности конуса СОЮ равнялась бы данному кругу 
то?; 3) чтобы отношеве объема сегмента САРО къ объему сферич. сектора СОРА 
равнялось данному числу т; 4) если черезъ центръ шара провесть плоскость ЕЕ пер- 
пендикулярно къ АВ, то чтб. объемъ слоя, содержащагося между кругами С) н ЕЕ, 
относился къ объему усфченнаго конуса, нифющаго основаніями тъже круги, каєъ 0:1. 


18. Въ прямоугольномь ^ АВС (А — прямой уг.) провести прамую РЕ парал- 
лельно АС такъ, чтобы поверхность, описанная ломаной СЮЕ при обращен1и фигуры 
около АВ, равнялась данному кругу 920. 


19. Постронть /\, зная сторону, прилежащій уголъ н отношеніе площади этого А 
къ площиди тр-ка, составляемаго двумя биссектриссами даннато угла съ противопо- 
ложною стороною. 


20. Въ конц В діаметра АВ проведена касательная; найти на ней такую точку 
С, что если соединимъ ее съ другимъ концомъ діаметра, то внЪшній отрфзокъ СЮ 
имфлъ бы данную длину а. 
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21. На гипотенуз$ даннаго прямоугольнаго /\ найти такую точку, чтобы сумма 
квадратовъ ея разстояній отъ катетовъ равнялась 77. 


22. На сторон® АВ прямоугольника АВСР найти такую точку Е, изъ которой 
стороны АР и Ср были бы видны подъ равными углами. 


23. Въ данномт ^ АВС помфстись прямую рЕ параллельно ВО такъ, чгобы: 
1) площадь /\ ВрЕ раввялась данному квадрату К; 9) РЕ? ЮВ х ВС. 


24. Въ прямоугольник АВОРЮ измфрев1я равны бий. Провести черезъ вершину 
О прямую МОХ, пересфкающую їЯпнія АВ п АС въ точкахь № и М, такъ, чтобы: 
1) Л МСО -РА ОВХ == #., тд А — данное число; 2) ОМ? + рМ — &.0№; 
3) ОМ х рх = т. у 


24. Данную прямую а дфлатъь пополамъ и продолжаютъ. Найти длину продол- 
: : : А а 
женія подъ условіемъ, чтобы прямоугольникъ, имЪющій измфрен1ями эн сказанное 


продолженіе, былъ равновеликъ квадрату, построенному на продолженіи. 


25. На гипотенузё ВС прямоугольнаго /\ найти такую точку М, что если соеди- 
нимъ ее съ А п опустимъ перпендикуларъ МО на АВ, то чтобы / АМР“ — т. 


26. На двухъ смежныхъ сторонахъ квадрата, какъ на діаметрахъ, извић но- 
строены 2 полукруга, къ которымъ проведевы касательныя параллельно сторонамъ 
квадрата. Построить кругъ, касательный къ сказаннымъ кругамъ п касательнымъ. 


37. Черезъ точку Р, взятую внутри круга, провести хорду такъ, чтобы она въ 
этой точе длплась въ крайнемъ и среднемъ отношенін. 


28. Построить прямоугольный ^ по даннымъ: 1) сумм $ катетовъ и площади #2; 
2) разности катетовъ и высот; 3) биссевтриес$ прямаго угла и высот; 4) сторонамъ 
двухъ випсанныхь квадратовъ; 5) суммф (пли разности) катетовъ п разности отр%з- 
ковъ, образуемыхъ высотою на гппотенузъ; 6) биссектриссВ прямаго угла и отноше- 
нію катетовъ; 7) радіусу вписаннаго круга и площади; 8) глаотенузъ и радіусу впи- 
саннаго круга; 9) гппотенуз и площади; 10) гапотенуз п разности катетовъ; 
11) типотенуз п сумм катетовъ съ высотою; 12) периметру и сумм объемовъ, 
пропсходящихъ отъ обращен1я тр-ка около каждаго катета; 13) высотЬ н произве- 
денію трехъ сторонъ; 14) высот и радіусу внЪ-вписаннаго круга, касательнаго къ 
одному пзъ катетовъ; 15) одному изъ катетовъ и радіусу вписаннаго круга; 16) вы- 
сот (или гпиотенуз$) и объему, происходящему отъ обращенія тр-ка около гипоте-` 
нузы; 17) периметру и сумм (л7л) поверхностей, оппсанныхъ калетами при обра- 
щен1и тр-ка около гипотенузы; 18) периметру и отношенію объема, производимато 
обращен1емь около гипотенузы, въ сумы объемовъ, производимыхь обращевіемъ 
около .катетовъ; 19) пернметру и высот; 20) гипотенуз% и высот; 21) радіусу впи- 
саннаго вруга и сторов® виисаннаго квадрата, помфщеннаго въ прямомъ угл; 22) ги- 
потенузћ и периметру; 23) периметру и биссектрисеБ прамаго угла; 23) площади и 
суму гипотенузы и высоты; 24) радіусу вписаннаго круга п сумм$ поверхностей, 
описанных катетами при обращеніп фигуры около гипотенузы. 


29. Постронть /\, зная высоту н радіусы — винсаннаго и описаннато круговъ. 


30. Опредълнть стороны ДА, зная его периметръ 2р, произведеніе двухъ сторонъ 
рс = т?, зная, кром того, что медіапы, соотвётствующія сторонамъ 0 и с, пересћ- 
каются подъ прямымъ угломъ. 


31. Вычислить стороны равнобедрепнаго ^, зная медіану и высоту, выходащія 
изъ вершины основания. 
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32. Построить А, зная одинъ изъ его угловъ, биссектриесу его и разность сторопъ, 
ваключающихъ данный уголъ. 


33. Въ А извфстны: основаніе 6, высота № и разность @ двухь другихь сторонъ, 
Вычислить эти стороны. 


34. Опредфлать стороны Л, зная сумму 95 двухъ сторонъ, высоту №, соотвЪт- 
ствующую третьей сторон%, и разность 24 отрзковъ, образуемыхъ ею на этой сторон%. 


85. Ршитъ /\, зная одну изъ сторонъ, периметръ и радіусъ опнсаннаго круга. 


36. РЕшить /\, зная периметръ, высоту и отношен1е отрзковъ, образуемыхъ 
высотою на осповавіп. 


37. Вписать въ данный кругъ равнобедренный /\, зная: 1) сумму (или разность) 


основанія п высоты; 9) что сумма квадратовъ трехъ сторонъ его равняется данному 
квадрату 72. 


88. Построить /\, зная: его площадь, сумму двухъ сторонъ и сторону виисан- 
наго квадрата, опирающагося на третью сторону треугольника, или же длину внут- 
ренней биссектриссы, заключающейся между сказанными сторонами. 


39. Данъ уголъ и внутри его точка Р. Провести черезъ эту точку прямую такъ, 
чтобы: 1) прямоугольникъ, составленный изъ отрёзковъ, образуемыхъ искомого пря- 
мого на сторонахъ даннаго угла, былъ равновеликъ данному квадрату #%; 2) сумма 
тБхъ же отрфзковъ равнялась данной прямой 1. 


40. Найти стороны равнобочной трапецін, зная ея высоту, периметръ и площадь. 


41. Въ трапецін, которой одинъ бокъ АВ перпендикуларен къ основанілм», 
даны: АВ — 0, площадь ѕ и периметръ р; вычиелить остальвыя стороны. 


49. Зная сумму 4а діагоналей ромба и радіусъ х вписаннаго круга, вычислить 
06$ діагонали п сторону. 


48. Описать около даннаго круга равпобочную трапецію данной площади а?. 


44. Черезъ концы діаметра даннаго круга проведены дв касательныя. Провести 
третью касательную такъ, чтобы она съ первыми двумя образовала трацецію: 1) дан- 
паго периметра; 2) данпой площадн. 


45. Въ данномь /\ АВС провести прямую ОЕ параллельную ВО, такъ, чтобы 
трапеція ПЕВС имфла данную площадь 1. 


46. Виисать въ данный кругъ трапецію, зная ея: 1) площадь п ненараллельныя 
стороны; 2) высоту н площадь. 

47. Вычислить стороны описуемой равнобочной траиеціи, зная ея периметръ 4р 
и радіусъ В описаннаго около нея круга. 

48. Данъ равностороннй Л АВС. Провести чрезъ средину О стороны ВО ећку- 


шую до встрфчи съ стороною АВ въ М, и съ продолженіемъ стороны АС въ М, такъ 
чтобы разность площадей треуг-въ ОСМ и ОМВ равнялась треуг-ку АВО. 


49. Въ данный /\ вписать прамую такъ, чтобы она разбила его на 2 части оди- 
наковыхъ переметра и площади. 

50. Въ четыреугольник® АВСР углы В и О прямые; извЪфетны: діагональ АО 0, 
периметръ 2р п площадь $. ОпредЪлить стороны: АВ-==2, ВС--у, Ор== 2, АУ. 

51. Провести въ /\ сЪкущую касатольпо къ вписанному кругу, такъ чтобы она 
отсЪкала /\ данной площади. 

52. Вычислить радіусъ норманлекаго окна (состоящаго изъ прямоугольцика, за- 
вершаемаго полукругомъ) но данным: полной высотЬ и площади. 
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53. Около даннаго прямоугольника описать равнобедренный /\ данной площади. 


54. Данъ прямоугольникъ АВСО. На продолженін стороны ВС взята точка М и 
соединена съ А; прямая АМ встрфчаетъь сторону СО съ точе М. Найти точку М 
такъ, чтобы сумма АРХ -- ММО — /®. 


55. Даны стороны а, 0 и с треуг-ва, причемъ а> 5 > с. На сколько нужно 


уменьшить каждую сторону, чтобы стороны о — 2, 6 —х н с— 5 образовали прямо- 
угольный тр-въ? 


56. Вписать въ вругь прямоугольникъ, равновеликій данному квадрату. 


57. Въ круг радіуса В, дана точка Р въ разстояніп ОР—0 отъ центра. Въ ка- 
кихъ разстояпіяхъ (2 пу) отъ центра должны быть проведены черезъ точку Р перпен- 


дикулярныя между собою хорды АС и Вр, чтобы четыреугольникъ АВС имфль 
данную площадь 22? 


58. Данъ равнобедренный Л АВС, котораго основаніе ВО — 20, а каждая изъ 
равныхъ сторонъ равна с. Найти ва ВС дв точки р нЕ, а на сторонахъ АВ и АС 
по точкБ С и Е, такъ чтобы пятіугольникъ РЕЕАб быль равносторонній. 


59. Данъ полукругъ АОВ и къ нему касательная АС въ конц А діаметра АВ. 
Найти на полуокружности такую точку М, чтобы, опустивъ изъ нея перпендикуляръ 
МС на касательную и соединивъ М съ В, лить: МВУ4-2М0=1, тд 1 данная прамая. 


60. Дана окружность радіуса В и прямая въ разстоянін 4 отъ центра. Построить 


квадратъ, котораго одна сторона была бы хордою даннаго круга, а противоположная 
ей лежала бы на данной прямой. 


61. Данъ полукругъ діаметра АВ п къ нему касательная въ точк В. Провести 
прямую АР”, встрЪчающую окружность въ точк О, а касательную въ П, подъ усло- 


—2 —2 
віемъ, чтобы 2. АС-- АП = 418. 


62. Данъ кругъ п въ немъ два перпендикулярные діаметра. Найти на квадрант 
СВ такую точку М, что если опустимъ перпендикуляры МР и МО на діаметры и 
будемъ вращать прямоугольникъ около ОР, то чтобы произведенная имъ полная по- 
верхность равнялась 272. 


63. Къ данной окружности въ тозеБ А проведена касательная ху и изъ конеч- 
ныхъ точекъ діаметра СЮ опущены на нее перпендикулары СЕ и ОЕ. Какое поло- 
жене нужно дать діаметру Ор, чтобы при обращенін трапецін СОКЕ около лини 27 
получить усфченный конусъ, котораго полная поверхность: 1) имфла бы данное отно- 
шенів въ кругу ОА; 2) равнялась бы данному кругу =. 


64. Данъ крусъ діаметра АВ; проведены: хорда АС п ей симметричная хорда 
АР; затЪмъ точки С и Ш соединены прямою. Дать хордф АС такое положеніе, что- 
бы АС? А02-- С02 — 42. 


65. Въ круг діаметра АВ проведена хорда СО, пернепдикулярная къ діаметру. 
Пом%стпть эту хорду тавъ, чтобы АС? -|- СЮ — т. 


66. Данъ конусъ; на какое количество 2 надо уменьшить его высоту Н и уве- 
личить радіусъ основанія В, чтобы конусъ, имБющій высоту Н — 2 и радіусъ осно- 
ванія К -|- 2, быль равновеликъ данному. 


67. Около даннаго шара описать копусъ, пчБющій данную полную поверхность. 


68. На липін центровъ двухъ шаровъ пайти такую точку, изъ которой на обо- 
ихъ шарахъ были бы видны равновеликія зоны, . 
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69. Вписать въ данный шаръ такой конусъ, объемъ котораго находился бы зъ 
данномъ отношени къ объему сегмента, лежащаго по другую сторону основанія конуса. 


70. Найти измфреня прямоугольнаго параллелопинеда, зная сумму его 12 реберъ, 
сумму боковыхъ граней и сумму основаній. 


71. Даны: поверхность и діагональ прямоугольнаго параллелопипеда. Найти его 


измЪренія, зная, что они составляютъ непрерывную пропорцію: 1) ариеметическую; 
2) геометрическую. 


12. Высота № усБченнато конуса есть средняя пропорціональная между діаметра- 
мп основан. Полагая, что № дана, вычислить радіусы основаній, лодъ усломемъ, 
чтобы полная поверхность ус$ченнаго конуса равнялась па?. 


73. Въ транпещци, одинъ бокъ (АВ) которой перпендикуляренъ къ основаніямъ 
АР н ВС, извБстны: длина { наклоннаго бока, площадь а? трапеціп и объемъ 


0" производимый фигурою при обращен около СО. Найти бокъ АВ. — Указать 
также, что особенное даютъ частные случаи: 1—4, 1 За. 


74. Чрезъ вершину А треугольника АВС проведена прямая, на которую опуще- 


ны перпендикуляры ВВ’ и СС’ изъ вершинъ В и О. Дать этой прямой такое поло- 
жепіе, чтобы ВВ? -|- СС' — 2. 


аз ; 
75. Зная объемъ ся и полную поверхность пб? конуса ЗАВ, опред лить радіусъ 


основавія и высоту.—При какомъ отношенін между а и 0 треугольникъ ЗАВ, полу- 
чаемый въ сченін конуса по оси, будетъ правильный. 


76. Данъ конусъ, которато радіусъ =— В, апоөема — о. Вычислить радіусы осно- 
вашій усфченнаго конуса, той же высоты какъ п данный, зная, что сумма площадей 
основаній усфченнаго конуса равна полной поверхности даннаго, и что разность 
между объемами ус®ченнаго и даннаго конусовъ равна объему цилиндра той же вы- 
соты, имфющаго основаніе, равное среднему сБченію искомаго тла. 


77. Данъ конусъ, котораго об® полости продолжены неограниченно. Конусъ пе- 
ресчевъ плоскостью, перпендикулярною къ оси. Провести другую плоскость, парал- 


хельную первой, такъ, чтобы боковая поверхность полученнаго тфла находилась въ 
данномъ отношеніи съ суммою основав. 


78. Дана прямая АВ = 2а. Опредфлить радіусъ 2 круга, проходящаго черезъ 
точки А и В, такъ, чтобы четыреугольникъ АВСО, котораго вершинами служать 
точки А и В и концы С и О діаметра СО, перпендикукярнаго къ АВ, имфлъ: 1) 
данный периметръ 4р.; 2) данную разность (ОВ -- РА) — (ОВ У- СА). 


79. Два прямоугольника имфютъ измфреня: =, у и 2, у’. Даны: сумма осно- 


вапій, сумма площадей и площади прямоугольнлковъ (27) и (ух). Найти измЪренія 
искомыхь прямоугольниковъ. 


80. Найти радіусы основаній усБчевнаго конуса, зная его высоту, боковую по- 
верхность и разность радіусовъ основан!й. 


81. Два конуса равной высоты имфють общее основаніе, и вершины ихъ распо- 
ложены по обв его стороны. Провести въ обоихъ по круговому сфчен!ю, такъ чтобы 
полученный усфченный конусъ имфлъ данную аповему и данную полную поверхность. 


82. Дана лолуокружность и точка М на діаметръ АВ; АМ == а. Проводать изъ 
М перпендикуляръ МР къ діаметру. Провести изъ точкн А сфкущую такъ, чтобы 
отръзокъ ея, заключающійся между МР я окружностью, имфль данную длину /. 
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83. Въ данной полуокружности провести черезъ конець А діаметра АВ хорду 
АС п изъ точки С хорду СЮ, параллельную діаметру, такъ, чтобы: 1) и 
2) АС? 4 СЮ? = т. 

84. Дана четверть круга. Провести къ дугБ ея касательную такъ, чтобы 


ОМ | ОХ = 1. (О—центръ, М и №-—точвн встръчи касательной съ конечными раді- 
усами квадранта). 


85. Випсать въ данный шаръ такой усфченный конусъ, который имзль бы дан- 
ныя: апоөему и полную поверхность. 


86. Въ данномъ полукругъ діаметра АВ проводятъ хорду АС и перпендикуляръ 
СО на діаметръ. Опредфлить точку С такъ, чтобы АС- Ср =. 


87. Къ окружности проведена касательная ТА и діаметръ ТЗ черезъ точку ка- 
саня. Опредфлить на окружности точку Р такъ, чтобы сумма ея разстоянії отъ діа- 
метра п отъ касательной равнялась данной лини /. 


88. Даны дв паразлельныя прямыя Х и У и точка А между ними; помфетить 
треуг. АМХ, прямоугольный при М, пмБющій данпую площадь #, такъ, чтобы М 
находилась на Х, а М на У. 


89. Дала окружность діаметра АВ и касательныя АХ, ВУ; провести касательную 
(встръчающую АХ въ М. а ВУ въ М) такъ, чтобы, обернувъ трапецію АММВ около 
АВ, образовать объемъ, равновелиый шару даннато радіуса а. 


90. Дана окружность діаметра АВ и точка р ва діаметр въ разстояніп а отъ 
центра. Провести черезъ эту точку съкущую ОММ такъ, чтобы хорда ММ была вид- 
на изъ средины ОА подъ прямымъ углом». 


91. На прямой ХУ даны три точки А, В, С; найти на этой прямой точку М 
такъ, чтобы сумма квадратовъ разстояній МА, МВ, МС имфла данную величину #2. 


92. На гипотенуз ВС прямоуг. д АВС, между точками В и С, найти такую 


точку, сумма ввадратовъ разстоязій которой отъ трехъ вершинъ имла бы данную 
величину А2. 


93. Около даннато правильнаго треугольника АВС фӧлисанъ кругъ. Провести 
хорду ММ параллельно ВС такъ, чтобы сумма ея отръзковъ между окружностью и 
сторонами АВ и АС имла данную длину т. 


94. Дана окружность и къ ней касательная; на этой прямой построенъ ви кру- 
та правильный /\, котораго высота равна діаметру круга. Провести параллель къ 
сказанной касательной такъ, чтобы сумма ея отръзковъ въ кругъ и въ треугольникћъ 
имфла данную величину т. 


95. Дана окружность и на діаметр АВ взята точка С въ разстояи @ 0тъ 


центра. Провестн прямую СММ (точки М и М — на окружности) такъ, чтобы 
СМ? — ОМ — А. 


‚ 96. Дана окружность дізметра АВ и хорда АС подъ угломъ въ 300 кт діаметру. 
Найти на окружности точку М такъ, чтобы, опустивъ изъ нея перпендикуляръ ММ 
на АВ, а изъ № перп. ХР на АС, пмфть: МХ? -|- ХР? — 4. 


97. Давъ /\ АВО; провести параллель къ сторон ВО такъ, чтобы отећченвый 
А и трапедія образовали, при обращевін фигуры около ВС, равные объемы. 


1 А 
98. Въ окружности радіуса В, вписана хорда АВ, стягивающая = окружности; найти 


ва окружности такую точку М, чтобы МА + МВ == данной линіи т. 
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99. ДвЪ окружности пересћкаются подъ прямымъ угломъ. Провести черезъ точку 
пересфченія А сБкущую МАМ такъ, чтобы: 1) сумма квадратовъ обЪихъ хордъ имла 
данную величину 40%; 2) произведене АМ х АМ им%ло данную величину #*, 


100. Данную трапецію разд®лить прямою, параллельною основаніямъ, на дв 
части, которыя относились бы между собою какъ т: и. 


101. Въ данномъ полукругВ провести хорду СО, параллельную діаметру, такъ 
чтобы периметрь трапеціп АСОВ быль равенъ %. 


102. Черезъ точку В, взятую на діаметр АС круга АРС, провести перпендику- 
зяръ ВР къ діаметру такъ, чтобы АВ -- Вр — 8. 

103. Вычислить стороны равнобочной трапецш, зная: 1) высоту ея, площадь п 
объемъ, образуемый ею при обращенін около одной изъ непараллельныхъ сторонъ; 
2) зная периметръ 4р, площадь а? и боковую поверхность конуса, образуемаго вра- 
щенемъ трапецін около прямой, соединяющей средины ея основаній, равную лђ?. 


104, На продолженіп АС стороны правильнаго Л АВС берутъ точку Р, соеди- 


няють ее съ тозкую М, взятою на сторонъ АВ н проводять параллель ММ къ АС. 
Опред®лить М такъ, чтобы РМ = ММ. 


105. Въ данный шаръ вписать такой цилиндръ, котораго объемъ равнянея бы 
сумм сегментовъ, лежащихъ ва его оенованіяхъ. 


106. Даны длины 9 и 27 двухъ параллельныхъ хордъ круга п разстояніе ихъ 9; 
опредфлять радіусъ круга. 


107. Данъ кругъ О и дв вишнія точки А и В, причемъ ОА = а, ОВ, 


АВ — 4. Найти ва окружности такую точку М, чтобы сумма квадратовъ разстоянй 
МА и МВ равнялась 772. 


108. Въ шар радіуса В проведенъ малый кругъ радіуса 7. Опредфлить радіусъ 
другаго, ему параллельнаго, круга такъ, чтобы объемъ заключающагося между ними 
слоя находился въ данномъ отношенін А съ конусомъ, вершина котораго находится 
въ центрћ перваго круга, а основаніе совпадаетъ со вторымъ. 


109. Черезъ точку пересфченія двухъ круговъ провести сЪкущую такъ, чтобы 
часть ея внутри обоихъ круговъ имла данную длину а. 


110. Дань прямоугольный при А треугольникъ АВС. Провести черезъ точку А 
прямую лу вн /-ка такъ, чтобы, опустивъ перпендикуляры ВВ’ и СС’ на 29, имЪть 


сумму треугольниковъ АВВ’ и АСС’ равною данной площади А2. Частный случай: 
== пл. АВС. 


111. Данъ полукругъь радіуса В. Провести хорду СЮ, параллельную діаметру АВ 
такъ, что если обернуть фнгуру около радіуса ОЕ, перпендикулярнаго къ АВ, то 
чтобы объемъ, описанный площадью, содержащеюся между ливіями ОВ, ОР (Р—пере- 


съзеніе СО еъ ОЕ) РО и дугою ВЮ, относился къ объему, описанному трапещей 
ОРОВ, какъ тж: 1. 


112. Изъ средипы основанія прямоугольника, какъ изъ центра, описана дуга АВ 
круга, которой другое основане АВ служить хордою; полученную т. о. фигуру обра- 
щаютъ около перваго основанія. Зная, что высота прямоугольника —ђ, что полная по- 
верхность лолученнаго тла — 2*а?, вычислить основаніе прямоугольника. 


113. Зная полную поверхность (ха?) конуса, касательнаго къ данному шару такъ, 


зто центръ основанія конуса совпадаетъ съ центромъ шара, вычислить радіусъ осно- 
ванія п высоту конуса. 
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114. Данъ шаръ радіуса В. Опредфлить на діаметрЕ АВ такую точку С, что 
если провести черезъ нее плоскость ЕСЕ перпендикулярно къ діаметру, то: 1) чтобы 
поверхность сегмента высоты АС, сложенная съ боковою поверхностью конуса ОЕР, 
равнялась бы площади ха? даннаго круга; 2) чтобы отношеніе объема того же сег- 
мента къ сектору ОКАЕ равнялось данному числу п; 3) чтобы отношеніе конуса 
ЕВЕ къ тому же сегменту равнялось т. 


115. Вычислить радіусы основаній усфченнаго конуса, описаннаго около шара, 
радіуса В, зная, что отношен1е полной поверхносгп этого конуса къ поверхности 
шара равно т. 


116. Вычислить радіусы основав усфченнаго конуса, зная его полную поверх- 
ность, длину образующей ин то еще, что эта прямая съ нажнимъ основаніемь состав- 
ляеть уголъ въ 600. 


117. Перес®чь шаръ двумя параллельными плоскостями, разстояніе между кото- 
рыми дано, такъ, чтобы сумма боковыхъ поверхностей двухъ конусовъ, касательныхъ 
къ шару по этпмъ сфчен!ямъ, имфла данную величину. 


118, Въ полукруг радіуса В дать радіусу ОС такое нположеніе, чтобы сумма 
поверхностей, оппсанныхъ прямою ОС и дугою СВ при обрашеніц около діаметра 
равнялась пт». 


119. Цилиндръ и конусъ имфютъ одинаковую высоту, раввую данной линіи р. 
Каковы должны быть радіусы основаній, для того чтобы оба тла имфли равныя 
полныя поверхности и равные объемы. 


120. На прямой АВ—а найти такую точку С, что если на АС описать полу- 
окружность, черезъ точку В провести въ ней касательную (точка касаня—Т) до пе- 
ресЪченя въ точе Е съ касательною, проведенною въ А и обернуть фигуру около 
АВ, то чтобы поверхность, описанная дугою АВ, находилась въ поверхности, опи- 
санпой прямою ВЕ, въ данвомъ отношенін 9%. 


121. Въ данный /\ вписать такой прямоугольникъ, чтобы при обращеніп около 
общей стороны получился цилиндръ, полная поверхность котораго равнялась бы по- 
верхности шара радіуса В. 

122. На сторовъ ВС равносторонняго А АВС найти точку О такъ, чтобы, про- 
ведя ОЕ и ПЕ соотвфтственно параллельно АС и АР, объемъ, образуемый параллело- 


Р т > 
граммомъ АЕВЕ при обращен около ВС, составлялъ 27 долей объема, образуемаго 
самимъ треугольникомъ. 


123. Данъ кругъ діаметра АЮ и къ нему касательная АС. Провести хорду РЕ 
перпендикулярно къ касательной АС, татъ чтобы А АЕР, при обращен около АС, 
образовалъ данный объемъ. 


124. Раздфлить діаметръ даннаго полукруга на такія двЪ части, что если на 
каждой изъ нихъ описать по полукругу, то чтобы площадь, содержащаяся между 8 
полуокружностямн, равнялась данному кругу 797”. 


125. Данъ кругъ п точка, находящаяся въ разстояніп а отъ центра. Провести 
черезъ эту точку еБвущую такъ, чтобы: 1) ея хорда имфза данную длину 6; 2) сумма 
квадратовъ отръзковъ с%кущей нмЪла данную величпву /2. 


126. Дана хорда АВ = 2а въ Еруг$ радіуса В; найти на окружности такую 
точку М, чтобы: 1) МА?) МВ? = К; 2) АМ -|- ВМ 2%; 3) АМ х ВМ — №. 
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127. Около даннаго шара описать: 1) усфченный конусъ, объемъ котораго быль 
4.5 Р 
бы == 3 "ВА. т, гд В — радіусъ шара, и — данное число; 2) конусъ, полная по- 
верхность котораго равнялась бы данному кругу пт”. 


128. Вычислить радіусы усновәній усфченнато конуса, зная его объемъ, высоту 
и сумму радіусовъ основаній. 


129. Найти высоту сферическато сегмента, зная радіусъ В шара и величину та? 
полной поверхности сегмента. А 

180. Данъ шаръ О, около котораго описана цилиндрическая поверхность, каеаю- 
щаяся шара по большому кругу. Опредфлить на оси цилиндра, въ равномъ разстоя- 
ніл отъ центра, такія дв точен А и В, что если принять ихъ за вершины двухъ ко- 
нусовъ, касательныхъ къ шару и продолженныхъ до ветрфчи съ цилиндромъ, то 


чтобы полная поверхность составлевнаго тБла имла данную величину. 


131. Данъ кругъ радіуса В, и къ нему 3 касательныя, изъ коихъ двЪ периенди- 
кулярны къ третьей; провести четвертую касательную такъ, чтобы при обращенін 
фигуры около третьей касательной, ус$ченный конусъ, описанный трапеціей, имфлъ 
данное отношеніе т къ шару, котораго радіусъ равнялся бы также В. 


132. Данъ шаръ съ вписаннымъ конусомъ; провести плоскость параллельно осно- 


ванію конуса такъ, чтобы разность свченій, образуемыхъ ею въ обоихъ тфлахъ, рав- 
нялась данной площади. 


133. Въ полукругъ діаметра АВ вписываютъ прямоугольникь РЕЕС и на сто- 
ровЪ его ОЕ, параллельной АВ, строят равнобедренный л ПЕН съ вершиною Н 
на окружности. Опред$лить прямоугольникъ такъ, чтобы при обращен!и фигуры око- 
ло АВ, объемы, описанные прямоугольникомъ и треугольникомъ, были равны. 


134. Даны: радіусъ основанія 7 и высота № конуса. Въ какомъ разстоянія 1 отъ 
вершины нужно провести плоскость параллельную освованію, чтобы объемъ усфчен- 
паго конуса былъ вдвое больше шара діаметра +. 


135. Данъ полукругъ діаметра АВ и въ точе А касательная АС, равная раді- 
усу круга; проводять прямую СО, которая перес$кала бы въ точе% О діаметръ АВ пли 
его продолженіе, зал$мъ обращають фигуру около АВ, причемъ полукругъ и Л АСР 
производять шаръ и конусъ. Въ какомъ разстоянін отъ основанія конуса нужно про- 


вести ему параллельную плоскость, для того чтобы сумма сЪченй въ обоихъ тБлахъ 
была равновелика данному кругу. 


186. Построены два усБченные конуса 1-го и 2-го рода, съ общими основанія- 
ми; даны радіусы основан и общая высота. Въ какомъ разстояніи оть большаго 
основанія должно провести ему параллельную плоскость, чтобы разность площадей 
сБченій, образуемыхъ этою плоскостью въ обоихъ тБлахъ, равнялась данному кругу. 


187. Данъ полукругъ АЕВ, касательныя въ точкахъ А и В діаметра АВ и точка 
Е на этомъ діаметрЂ. Провести третью касательную, которая пересфкала бы первыя 
двВ въ точкахъ Си Г такъ, чтобы объемъ, произведенный треугольникомъ СЕР при 
обращени фигуры около АВ, быль равновеликъ данному объему. 

138. Два конуса съ равными высотами и расположенными по одной прямой, по- 
мЪщевы такъ, что вершина каждаго находится въ центр основанія другаго. Пере- 


сЪчь фигуру плоскостью, параллельною основаніямъ такъ, чтобы разность сченій 
равнялась данному кругу. 


139. Черезъ дв противоположныя вершины квадрата проведены 2 параллельных, 
а изъ двухъ другихъ вершинъ опущены перпендикулары на эти прямыя. Четыре ло- 
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лученныя прямыя образуютъ квадратъ. ОпредЪлить направленіе первыхъ двухъ парах. 
лелей подъ условіемъ, чтобы отношеніе площади втораго квадрата къ площади пер- 
ваго равнялось данному числу эр. (За неизвестное принять длину отр%№зка, образуе- 
маго одною изъ четырехъ прямыхъ на одной изъ сторонъ квадрата). Разсмотръть 


А 1 
частный случай: т — 5’ 


140. Данъ прямоугольный при А треугольникъ АВС. Провести внутри угла А 
прямую ПЕ, которая раздфлялась бы пополамъ высотою АН, а по длин равнялась 
бы сумм перпендпкуляровъ, опущенныхь изъ ея концовъ на гипотенузу. За непзвъ- 
стныя принять эти перпендикуляры. 

141. Даны дв точки: І, на сторон ВС треугольника АВС, другая П—на ея 
продолжени. Провести черезъ точку О сфкущую, которая, встрфчая АС и АВ въ 
точкахъ Е ин Е, давала бы л ЕЕГ данной площади. 

142. Вычислить стороны вписанной въ данный вругъ трапеціи, зная ея высоту 
п сумму квадратовъ четырехъ ея сторонъ. 

143. Тло составлено изъ цилиндра и двухъ конусовъ, построенныхъ на оспо- 
ваніяхъ цилиндра; крпвыя поверхности этихъ трехъ тфль касательны къ одному и 
тому же шару даннаго радіуса, а разстонніе между вершинами конусовъ равно дан- 
ной прямой. Каковы должны быть разстоянія этихъ вершинъ отъ центра шара, чтобы 
объемъ всего тЪла былъ равенъ данному объему. 

144. Два данные шара пересћчены плоскостью, параллельною линін центровъ, и 
на обоихъ сфчен1яхъ, какъ на основаніяхъ, построены два цилиндра, общая высота 
ксторыхъ — разстоянію линіи центровъ отъ плоскости. Каково д. б. это разстояніе, 
чтобы разность полныхъ поверхностей цилиндровъ равнялась данному кругу. 

145. Черезъ дв данныя точки провести окружность, касательную къ данной. 

146. Даны три круга, им$ющуе попарно вяз шнее касапіе. Построить круг, къ 
нимъ касательный. 


147. Опредфлить описуемый четыреугольникъ, зная радіусъ ғ вписаннаго круга 
и длины четырехъ сторонъ а, 6, с, 4. 


0 Е Е 
148. Дана неограниченная прямая ХУ п 


| на ней дв точки А и В. Опредћлить на 
А той же прямой точку О такъ, что если на АС 
| построямъ правильный Л АРС, и на СВ 
ВА | квадраль СЕЕВ и проведемъ прямую ПЕ, 
/ | то чтобъ пятіугольникъ АРЕЕВ имълъ давную 
А Е В площадь 97. 
Черт. 75. 

149. Даны двф концентрическія окружности. Прямоугольникъ, подобный данному, 
вмжетъ двБ вершины на одной окружности и дв па другой. Вычислить измЪренія 
прямоугольника. 

150. На касательной линін къ шару О берутъ дв точки В и 8, такъ чтобы 
05 — 05 = В, гд В — рамусь даннаго шара. Точки эти служать вершинами двух 
ошсанныхъ около шара конусовъ. Опоедфлить положеніе точекъ 5 и 5’ подь уело- 
віемъ, чтобы объемъ, содержащійся между обоими конусами п шаромъ, пмЗль данную 





величину (= Ва...) 


151. Дана усБзенная прямая треугольная призма. Провести чрезъ одно изъ бо- 
ковыхъ реберъ плоскость, которая раздБляла бы призму на дв части въ отвошеніп 2:4. 
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152. На продолженіи діаметра круга радіуса В беруть по 06% стороны окруж- 
ности дв точки А и В, разстояніе которыхъ равно данной линіи 4, н проводять 
касательнын АА’ и ВВ’. Каковы должны быть разстоянія АО п ВО, чтобы дуга 
А’В’, при обращеніп фигуры около АВ, образовала понсъ данной поверхности пт?. 

158. На лини центровъ двухъ круговъ найти такую точку, чтобы сумма (или 
разность) касательныхъ, проведенныхъ изъ нея къ даннымъ вругамъ равнялась дан- 
ной лпнія 1. 

154. Данъ шаръ ОА; найти другой шаръ О’А, касающійся извнутри къ первому 
такъ, что если провести къ нему касат. плоск. ВС паралдельно касательной плос- 
кости въ А, и по кругу сфченя ея съ даннымъ шаромъ описать около послЁдняго 
конусъ, то чтобъ объемъ, содержащійся между боковою поверхностью конуса и бо- 
ковою поверхностью зоны ВАС, равнялся э разъ взятому объему искомаго шара О’А. 

155. Найти радіусы основаній усЪченнаго конуса, зная его высоту /, боковую поверх- 
ность ла? и объемъ л (2). Указать число рБшеній, соотвътствующее различнымъ 
значеніямъ отношенія а: №. 


156. Найти радіусы двухъ извнф касающихся круговъ, зная площадь ор тра- 
пеши, образуемой общею внъшнею касательною, радіусами, проведенными въ точки 
касавія и ливіей центровъ, и поверхность ла?, описываемую контуромъ этой трапеци! 
при обращен около ливін центровъ. 

157. Пусть будетъ О центръ круга радіуса В п АТ — касательная въ точке А. 
Взять на этой прлмой двф точки В и В’ по одну сторону отъ А, такъ чтобы: 1) про- 
изведенів АВ х АВ’ равнялось 287; 2) отношевіе площади / ВОВ’ къ площади А 
АСС’ (С и С’ суть точки касанія касательныхь, проведенныхъ изъ В и В) равня- 
лось бы ж. Вычислить ОВ п ОВ’. 

158. На касательной ТТ’ къ кругу радіуса х берутъ двЪ точки А и В такъ, 
чтобы разстояніе АВ равнялось 27; затЪмъ въ плоскости круга, по ту сторону отно- 
сительно ТТ’, гдв лежить кругъ, беруть точку О, въ разстояи А отъ ТТ’. Прово- 
дятъ параллельно касательной ТТ’ прямую, которая нпересвкаеть кругь въ точкахь 
М п №, а прямыя СА и СВ въ точкахъ Р и 0. 

19. ИзслБдовать измненіе суммы МЎ РО, когда разстояніе съкущей ММ отъ 
касательной возрастаеть отъ О до 27, п опредфлить, сколько разъ эта сумма прохо- 
дить чрезъ данную величину 4/2. | 


-——2 -—2 
20. ОпредЪфлить разстоян!е сфкущей отъ касательной такъ, чтобы сумма МХ -- РО 


равнялась 42; изслЪдовать задачу и указать согласіе результатовъ этого изелфдова- 
нія съ результатами прежняго изслБдованія. 

159. Дана плоскость Р, шаръ радіуса г касательный къ пей, и конусъ, котораго 
основан1е есть кругъ радіуса 27, лежащій въ ил. Р, а.вершина находится въ раз- 
стоянии № отъ плоскости, по одну сторону съ шаромъ. Разсфкають объ поверхности 
плоскостью, параллельною Р. Изслъдовать измЪневіе суммы площадей полученныхъ 
свченій, когда разетояніе сфкущей плоскости отъ пл. Р изыфняется отъ О до 9». 

160. Опредфлить радіүсы двухъ шаровъ, которые, пересЪкаясь, образують дво- 


1 А 
лко— выпуклую чечевицу, зная толщину о чечевицы, ея объемъ "0° п радіусь К 
общаго круга пересћкаюшихся шаров». 


Р®шить тоть же вопросъ въ предположенін выпукло— вогнутой чечевицы. 


18* 


— 216 — 


ГЛАВА 01. 


Махіта и міпшта въ задачах. 


Махіта п тіпіта простёйшихъ цфлыхъ функц. — Махіта и тіпіта квадратной 
дроби. — Изм%ненія этой функцін. — Махіта и тіпіта функцій нћеколькихъ пере- 
мЪнныхъ. — Задачи. 


І. Махіта в тіпіта простћїшихъ пълыхъ функцій. 


646. Прямой способъ.—При опредфлени максимальнаго или минимальнаго 
значенія Функщи этимъ способомъ, составляемъ выраженів функцій и изел®ду- 
емъ ея измЪненів, измфняя независимое перемфнное въ предълахъ, указывае- 
мыхъ условіями вопроса. Такимъ образомъ мы естественнымъ путемъ находимъ 
тахітшо или тіпімат Функціп вмъетћъ съ соотвътетвующимъ значенівмъ не- 
зависимаго перем®ннаго. Въ этомъ и заключается натуральный, прямой спо- 
с0бъ опредъленія шах. или тіл. Фунеціи. 

Этамъ путемъ мы нашли тахішит и шш!паш квадратнаго тринома въ 
$ 597. Здъеь мы приводимъ примъры въ пояснені этого метода. 


647. Примъръ І. — Дана окружность діаметра АВ, на которомъ 
взяты точки: С въ разстояніи оть А, равномь трети радіуса, и В въ раз- 


4 


. о . и 
стояли 0Р= = радіуса оть центра. Найти на окружности такую точку 


М, чтобы сумма квадратовъ ея разстояній отъ точки 0 и отъ перпендику- 
ляра, проведеннало къ АВ въ точкњ Р, была тата или тітіта. 

За неизвћетное примемъ разстояніе центра 
круга отъ проэкціи Е точки М на діаметръ АВ, 
принимая это неизвъстнов положительнымъ, когда 
точка Е лежитъ влЪво отъ 0, и отрицательнымъ, 
когда эта точка вправо отъ 0. Такимъ образомъ 
для точки М изъ тупоугольнаго / МОС найдемъ: 


№0°—М0°%-00°-200х 08—83 2 К = В. 





Черт. 76. Мр — (> В 1) Е. 8—5 Вз-- 27; 


олд. МС? -- МО? — К? {- Е К? — 254 2 (2 — К) -- = В". Легко видъть, 


что это выраженів сохраняетъ видъ при веякомъ положеніи точки М на окруж- 
ности, благодаря условію относптельно знака козичества 2. Итакъ, изелъдованію 
подлежить выраженіе 


29 
у= (к — В) в, 
представляющее квадратный триномъ, въ которомъ 2 нужно изынять оть — В 
да -|- В. Изъ этого выраженія видно, что по м$р® уменьшения абсолютной ве- 


лечины бинома х - К, и у будетъ идти уменьшаясь, слъд. достигаетъ шии- 
шиш’а при 2 Ё; так. обр. имфемъ таблицу: 


— 217 — 


| В. .-. <: 0... <... Ь 
Е о аро о 
у 9-Е". > эВ > у В". 


а 29 
Олд. у иметь убийтит = В? при 2 | В. Такимъ образомъ, при дви- 
жеши точки 0тъ В къ А по верхней полуокружности, Функція у, начиная съ 
ЗӨ ЕЕ ЗИ 
своего минимальнаго значенія -. В*, увеличивается до тазйюит?а -9 К°, кОто- 
раго она достигаетъ, когда точка приходитъ въ А; затъмъ, при движенія точки 


Е . О 29 
по нижней полуокружноети, Функція уменьшается до о В. 


648. Примъръ П. — Въ прямой крумый конугь вписань цилиндрь; 
найти, при какихь разитрахь полная повертность ею будеть тахіта или 
ито? 

Пусть будетъ х—радуеъ основавія конуса, № — его 
высота. Назовемъ радіусъ основашя 10 цилиндра бук- 
вою =, высоту его ІН буквою у. Изъ подобія /-ковъ 
АЕН и АВГ находишь связь между 2 и у, выражаемую 
пропорціей: 

ЕН : ВІ АН: АІ, или 2:1 (0—9) : А, 

__ #9 — а) 
==: 

Полная поверхность $ цилиндра выражается Форму- 
лою: 2п.01%-21т.рІ.1Н, или 2п(2 -- у), или, замфняя 
у его величиною: 


откуда 





210. р аа 26 Дн ва 1 
8= = [е %)а" У+- СА Е (1) 
Въ данномъ вопрос радіусъ 2 основанія цилиндра можеть измфияться 
только 0тъ 0 до т. Припоминая $ 597, замфчаемъ, что смыелъ измЪненій кғад- 
ратнаго тринома зависитъ отъ знака коэфоиціента при 2°; сл6д. надо различать 
3 случая: л>, И=А, <А. 
Г. и">й (конусъ сплюснутый). —Въ этомъ случа, представивъ триномъ 
Ағ Е Ау? 
— р)? ый = — $ 
(и— а -Р һәс въ вид (7 — А) [(2-- Е в) и та), имфемъ следую 
щую таблицу измфнен!й: 





Ат 


а а Виа руи < <. +оо 
ая +оо. >. >. ДЕ <... <. +оо 
| 8 ЕСКЕ <... <. Чоо 
Заключаемъ, что когда х возрастаетъ отъ — оо до в Функція $ 
уменьшается, а затфмъ увеличивается, когда 2 возрастаеть отъ Е 3 ДО 


27 — 1) 


— 218 — 


— Н 
-- оо. Но вакъ количество 207 т) ‘"РЕЩательно, то изъ таблицы видимъ, что 


измъневіямъ х въ области оть 0 до ~ отвфчаетъ возрастаніе Функцш 5. Ол%д. 
когда ~ >> №, полная поверхность цилиндра увеличивается по мЪрЬ увеличенія 
радіуса основавія цилиндра. При 2—0, п 5—0; при 2-7, 8 ти; 
такъ-что 5 увеличивается отъ 0 до 217°; и въ самомъ дъл®, при 2—0, ци- 
линдръ обращается въ прямую АС при 2 ғ, боковая поверхность обращается 
въ 0, полная же поверхность приводится къ сумм двухъ круговъ радіуса В =”. 


П. ғ==А. Тоиномъ приводится къ их, и $—2т7х, откуда непосред- 


ственно видно, что при возрастанш х отъ 0 до 7, $ увеличивается оть 0 
до 217°, 


Въ обоихъ случаяхъ Функція имфетъ: абсолютный тіпішшю, равный 0, 
и абсолютный шахиии == 217°. 








Ш. ғ<Љ (конусъ вытянутый). — Въ этомъ влучав множитель у — № 

отрицателенъ, и таблица измъненій оункціи $ такова: 
й. | ће < < 4-оо 

рери леа ор 

А \? ћу? пу? 

2 А ВУ 6 5 е" 
( аа) = 40—ғ)? ОИУ Б 4(7— 1)? Б " е 
пуу = 
$ | оо. <... ре. >... —0оо 
А пр? 
Такимъ образомъ Функція $ сначала увеличивается до Сау а потомъ 
А 7 

уменьшаетея; елд. иметь тахітитю при = = а, Хотя это количество 


положительно, но оно можетъ быть или >>7, или < 7; между тЪмъ какъ въ 
данномъ вопросв 2 измъняетоя только отъ 0 до х. Посмотримъ, при какой за- 
висимоети между ғ и №, это значене х будетъ 27. Положивъ 


Ме > ү, или СИЕ 1 
20 — +) 2—7)’ 


и умноживъ 06% части на А ғ” (большее 0), найдемъ: ^2 2% — 27, иш 


й 
>, или гг га Ол%д. когда 7 равно, или превышаетъ половину высоты 


Ат 
конуса, то 2, измняяеь 0тъ 0 до 7, всегда остается меньше и 90 тру ИЛИ, ВЪ 
крайпемъ случа%, равно этому количеству; елъд. 5 пдетъ, постоянно увеличи- 


ваясь, имфя так. г опять абсолютный шахииит. 
ђћ 
Пусть теперь ГЕ 6, откуда "<. Въ этомъ случа, увеличи- 


ћу 
ваясь 0тъ 0 до х, перемнное х проходить чрезъ значене 5) а олд. 5, 


Я Р пёр 
начиная отъ 0, увеличивается, достигаетъ шахішиша == 90—21)? коида 2 


А А 
достигаетъ значенія 07) а затвыъ уменьшаетен ко 217, при х=— и. 


— 219 — 


Такимъ образомъ, въ этомъ случаф Функція имфетъ относительный шахі- 


шша == 17 
7 906—5). 


Результаты этого изелфдованія можно резюмеровать въ вид следующей 
таблицы. 





А 0 .<... <... - <. . у 
т > == 
ев 05 ке < 9, 
ГА 
рей т 0. С грае <: 7 
2 ру 
8 0. Е 2. 913, 


2—7) > 
—_ № 

Т. е. когда х = ‘5? Полная поверхность $ цилиндра принимаеть одинъ 

разъ каждое значеше, содержащееся между 0 и 21%, не длаясь больше тх“. 


ћ А 
Но при о 8 пранимаетъ одинъ разъ всякое значеніе между 0 и 217”; 





Д2 
дважды всякую величину, содержащуюся между 21” и яу и не д ает- 
пра" 
ся больше 2—7 


649. Примъръ Ш. — Черезь данную точку Р внутри окружности 0 
провести деъ взаимно-перпендикулярныя торды АС и ВЮ такъ, чтобы 
площадь четыреуюльника АВОЙ была тахіта или тініта. 


Пусть ОР — о и пусть 0Е == г —перемънное разсто- 
яніе хорды ВЮ отъ центра. 


Площадь ^ АВ = 5 В х АР, А В00= 5 вх 


СР; складывая, найдемъ, что площадь у четыреугольника 





АВС равна >В Х АС, или, если перпендикуляръ изъ 








центра на хорду АС встръчаетъ ее въ точкЪ Е, можемъ на- Черт. 78. 
писать: у= РЕ х СЕ; но РЕ = у? — 2°, СЕВ 0Е*— /В*— (а — 27); 
олд. у 2—2. 


Но у--величина положительная, а потому ея шахивит или шшииим бу- 
дуть имЪть мфето при тБхъ же обстоятельствахъ, какъ и шахииии или шии- 
ши квадрата Функщи у: 

у — 42\-{ 4а22*-- АК(К® — а’). 

Вопросъ приведенъ къ изелъдованію измъненій биквадратнаго тринома, ко- 
торому въ этихъ цъляхъ даемъ видъ: 

а. 8 аё, 2 
у 4-5) – (08-5) |. 


. ау 2 
Отеюда ВИДНО, что когда х увеличивается отъ нуля до ЕЕ. количество 


ау 5 Р 
у* ндетъ возрастая; когда же х продолжаетъ увеличиваться отъ а до а, у? 


— 280 — 


уменьшается; слъд. количество у?, а елд. и у имфеть талитит, когда 06% 
хорды одинаково наклонены къ діаметру 0А; са- 
мый тахішит у-ка равенъ 28° — а?. 

Затфмъ, такъ какъ площадь уменьшается когда 

ау 

2 возрастаетъ отъ —.— До 0, т.е. до того мо- 
мента, когда хорда ВЮ становится перпендику- 
лярна къ діаметру ОР; то ясно, что если эта 
хорда будетъ продолжать вращаться около точки 
Р, площадь послъдовательно пройдетъ черезъ већ 
предшествовавшія состоявія, слъд .достигнетъ юіті- 
шиш”а, когда одна изъ хордъ совпадетъ съ діамет- 
ромъ ОР; самый тілітит = 26 ЏЕК? — а. 

Резюме: когда прямой уголъ совершаетъ полный оборотъ около точки 
Р, площадь четыреугольника проходить дважды чрезъ тшахішшои, равный 
А'В'С'Ю” п дважды чрезъ шиишиш, равный АВОР. 

650. Непрямой способъ. — Сущность этого метода можно резюмировать такъ: 
пусть будеть у вфкоторая Функція перемннаго =, шахилии или тіпішию 
которой мы желаемъ найти. Съ этою цфлью предложимъ себъ найти, какъ 
нужно взять х, чтобы Функція имфла данную величину 7, которую на время 
оставляемъ произвольною; рЪшая эту вспомогательную задачу, мы получимъ 
Ур-н1е въ 2; и вели это ур. будетъ такое, которое мы можемъ ръшить (напр. 
квадратное, биквадратное), то опредфляя условія возможности вопроса, мы и 
найдемъ предълы неопредленнаго количества 2: эти предфлы вообще и бу- 
дутъ —шахішшю или шо 2, т. 6. Функціи. 





Черт. 79. 


Такимъ образомъ здфеь шахіша и шниша опредёляются не прямо, а кос- 
венно, какъ результаты изелЪдованія условій возможности вопроса. Примфры 
этого рода мы им%ли въ главъ ХІ. Воть еще примъры примћненія косвеннаго 
метода. 


6851. Вопросъ. — Найти тазлтит и пипипит квадраитнало тринома 
ад? 4-05 4-е. 
Положивъ аа 4-02 -|- с=т, ТАБ т произвольное количество, ръшаемъ 
это ур. относительно 2х; найдемъ 


СОМИ нее. ОХ К 
24 4 

Мы ищемъ дЪйствительныя значенія перем%ннаго 2, при которыхъ триномъ 
полүчаетъ данное значенів т; но чтобы ж было дЪйствительно, необходимо, 
чтобы подрадикальное количество не было отрицательно; сл. триномъ можеть 


получать только такія дъйствительныя значевія т, которыя удовлетворяютъ 
неравенству 


я == 





0% —4а | Аат 5 0, или 4ат У; дас — 0%. 


Для опредвленія отсюда предфла для өе, придется объ части неравенства 
дфлить на 40, причемъ отъ знака а будетъ завиефть или сохраненіе знака нера- 
венства, иди перемЪна его на обратный. Отеюда два случая: 


— 281 — 


Г а> 0. Въ этомъ случа дЪля на 4а, мы не изм®нимъ смысла нера- 
венства, и получимъ: 
— 496 — 6? * 
= 


сеу 








4ас — 0% ет 
т. е. т не можеть быть меньше НЯ слЪд. ибпитит количества т ра- 
406 — 0% Я 
вень ——— Подставляя это значен!е т въ Формулу (1), находимъ соотвЪт- 


Й 


| = 


ствующее значене независимаго перем ннаго: 2 = — 


> 


[А4 
П. а<0. Въ этомъ случаф дъля на 4а, измфиямъ знакъ неравенства, 
п получимъ: 
_ 4ас — 0% 


——-% 





Час — 0% 
т. 6. т должно быть меньше и, въ крайнемъ случа, равно 5 К. 
Дас — В? : Я 
4а — есть тахтипит тринома. Соотвётетвующее значен1е х выражаетея ОПЯТЬ 





|, 
ормулою === — 52 Итакъ 
При а> 0 триномь имњеть тліпітит, при а< 0 онь иметь тахётит:; 


с— 02 


7 


р и 4а 
талотит и ттлтит выражаются формулою — 





1. соотвтњтствующія 
4} 


\@е а 


значеніл независима перемњнназо формулою: === — 





у . 4ас — 98 А =. 
Найденное значене — › Какъ видно, есть шахиииш или Што въ 


4а 
смыслћ абсолютномъ; но пока не видно, чтобы это были тахіииши или тілі 
относительныя. Нужно еще доказать это; т. е. доказать, что напр. пайденное 
минимальное значеше трпнома дЪйствительно меньше двухъ смежныхъ съ пимъ 
значеній Фхункщи. Для этого мы должны вычислить два значеня тринома, ко- 
торыя онъ имфетъ при двухъ значеніяхъ х: одномъ, немного меньшемъ 


Д Ь : 
— 52, Другомъ, немного большемъ т Называя буквою № абеолютную ве- 


2 


Личину в котораго весьма малаго количества. вычислимъ велачины тринома при 


(1 
а и и при А, Приведя триномъ къ виду 
62, дас — 2 
(25) ия | 


р (А 
подставляемъ сюда сначала — У Б й, ПОТОМЪ – Е № выфото 2; въ обоихъ 


2 


случаяхъ находимъ, что триномъ беретъ видъ 


4ас — $? 


Р = — с. 4 а}. 





Замфчая, что: 1) при а 0, аћ® — величина существенно положительная, 


400 — 6% 4ас — 
находинъ, что Р2> —--—› т. е. что Дробь — т 





меньше двухъ 606д- 


— 282 — 


нихь съ нею значеній тринома: дробь эта, елъд , дъйствительно представляетъ 
относительный минимумъ Функцін; 2) при а < 0, ай? есть количество суще- 
з 


дас — ® 
= 0, и елд. дробь 





ственно— отрицательное, а потому въ этомъ случаъ Р < 


4ас — 0% ; 
рз — больше Двухъ емежныхъ съ нею значен1й тринома, т. е. предетавдяетъ 





относительный макеимумъ Функціи. 
Результаты эти вполн% согласны еъ выводами {$ 597. 


/_ 652. Примъръ [.— Найти тахітит или тіпітит тринома 22° —52-|-7. 


Положивъь 22° — 5х 4-7 ==т и ръшивъ относительно х уравненіе 
242 — 52| 7 – т 0, пмћемъ 





Для д®йствптельности 2 необходимо, чтобы было 25 — 8(7 — т) = 0, или 


— 314-80 = 0, откуда т = =. 


31 : 31 
Заключаемъ, что эе не должно быть меньше 5’ 00. тій. (т) = 8, 8 60- 


: 5 
отв тетвующее значене 2 = 2" 


Для провфрки беремь х= 5, гдЪ Љ безконечно—мало, и при этомъ 


Г 5 А 5 

значевній х находимъ величину тринома, именно: 2 а и) — 5(+ 56 ^)- 7 
81 | 

или, по упрощен, -= -- 25%. Итакъ, при двухъ значевіяхъ х, смежныхь съ 


5 . 81 
а? Триномъ получаетъ величины, большія в пбо 2% — положительно; ел. 


р есть дЪйствительно ши тринома. 


653. Прим ъръ П.— Найти тахітит и тітітит функщи сх? — 00а — 2). 


Приравпявъ это выражене ш, расположивъ по степенямъ 2 и собравъ већ 
члены въ первую часть, имћемъ үр-піе 


(с — 5) - дарх — (аЬ т) == 0, 





— ав 1 (ай | (с — 0)(а20 -- т). 


откуда = а 





Для дАйствительности х необходимо, чтобы эе удовлетворяло неравенству 
ФЕ (с-—– 0а? -- т) = 0, ила (с —Вт | а4е =0. Р%шая это неравен- 
ство, различаемь два случая: 

9 9 


й р АС а 
1) Веля е—6>0, то т 25, откуда дірішит (ә) = тве 


А ађ 
отвфтетвующее значеніе 2 есть =,’ 
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= аћЬс А ас 
2) Если с 5 <о, то т =, Откуда шахішит (т) = — Т 
аб 
р — с 
Для повёрки подставляемъ въ данное выражене вмъсто х два значевія 


п) В (а и), 


Е == 





аф ар . аф 
смежныя съ ——, именно — —=#; находимъ: ‹(5 с 


9 
или, по упрощеніи, 220. | (с — Б)һ*. При с— 0 22 0, членъ (с — 0) суще- 


ар 
ственно положителенъ; а это значитъ, что при 2 смежныхъь съ в триномъ 


айс Я Ее 
больше нежели ге послднее выраженіе есть, слЪД., шиииот тринома. 


При с— 5 <о, членъ (с — Б)А° отрицателенъ; это значитъ, что величены 


аћ а?ђс ; 
тринома при 2 смежныхь еъ ~ -- меньше р; елд. эта дробь есть тахі- 


шим тринома. 


654. Примъръ Ш. — Дань круь радіуса К, вписанный въ прямом» ум. 
Провести къ этому круз касательную такъ, чтобы площадь отсњкаемало 
ею въ ль треуюльника А’ОВ была тіпіта. 


Пусть ОА’ == =, ОВ= у. Площадь А А’ОВ = 53; чтобы представить ее въ 


Функц одного перемфннаго, выразимъ, что 
прямая А’В касательна къ кругу С; имфемь ву 
Аве ЗЕЕ ЕА’— ВЕ-- Ару В 5— В = 
=--у 8; съ другой стороны, такъ какъ 
А’В* а у?, связь между 2 и у будетъ: 
(24-0 — 28) 0° -|- у?. Итакъ, ур-нія зал 
дачи суть (называя площадь А А’ОВ чрезъ 92): 


хуст, 26(2--у) = 25у -4- 28’. 


Подставляя во второе ур-ніє вмфето ху 
его величину\2т?, имћемъ: 
м 





28:4 





ху == 2т? ху 4 у= аш 
М 


такимъ 0бразомъ видив, что непзвъстныя хи 
у суть корни ур-нія ^^ 

















А несой Е" 
ўз ть т. Хх = = 0, чё. 80. 
откуда Х— { Е }= Е уау = ЕЕ. з ГРБ усве 2 


Для Бия хи В. ти чтобы было 
о: — 6В2т?-|- В* > о, или [т? "8 + УЗ) — 63 — 8) = 0. 


Әто неравенство будетъ удовлетворено, если количеству т дадамъ значенін, 
лежащія внЪ корней тринома, т. е.: 1) значенія, еодержащіяся между 0 и 


ғ 
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В*(3— 24/2); 2) значевія, большія В2(3-- 2/2). Махітш значеній перваго ряда 
веть В2(3 — 2/2); шіпіпитю значеній втораго ряда равенъ К°(3 -|- 24/2). 
Что касаетея шіпітит”а, то значенія = и у, ему соотвътетвующія, суть: 


т? -|- В? 
28, 





пу = К(2 -|- /2). Равенство х и у показываеть, что Л мини- 


мальной площади есть равнобедренный прямоугольный А АОВ’, котораго гипо- 


тенуза есть касательная АВ’ въ конечной точкЪ діаметра - биссектора ОСН дан- 
наго угла. 


Что касается тахітит”а В^(3 — 2/2), то онъ не можеть соотвфтетвовать 
треугольникамъ, образуемымъ касательными, проводимыми къ дугё ЕНО, ибо 
площади этихъ треугольниковъ изчЪняютоя отъ -- оо до -|- оо, елд. не им%- 
ють тахіюит”а; съ другой стороны, п самая величина шахітиш'а К?(3 — 29) 
меньше В. Онъ соотвётствуетъ треугольникамъ, образуемымъ касательными къ 
дугъ РВЕ. Въ самомъ дълъ площади этихъ треутольниковъ измёняются отъ 
0 до 0 и елд. имфютъ тахіштит. Обозначивъ: 0А, = х=, 0В, = у, им%емъ: 
А,В, = ЕВ, | РА, =В—2+В —у=28В — 2 — у, п ур-нія этой новой зада. 
чи будутъ: 

ху== т^, 2° -|-у= (26 — 2 — у); 


они не отличаются отъ ур-ній предыдущей задачи, и изолфдуя подрадикальный 
триномъ, мы должны были, на ряду съ шіпішиш'омъ первой серій А-ковъ, найти 
и шахт второй сері. 


655. Примъръ 1. — Изь воља» прямоуюльныхь треуюльниковь одина- 


ковой высоты В (опущенной на гипотенузу) у какого периметрь импета гна. 
именыиую величину? 


Пусть будутъ: х пу — катеты, г — гипотенуза и 2р — периметръ треуголь- 
пика; ур-вія задачи суть: 


у == 2р, ауд Пу. 
Изь перваго: 2-|- у= 2р — 2, или (2 -|- у)* (2р —2)*; затЪмъугаридӣ- 
вая къ третьему удвоенное второе, имфемъ: И 4 
х4 | 20у = 2 -- Зе, или (54| 0) 2° -- 205 
приравнивая оба выраженія (х -|- 9)”, амћемъ ур-ніе въ 2 
(8р — 2) 2* - де, 





изъ котораго =” 
Вр 

__ 20% 2-2 0-1; дуа 20%. 

Саъд. 2-с 2р еар 5-80 == 2р. с-2р пәр’ 


Итакъ, х п у суть корни квадратнаго ур-нія 


Изъ него 





еса 
Ху} =» кча. (5) и 
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9 
а вакъ подрадикальное выражен!е приводится къ СЕ Е (р — #2 — 2р), то 


(2 —- 2р)* 
х= 25 Иры. 
в 
Чтобы задача была возможна, необходимо, чтобы р удовлетворяло неравен- 
ству р? — 20 — № 2 0, или 
[0 м1 УЗ). [0—1 — 2) > 0. 
Отсюда извфетнымъ образомъ заключаемъ, что неравенство удовлетворяется 
двумя серіями значевій р, а именно: 1) већми р < м1 — 2); 2) вевми р> 
14-2); вад. А1 — /2) есть шахішша р, а №1 -|- у?) — шіліюша р. 
Что касается шшипит’а, равнаго ^(1 -- /2), то отвъчающія ему значенія 
х и у суть: 





м1 -- 2). 4-2) ь 4+ 3/9 __ м 

мз 2/2) ‘3499 

(Олд. изъ всњаъ прямолольныхь треулольниковь одинаковой высоты, рав- 
нобедренный импеть наименьийй периметр». 

Что касается найденнаго шахииии’а, то, будучи отрицательнымъ, онъ не 
можеть относиться къ данному геометрическому вопросу. Но замфчая, что прл 
р=1(1 —\/2), количества х и у отрицательны, а 2 положительно, мы, пере- 
мнивъ въ ур-хъ вопроса знаки количества х, у и р, найдемъ уравненя: 

хуже =20, ху Һе, 22-|- у 2%. 

Әтимъ ур-мъ отвфчаеть вопросъ: Изъ веъхъ прямоугольныхъ треугольнл- 
ковъ одинаковой высоты № у какого избытокъ суммы катетовъ надъ гипотенузою 
будетъ наименьший? Рёшивъ этотъ вопроеъ, найдемъ, что искомый треугольникъ 
веть равпобедренный, и что тіпітит половины избытка дается абсолютною ве- 
личиною отрицательнаго тахішит'а предыдущей задачи. 


220ү 


Примњчаніе. — Если бы требовалось изъ вефхъ прямоугольныхъ треуголь- 
никовъ одинаковаго периметра найти такой, котораго высота, опущенная на 
гипотенузу, была бы наибольшая; тогда р была бы величина данная и нужно 
бы было найти #, удовлетворяющія неравенству 


а 2р — 11 < 0, или [5 — р(/2 — 1) 4-01-62) < 0. 


Отеюда нашли бы, что шахниии (^) = р(у2 — 1); соотвћтетвующія значе- 
шя х п у равны между собою, и общая величина ихъ есть 


тау с=р. Е —2(2 — (2). 
у 2-1 
Эти результаты легко найти гвометрячески. ИзвЪфетно, что для построенія 
прямоугольнаго треугольника по даннымъ: периметру и высот на гипотенузу, 
‚откладывають на сторонахъ прямаго угла 06—00 = р; возетавляють въ точ- 
кахъ Си Р" перпендикуляры, которыхъ пересвченіе опред®ляетъ дентръ 0’ кру- 
га, ввъ-вписаннаго въ искомомъ А АОВ; изъ точки 0 какъ изъ центра рад1- 
усомъ ОК, равнымъ высот, описываютъ другой кругъ. Гипотенуза АВ должна 
быть касательною къ обоимъ хругамъ 0 и 0’. Олд. вообще задача имфеть два 
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ръшенія одинаковыя, ибо тр-ки ОАВ и ОА’В’ равны, такъ какъ ОА = 0В и 





------6---66---- 
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0А' = 0В. 

Задача возможна, когда 
объ окружности лежатъ одна 
вн другой; для того, чтобы 
они были касательны, необхо- 
димо чтобы 00/—--р, а какъ 
007— 2/8, то А р у, 
или = р(/2 — 1). Если Љ 
будеть. имЪть большую вели- 
чину, окружности пересћкут- 
ся, и задача станетъ невоз- 
можна. 


656. Примъръ \. — 
Задача о пчелиныхль ячей- 


> 


а нр АНЕ ШАВЕН: 


кааз. На продолжени оси 00’ правильной шестіугольной призмы возьмемъ точку 
$; черезъ эту точку и чрезъ каждую изъ сторонъ правильнаго ЛАСЕ, получен- 





Черт’ 82. 
Пусть АВ ==а, ВВ’ == 00 = 6, ВК 50 = — 2; въ такомъ случа: А6— 4/3; 


наго соединенемъ чрезъ одну вершинъ верхняго 
основавія призчы, проведемъ три плоскости, по ко- 
торымъ отрёжемъ отъ призмы три тетраэдра ВАСК, 
рСЕН и ЕЕАГ и зам нимъ ихъ однимъ тетраэдромъ 
ЗАСЕ, поставленнымъ надъ призмой. Новый много- 
гранникъ будетъ огранӣченъ сверху тремя ромбами 
ЗАКС, ЗСЕН, ЗЕАБ; объемъ его всегда равенъ объ- 
ему взятей призмы, гдф бы ни взять точку № на 
оси, ибо пирамида ЅАСЕ составлена изъ трехъ пи- 
рамидъ 50АС, 80СЕ и БОБА, соотвътственно рав- 
ныхъ тремъ отрзаннымъ пирамидамъ; такъ пира- 
мида 50АС — пир. КАВО, ибо они имъютъ равныя 
основашя (АОАС = ЛАВО, какъ половины ромба 
АВСО) и равныя высоты 80 и КВ (по равенству 
прямоуг. треугольниковъ 801 и КВІ). Им%я равные 
объемы, многогранники имфютъ, однако, различныя 
поверхности, и задача состоить въ опредњленіи 
точки 8 так, чтобы повертность новало десятил- 
ранника имъла наименьшую величину. 








оо = 44? Ча: елд. 304/4 фа? ; 1105 
щадь ромба ЗАКС, равная _ полупровзведевію діагоналей АС и ЭК, н 
формулою С] За? | 12а^ ; площадь трапеціп СКВ’С’ — ормулою 1 2(22—а). 
Слёд. поверхность многогранника, не считая основашя, выражается формулою 
5а [Зал 12а" 4 3а(20 — =), или заз \/34* -- 127-26 – | . Постоянный 
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множитель За не вліяетъ на условія шах. и шш., потому вопросъ приводится 
къ опредфленю тіпітат/а скобочнаго выраженія. Положивъ 


эа/8а% 122-26 —2=т 
и освободивъ это ур-ніе отъ радикала, найдемъ 
82" — 8(т — 25) -|- За? — 4(т — 2) —=0, 


2209—20) + Уват — 20): — а], 


откуда 1 





Чтобы х было дъйствительно, необходимо, чтобы было 
а? 
у > 


2(т — 25) — а%0, пли (т — 25) > 9 


или т — 20 % 


13 


= а Е 
Отсюда а е . Помноживъ на За, найдемъ, что искомая 
минимальная поверхность = 
За? 
баћ = 
+55 ? 


1 
а соотвфтетвующая величина 2—4] 9. 


Формула для х показываеть; что разность двухъ смежныхъ боковыхъ ре- 
беръ должна быть — четверти діагонали квадрата, построеннаго на сторон шесті- 
угольника, служащаго основашемъ призмы. 





. ( » Н 2 3 
Поверхность призмы, не считая основанія, была бы баб +- воиз ; олд. 


З В Е 
поверхность многогранника минимальной поверхности меньше на =: а%/3 — /2) 


поверхности шестіугольной призмы, пмћющей то же основан!е и тотъ же объемъ. 
Легко вид®ть, что для треугольника КВТ иметъ м®сто пропорція 


ВК: ВІ:1К=1: 2: УЗ, 
откуда (при помощи тригонометріи) найдемъ, что уголь ВІК = 3551552”. 


Примьчанае.— Пчелы строятъ ячейки свонхъ сотовъ именно въ торић та- 
кихъ десятиграпниковъ съ минимальною поверхностью; шестіугольникъ обра- 
зуетъ входъ въ ячейку; медъ кладется на дно; пчелы строятъ сначала ромбы, 
затћмъ боковыя трапеція. Если вообразить себ плоскость, заполненпую ше- 
стіугольнивами и построить на каждомъ изъ нихъ ячейку, то вершины ячеекъ 
будутъ находиться већ въ одной плоскости, параллельной первой. Затъмъ, если 
къ такой Фигүрћ приложить другую выпуклостями во впадины первой, получимъ 
совокупность ячеекъ, называемую сотомь. Улей наполняетея сотами, помфщен- 


ными другь надъ другомъ такъ, чтобы двъ пчелы могли вмъетћ пройти между 
двумя послЪдовательными еотами. 
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Итакъ: наклоненіе ромбовъ, образующихъ дно, таково, что ячейки при дан- 
помъ объем имћетъ минимальную поверхность; правильный треугольникъ, 
квадратъ и прав. шестіугольникъ суть единственные правильные многоуголь- 
ники, которыми можно заполнить плоскость безъ просвътовъ, и изъ нихъ шесті- 
угольникъ, при той же площади, иметь наименьшій контуръ. Такимъ образомъ 
являетея двоякая экономя на воскъ. Геометрическое строенів пчелиныхъ ячеекъ, 
замфченное еще Паппусомъ, геометромъ ІҮ вка до Р. Х., было изучаемо сна- 
чала Филиппомъ Маральди (1712 г.), затъмъ Реомюромъ, который и предложилъ 
вопросъ о минимум бамуплу Кенигу и Маклорену. Послъдній впервые далъ 
точное теоретическое рБшеніе вопроса. Для угла ромба Венигъ вашолъ 109926’ 
выфето 109°28/16". 


657. Примъръ У].—Зная сумму 2а двухъ параллельныхь хорфь круа 
радіуса В, опредълить ить положеніе такъ, чтобы разстояніе этихъ х0рдъ 
имњло наибольшую или наименьшую величину. 


Пусть длины параллельныхъ полухордъ будуть хи 
у; прямо имфемъ, назвавъ разстоянієе между ними бук- 
вою т: 
УВЯ — 2? /ВЯ ут, 
тд% знакъ (--) относится къ случаю, когда хорды распо- 
ложены по 06%, а (—)—по одну сторону центра. Затъмъ, 


по условию: 
Черт. 83. 2 у=а. 





Возвышая 06% части перваго ур. въ квадратъ, имћемъ: 
28* (а уз) (Е у) =, 
или (т? — 262 4-2-2) 4(6°* — 2%) (В? — 0). 
Раскрывая и д%лая приведені, имфемъ: . 
т^ | (2 -| у?)* — 4 В 2т*(2* -|- у?) = 42у". 
Изъ втораго ур-вія находимъ: 22-- у= а? — 220; елд. 
т" (а? — 22у) — 4т? В? -- 2т(а* — дау) == 4а?0?, 


м (т? — ах)? — 4т? В? 








По произведепію и суммъ х и у можемъ выразить эти количества вакъ 
корни квадратнаго үр-нія 
(т? 1 а)? — 4т? В? 
Е 4а 4 т?) 
Условіе дйетвительности корней таково: 
а(а? -|- т?) — (202 -|- а*)*-- 4т?В*=0, или т — т? — а 4-48) =0. 


Такъ какъ по свойству геометрическаго вопроса 2*<4В*, то предыдущее 
перавенетво можно написать такъ: 


(и н) =)20... 


и? — аи 
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Когда 0, изъ неравенства (1) находичъ: т< /4В*— а, сл. шахнааш 
ТЕ : Я а 
(т) = (46°— а?, а соотвътествующія значеня 2 п у суть 2==у= 5. Озевид- 


но, этоть шахітит принадлежать Функціи ү/Е? — 2*-- /В2 — 92, ибо другая 
Функція при 2 = у == а обращается въ 0. 

Когда т << 0, неравенство (1) даетъ: % > — /4В2 — а, откуда тіпіюша 
(т) = — /4В— ай, Этоть шшНиий  принадяежить Функціп: —- УВ? — 28 
— УВ*— у. Опредфленіе тіпіт. или шах, этой Функціи привело бы къ преж- 
нему ур-вію въ и, послъ возвышенія въ квадратъ. 


Для проврки найденнаго шіхішшт”а = /46*— а?, которому соотвтетвуютъ 


а а 2 
т==92== 5, Даемъ количеству > безконечно малое приращене 0, т. е. полага- 


а = 
өмъ 2 == -|- 8; въ такомъ случа изъ соотношенія 2-4 у = 9, находимъ: 


а 


у == $; вопросъ приводится къ провъркъ неравенства 
2 р р ровър р 


н ас 


Такъ какъ 0б% части этого неравенства положительны, то возвысивъ въ 
квадратъ, замняемъ тождественнымъ ему неравенствомъ 


«У (4+2) [в (5—8) ] иь, 


замћчая, что 46% — о? положительно, можемъ еще разъ возвысить въ квадратъ, 
не изм няя смысла неравенства; и по упрощени находимъ: — 338242< -- 396202 Я 
что вёряно. 


658. Третій способъ.— Әтотъ способъ основанъ на самомъ опредфлени ша- 
хішит”а и шіпіоит'а оункціи. Пусть данная ункція есть квадратный триномъ 
а22 4-52 е, и пусть она при =’ достагаеть шахіюит'а; въ такомъ слу- 
ча, каковъ бы ни былъ знакъ произвольно-малаго количества №, должно имфть 
мЪсто неравенство Е 


да а о (а айр о) <0, 
ИЛИ М92а2' Б) -|- аћ?<0; 


такъ какъ й ироизвольно-мало, то первая часть неравенства имћетъ знакъ пер-. 
ваго члена; поэтому она будетъ мънять зпакъ еъ перемною знака А, и елёд. 
не будетъ постоянно отрицательною, пока первый членъ будетъ отличенъ онъ 
нуля; другими словами, неравенство можетъ существовать при измфнеши знака 
№ только тогда, когда первый членъ будеть тожественно:— 0, т. е. когда 


(л . 
даз" -|- 6—0, или х—— <. Но при этомъ значені 2’ неравенство приво- 
2а р 


дитея къ ал? < 0, и потому, чтобы оно было возможно, необходимо, чтобы 
было а<0. 
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Р Ь 
Итакъ, при а < 0 триномъ иметь шахипит, когда 2” = — ты Самый же 
Р 4ас — 2 
тахниии = . 
44 


Подобным же образомъ найдемъ, что триномъ имћетъ минимумъ при 


, Ь АР 
а =——— 5. если а 2> 0. бамый шіпітат выражается тою же аормулою. 


Этотъ способъ, принадлежащій къ числу натуральныхъ, важент для насъ 
въ томъ отношенш, что даетъ возможность элементарнаго опредћлепія тах. и 
тіп. въ такихъ случаяхъ, въ какихъ вышеизложенные элементарные методы 
не прим®нимы. Найдемъ помощію этого способа 

659. Махіта и тіпіта кубичной функщи а2°-!- 2° -- сх -- 4. — Пусть хи 
будеть то значеше перемъннаго, при которомъ Функція имъетъ тахіттт или 
тіпітию; въ такохь случа, назвавши буквою № произвольно малое проращевіе 
перемфннаго 2, будемъ имфть 


а(в-- №) -- Це-- Ве её А-В) р 0 — (ав 4-а -- в + 4) 5 0, 
гд верхній знакъ неравенства относится къ случаю тахииаига, нижній — къ 
случаю шшиипш’а; по упрощенш, найдемъ 


(3а: -|- 265 - с)һ + (Зав Е В)з-- ай 50. +... (1). 

Пока первый членъ, при № весьма маломъ, не равенъ нулю, первая часть 
будеть м®нять знакъ визетЪ съ №, и ел д. пе будеть постоянно отрицатель- 
ною, гли постоянно положительною, какъ требуетъ неравенство; итакъ, зпаченія 
2, дающія шахіюит или пиши Фувкпін, должны удовлетворять уравненію 
Заа? 4 26 4-0... 0). 

Первое условіе чтобы Функція пмъла тах. или тіп., состоитъ въ томъ, 
чтобы корни ур-нія (2) были дъйствительны, т. е. чтобы 0° — Зас 2 0; но ра- 
венство 0° — Зас — ) необходимо исключить, ибо при немъ не м. б. ни тах., 
ни тіп. Въ самомъ дл, если 0° — Зас: (0), корни ур-пія (2) дБйствительные 





Ь 
и равные и общая величина ихъ #=— сс > откуда За 1-00, т. е. второй 


членъ нер. (1) обращается въ ноль, п первая часть этого неравенства обра- 
щаетея въ ал; поэтому разность между макеимальнымъ (вли минимальнымь) 
-значевіемъ Функщи, если таковое существуетъ, п смежными ея значеніями, вы- 
ражается количествомъ ай, мъняющимъ знакъ веть съ №. Итакъ, первое 
условіе, необходимое для того, чтобы Функція имфла тах. или тіп., веть 
2% — Зас 0. 
Пусть это условів удовлетворяется; въ такомъ случа корни ур-нія (2) бу- 
р 
дуть дЪйствительные и неравные, п ел. будутъ отличны отъ == за’ Т. 6. ивоб- 
ходимо будеть: 
„/ и о. 
Зал -- 6 50, 310" --650. 
Пусть 2 < 27; тогда 
р 
СА Д 
Е ОИ а кво Е а аа ра А а А (у 


Ь 
ибо — за СОТЬ полусумма корней. 
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Затмъ различаемъ два случая. 
Первый случай: с > 0. Неравенства (3) въ этомъ случа можно предетавить 


въ ВИДЪ: 
Зах < —Ь < даг", 


откуда 302 4-0<0 и За Ь2 0; 
елфд. каковъ бы ни былъ знакъ весьма малаго количества #, будетъ 
(Зах ЕВА? -- аһ? < 0 и (Зав Би а > 0. 
Первое неравенство показываетъ, что приращенія Функціи при значеніяхъ 
д, смежнымъ съ д”, отрицательны, а при значеніяхъ 2, смежныхъ съ <”, по- 
ложительны, елЪд.: при 2==4’ Фунєція пуфеть тахішит, а при =” она 
иметь ши. 


Второй случай: а < (. — Неравенства (3) въ этомъ случа, по умножент 

на положит. количество — За, даютъ: 
Заг +6 >0 и 30 4-ь< 0; 
сл®д. каковъ бы ни былъ знакъ #, имфемъ два неравенства: 
(Заа -- Ву 4-а > 0 и (302 -- Би -- < 0, 

изъ которыхъ выводимъ заключене, обратное предыдущему. 

(теюда »равило: чтобы найти тажта или татита кубичной функці 
аз? -|- 0а? -- св | а, приравниваемь нулю полином Зах* -|-- 6х | с, составаяе- 


мый умножещемь каждало члена функці на показателя буквъ т въ этом 
членљ, и уменъшеніемь этоло показателя нъ 1*); так. обр. получаемь уравненіе 


Зал? -- Ва 4-с—=0 · воен + (1) 


Если 93 -- Зас < 0. функція не имњеть ни тат., ни титита; если же 
$ — Зас 0, меньшему корню ур-нія (1) соотвътетвуеть тазітит, а боль- 
шему тіпітит, кода а > 0; напротивъ, меньшему корню соотвътетвуеть 
тіпітит, а болъшету — таіти, кода а < 0. 


660. Примъръ. — Найти тахітит и тдитит разности объемовъ: ко- 
нуса, вписаннало въ данный шаръ и сферическоо семента, имъющоло тоже 
основание. 

М Вопросъ можно понимать двояко, а именно: вы- 
сота копуса можетъ совпадать или не совпадать еъ 
высотою сегмента. Въ первомъ предположенін, означивъ 
МС буквою 2, имфемъ: 


объемъ конуса ЗАВ = 2. та(26 — 2); 


объемъ сегмента АВЅ — Я ТОЕ — 2)%38— 80) 


Черт. 84. = =В—2)\В+ 2). 





*) Изъ этого слБдуетъ, что поедфднимъ члепомъ новаго полинома будеть с, ибо 
послфдейи члент данпой функдіп, который можно написать въ видф 42%, дасть, ел - 
дуя этому закону, 0. 42 —1, нан 0. 
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Разность между первымъ и вторымъ объемомъ выражается формулою: 
1 1 : 
Е тВ(2В — 2)*. Такъ вакъ множитель — тт тК, — постояненъ, то измЪненія 


выраженія вависятъ отъ (28, — 2)*; но это выраженіе есть квадрать, слъд. оно 
имћетъ тіпішит равный нулю, что имфеть мЪето при 22КЕ; а сабд. выра- 


а 1 . 
жене — = п(2В, — 2)К имћетъ тахіютит при 2—26, а какъ при этомъ 2 не 
можетъ, возрастая, превзойти 2К, то полученный тахітию есть абсолютный. 


Во второмъ предположеніи: 


объемъ сегмента АМВ = = таЗ(38 — 2), 


1 1 
ств. разность между конусонъ и сегментомъ равна -- тх(2 В — 2)* — с т2%868— 2) 


1 
з т 
ИзмЪненія зависятъ отъ перемфннаго множителя 22° — 76:2 46%, пред- 


ставляющаго кубичную Функцію; звачевія 2, дающія этой Функція шахіютшт и 
шшииии, по правилу, суть корни квадратнаго уравненія 


3.22 —2.7Вх-- 4620, ила 62° — 14В2--4В?—0. 


ИЛИ [22° — 762° 4К?2]. 


Э ‹ ОВ В ИР . : 9 
ти корни суть: 2 = =», 2" = 2; а какъ коэфоищенть при 2% положате- 


) Е 17762 
ленъ, по меньшему корню соотвтствуетъ шахииии разности объемовъ -- а 





‚ а 


РЕС 4 а 
большему ея тіпішию — = тк, причемъ этотъ тіпіютит — абсолютный. 


661. Принципъ Фермата. — Знаменитый французекій математикъ Ферматъ, 
въ ОДНОМЪ изъ своихъ писемъ къ Паскалю и Робервалю, отъ 23 августа 1636г. 
заявляетъ, что изъ вефхъ своихъ 
открыт! наибольшее значенів онъ 
придаетъ методу опредёленя мак- 
симальныхъ и минимальных зна- 
ченій во всевозможныхъ задачах, 
основанному на принцип%, который 
онъ считаетъь Фундаментальнымъ. 
Әтотъ принципъ легко понять, раз- 
сматривая Функцію какъ ординату 
кривой. 

Пусть ордината АВ представ- 
ляетъ максимальное состоян!е раз- 
сматриваемой оункціи, а обецисеа 
ОВ — х соотвфтетвующее значене 
перемфннаго. Принципъ Фермата 
состоить въ томъ, что всегда существуютъ такія два значенія независимаго 
перемфннаго— одно 2 — №, немного меньшее =, другое х-- г, немного большее =, 
которымъ соотвётетвуютъ два значенія Функціи: (2 — ћ) и /(2-- А) (или дв 
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ордиваты АВ” и А”В”) равныя между собою. Въ самомъ дЪлф, Функщя, 
возрастая, и приближаясь къ своему тахітишт”?у АВ, пройдетъ чрезъ свое зна- 
ченіе (2 — №), безконечно-близкое къ этому шахітишт”у АВ; затёмъ, достиг- 
нүвъ тахіюшта, она начнеть убывать и, прежде чфмъ дойдетъ до н®котораго 
состоянія АВ”, меньшаго АВ, должна, по свойству непрерывности, пройти веъ 
промежуточныя еостоянія, слЪд., между прочимъ, пройдетъ и чрезъ состояніе 
А"В” или [(2-- 5), равное А’В’ или (2 — №) и безконечно-близкое къ АВ. 

Такое же равенство им%ло-бы м%сто и тогда, если бы АВ изображала 
шипит Фүнкціи. 

Отсюда непосредственно вытекаетъ и самый методъ. Приравниваемъ два значен!я 
Фуниш, одно, соотвътетвующее х — /%, другое 2-4-5, гд х есть значеніе пере- 
мфннаго, дающее шахииши или жіпітит Функци, а № и # безконечно-малыя; 
такимъ образомъ получаемъ уравнене (2 — №) = [2 4- №). Очевидно, что если 
значевія перемённаго х —# и = -|- 5, дающія равныя значевія Функціи, сбли- 
жать между собою, т. е. приближать № и Г къ нулю, то оба значенія функцій 
будуть приближаться къ шахітит”у (или тіп), и въ предълф, т. е. при 7—0), 
сольютея съ тахіштшц’омъ (или тіп.), а оба значеня перемённаго сольютея 
съ тЬмъ значеніемъ, которое соотвътетвуетъ шахітиш”у (или тіп.). Такимъ 
образомъ, въ предълћ получится ур-віе въ 2: о(х) = 0, которому будетъ удов- 
летворять значене перемъннаго х, дающее или тахіюит или тіпітаю. Р%- 
шивъ это ур-ніе, найдемъ, вообще говоря, нъоколько значеній для =, напр. 
1—4, , с,. . . Ничто не указываетъ, чтобы ве эти ръшевія давали ша- 
хпиши или тіпішитю Функція; слъд. для каждаго нужна пов%рка. Впрочемъ, 
если ур-ніе $(2) = 0 имћетъ только одно ръшеніе, и по свойству вопроса можно 
а ргіоті заключить, что /(2) имфеть шах. или тіп., пов%рка будеть не не- 
обходима. 

На практик поступаемъ такъ. Выразивъ већ неизвъстныя черезъ одно х 
п ПОЛОЖИВЪ 2-22, 2 4-2", въ ур-нш (2) =”) дёлаемъ упроще- 
нія, удаляя общія части и сокращая на 2 — 2, въ оставшихея членахъ дћла- 
емъ 2 — 2” равнымъ нулю, посл чего и получаемъ ур-ніе Ф(2) = 0. 


Методъ Фермата веть болће общій изъ числа элементарныхъ методовъ опре- 
дЪленія максим. и миним, значеній хункщи. Въ историческомъ отношени онъ 


важенъ тфмъ, что послужилъ зародыщемъ, изъ котораго поздиће развилось дио- 
феревціальное исчисление. 


662. Примъръ І. — Изъ какой точки штотенузы данналю прямоуюль- 
ноло треуюльника нужно опустить перпендикуляры на копеты, чтобы 


прямоуюльникь, образуемый ими со сторонами прямало ума, имтъль наиболь- 
шую площадь. 


Взявъ точку Е на гипотенузЪ и опустивъ изъ нея перпендикуляры ЕР и 
ЕЕ на катеты, образуемъ прямоугольникъ ЕрСЕ; когда точка Ё совпадаетъ съ 
А, прямоугольникь превращается въ прямую АС, а его площадь въ нуль; если 
затћмъ двигать точку Е оть А къ В, то площадь прямоугольника сначала бу- 
детъ увеличиваться, а потомъ начинаетъ уменьшаться, и когда точка Е совпа- 
даетъ съ В, площадь снова обращается въ ноль. Такимъ образомъ, измъняясь 
отъ нуля до нуля, она необходимо проходитъ чрезъ шахішот. 
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Пусть въ позожени ЕРСЕ прямоўгольникъ имфемъ наибольшую площадь 
ху. По принципу Фермата, всегда существуютъ 
таке два безконечно близкіе къ РЕВО прямо- 
угольника РЕЕ'О п Э”Е”В”О, которыхъ пло- 
щади равны, т. е. 
0" ана вс 1) 


Е Чтобы у выразить черезъ 2, замфчаемъ, 
7 что дая веякаго положенія прямоугольника 
между его измреніями сущеетвуеть соотно- 
шевів {вапр. изъ подобія ^-въ ВЕЕ и ВАС), 





Черт. 86. 


. В к 
выражающееся пропорціей у: (а — =) = 5:а, откуда у= —(6 —#2). Въ силу 
этого соотношенія можно певлючить перем®нное у я представить (1) въ Фори% 

5 
22000) 2а (а — 2), 
а а р 


откуда: аа — 2 аа" -- 2”, или а(х— = | х)( — 2"). бокра- 
тивъ на 27 — 2", имфемь: п—-Рх”. Положивъ 27 27 == 0, Получамъ 


ь а Р А 
ур-ніе 2%—а, котораго корень х == 7- даетъ искомый тахішип. Отсюда, изъ 


2 Ъ 
вышеприведенной пропорція, найдемъ: =>‘ Эти результаты показываютъ, 
что ахі площади прямоугольника даетъ точка, лежащая въ средин% ТИПО- 
} аб 
тенузы. Самый же тахіюштю площади =: (половина площади А\-ка). 


663. Примъръ П. — Дань кру» и прямая ху. Изъ вепхь треуюль- 
никовъ, имњющить вершину въ точкь Р, данной на этой прямой, а основа- 
ніемь хорду АВ, параллельную этой прямой, найти тоть, площадь котора- 
10 имњетъ наибольшую величину. 

Различаенъ два случая, смотря 
6 Р У по тому, переебкаеть данная прямая 
21 ху кругъ 0 или н%тъ. 

І. Пусть прямая ху не пересћ- 
каетъ кругъ 0. Задача имбеть шахі- 
шош. потому-что если перем! щать 
хорду АВ параллельно ху, отъ 0’ къ 
р, она будетъ пзмЪнятьоя отъ нуля 
до нуля, а сл®д. такимъ же образомъ 
будетъ измфнятьея и площадь тре- 
утоаьника: послЪднЕя имфетъ, по 
этому, махииии. Зат%мъ, замфчаень, 
что еели перемфщать хорду отъ р 
хъ ӨТ, площадь треуг-ка будетъ уве- 
лпчиваться, ибо увеличивается высо- 
та и основаше его. Въ другомъ полукругЪ, по мърћ удаленія хорды отъ центра, 
она уменьшается, высота же увеличивастса, по этому здћсь и слФдуеть искать 
шахішир. 
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Пусть хорда АВ = у, разетояніе ея 00 отъ центра равно х, радіусъ кру- 
га == К, перпенцикулярь РФ == а. Пусть площадь максимальная соотвЪътотвуетъ 
00 ==, эта площадь = (24 х)/:Е — 2°. 

По принципу Фермата имфемъ 

(В 27 (а 4|- =". 
Возвышая въ квадратъ, тотчасъ же освободили бы ур. отъ радикаловъ, но 


для опредфлевія х получили бы кубичное ур-не. Олдующій пріеємъ позволяет 
привести вопросъ къ рЪшенію квадратнаго ур-пія. Даемъ уравнению видъ 


«6° — 2% 6 — 2) = 20° — [Б — 27°. 
Умножая и дъля первую часть на сумму радикаловъ этой части, а вторую 
на сумму членовъ этой части, имфемъ: 
да — 2% Вада 4) (аа 2070) 
@ "= === 
УВЕ — 28% Во в — реги 
Раздфливъ 06% части на х” — х? и положивъ затъмъ 2 ==2' ==, по- 
лучаемъ ур-ніе 














НИИ БЕРИН баа 2" ав ВО 
22-22 7 ЗАК а?" ИЛИ 2 + а= — — Ч, 
ачуда 81% 

4 


Отрицательный корень отбрасываемъ, ибо въ верхнемъ полукруг, съ но- 
ниженіемъ хорды идетъ постепенное увеличеше площади А-ка. Итакъ, х с0- 
отвфетвующ максимальной площади, равенъ 


— а-у. 883, 
4 


откуда 2 == 


Корень этотъ д®йствительно меньше В, ибо подстановка 0 и К вместо 2 
въ триномь 22° 4-а: — В? даетъ результаты противоположнаго знака: — К? 
и К4-2Б. 


Въ частномъ случа, когда прямая ху касается къ кругу, а= Е, и 


1 2 А 
= К. — Когда точка Р совпадаетъ съ 0’ (точкою касанія), треугольникъ 


Е 3 у 
УАВ- равнобедрепный и вписанный; площадь его = = В?/3. Итакъ: изә 
ведь равнобедренныхь вписанныхь треуюльников—правильный имњетъ наи- 
большую площадь. - 


П. Если прямая 2у перескаетъ кругъ, то для каждой части круга полу- 
чаетея шахиитт. Къ большему сегменту относится разобравный случай; для 


мевьшаго изъ үр-нія (2 — а/В:— = (2—9 — 2 
Е 8 + үа | 862 
а 


находимъ: 


Если параллель проходить черезъ центръ, то 2 0, и === 


9 = 
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664. Методъ равныхъ корней. — Пусть кривая РА( (Черт. 85) изображаетъ ходъ 
Функци /(2); давая Функши частное значен!е и и рёшая ур-ніе /(2) — т = 0, 
мы опредъляемъ тф значенія 2, при которыхъ Фүнкція получаеть эту величину 
т. Съ геометрической точки зрнія это приводится къ опредфленю точевъ 
ветрфчв кривой съ параллелью, проведенною въ разстояни у отъ оси 2. Когда 
т мало разнится отъ шахииити’а АВ, мы находимъ дли х двф величины 0В' 
и ОВ”, мало разнящяея между собою; они дёлаютея равными между собою и 
ОВ, когда то обращается въ АВ. Итакъ, когда цфлая въ = Функція получаетъ 
при 2-а шахипиш я’, уравнеше /(5) —’ —0 имфетъ два корня равные о, 
п олд. его первая часть раздълитея на (2 — а)*. Въ самомъ дълћ: если ур. 
Қа) —т==0 иметъ корни о и о”, то Ка) — т=0 п Ка") —т=0; пер- 
вов равенство показываетъ, что (2) — т длится на 2 — о, второе, что тотъ 
же полиномъ дфяится на х — а; сл. онъ дфлитея и на (х—09)(х— 9), и 
при а/а", на (2 — а)?. Отсюда правило: 

Чтобы найти талітит уњлой функии, дълимь разность [(х) — т на 
(2 —а)* или на 2? — 2ах - а, продолжая дњйствіе до тњъаъ торъ, пока 
получится остаток первой степени, вида Мт-|- №; выражають, что этоть 
остатокъ тождественно равенъ нулю при всякомь =, полтая М0, №0; 


фтњшивь эти уравненія, и найдемь 2х, соотвњтствующій талтиту, и 
самый этоть тахинит т. 


Очевидно, то-же относится и къ тіпішит’у Функціл. 


665. Примъръ. — Из» всњаъ равнобедреннылъ треу:олъниковъ, описан- 
нылхъ около круа, найти тр-кь наименьшей илощади. 


Если перемфщать вершину А по высот АЕ отъ р 
до безконечности, то площадь А-ка будетъ измънятьоя 
отъ оо до оо, олд. имветъ шшииит. Пусть половина 
основанія равна х, высота == Ё - у; чтобы выразить 
у черезъ х, изъ А АВЕ, по свойству биссектрисы, 
имфемъ у: В — АВ: 2, или у*: А? [(у-- В) 4-2]: 2*, 
Е(ЕЗ 4-29), 

2? — Бї 
женів въ Формулу площади тр-ка, получимъ 


откуда найдемъ: 0 == Подетавляя это выра- 





А АВО ау + В) = (0 в) 2, 


а — В? — 9а 


Черт. 88. Вопросъ приводится къ нахожденію тшіпішш'а вы- 
: 23 : 
раненія сз’ Приравнивая это выраженіе т, полу- 
чаемъ ур-ніе 
23 — т? | тВ: = 0. 

Разд%ливъ первую часть его на 2° — 205 -|- а, находимъ въ остаткћ 
(80° — дот) -1- (т? — 203 -|- ат), откуда, слёдуя правилу, имемъ 2 үр-пія 
322 — дат —0, т? — 20° | «т = 0. 

Ы 


3 
Изъ перваго находимъ: т— == аз подотавляя во второе, получаемъ: 2= 
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ВУЗ; егфд. т В/З, а минимальная площадь == 36% 3: заключаеиъ, 


что искомый треугольникъ—-правильный. 


а? | 9% --с. 
а бас 
666. Первый иетодъ. — Нужно опредёлить 2 такъ, чтобы при воякомъ 
знакф безконечно—малаго №, имЪло мето неравенство 
а(а 4-1) -- (= В) с ат? ъс > 
а (41-1) (Е) Ре ат 4-02 -е> 


ГдЪ знакъ < относитея къ случаю шахітит’'а дроби, знакъ >> къ случаю ея 
ши а. 


П. Махіма и тіпіша квадратной дроби 





0, 


Умпожая на произведеніе знаменателей, которое положительно, ибо поли- 
помъ 4 (2-1-5) (2-е, разнясь безконечно мало отъ 22° --И2- с, 
имфетъ одинаковый съ нимъ знакъ, находимъ неравенство: 

[а( + №) 4-52 --) -- аа? 62-е) — 
— [4(24- Не-а 4-00-40) 50, 
которое, будучи упрощево и расположено по возрастающимъ степенямъ №, при- 
водится къ: 
М(а0 — Ба) -2(00 — са’) Б — 14-000 —ва) зас’ са} 30... (1). 

Чтобы это выражен!е не перемёняло знака вуст съ /№, коэофищенть при 
ћ долженъ быть нулемъ; олд. значенія =, которыя могутъ дать дроби макси- 
мальное или минимальное значен!е, суть корни уравневія: 

(«0 — ва) (ас — са’) в - (Ы — 7) =0...... (2). 

Итакъ первое условіе, чтобы дробь имфла тахітит или шипит, с06то- 
ить въ томъ, чтобы ур. (2) им ло корни д®йствительные, т. е. чтобы было 


(ас — са!)? — (а — а) (56 — с) =0 ...... (3) 

Взявъ равенетво, т. е. полагая, что ур. (2) имфетъ корни равные, нахо- 
ас — си 
димъ, что общая величина ихъ опредфляетея равенствомъ: 2= — 2-р? 


откуда ар — ба) -- ас — са = 0; 


отсюда слћъдуетъ, что неравенство (1) привело бы къ равенетву 0: 0, каково 
бы ни было №: въ этомъ случа, елбд., дробь не имфеть ни шахішиш'а, ни 
ширина. 

Обращаясь къ равенству (ас’— са")? — (а — Ба)(Бе — 5) =0, зам%- 
чаемъ, что, какъ доказано въ $ 490, оно выражаетъ условіе, необходимое и до- 
статочное для того, чтобы два ур-нія а -|-5:-4-с=0 и ад е=0 

ас — са 


имфли общій корень, именно: 2, — — зи ый 6 оба члена дроби дЖлятся на 


А 2 : 
2—2, и по сокращенн, дробь приводится къ 5 а это выраженіе не 
имћетъ ни шахішиш'а, ни шіпішиш'а (8 602). 
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Итакъ, пусть существуеть неравенство (3), и пусть 2’ и 2” суть два кор- 
ня ур-нія (2), причемъ 2’ < 2”; сравнивая ихъ еъ полусуммою корней, имфемъ 
неравенства 


р ас — са ". 
АБ аб — фа 26 

1-й случай: аб -– Ба >> 0. Предыдущія неравенства тождественны сл%- 

дующимъ: 
(а — ба)’ Рас’ — си <0, (а – Ба)" ас – са > 0. 

Отсюда выводимъ: 

[(а0 — ра?) + (ас? — са’)? < 0, [а — Ба)" - (ас — са’) > 0. 

Первое условів выражаеть, что величин% 2' соотв®тетвуеть шахипию дроби, 
а второе, что большему корню х” отвфчаеть шіпішит дроби. 


2-й случай: а5’— Ба < 0). — Умножая на положительное количество 
— (а — Ва), находимъ 

[а — Ба) а - ас — сар 0 и [а —– ха — саһ < 0; 
заключеня обратны предыдущинъ. 

3-й случай: а5/ — 6’ — 0). — Ур-ше (2) въ этомъ случа дёлается 1-й 
степени, а потому дробь имћетъ шахиаши или тіпітит, смотря потому, отри- 
цательно ас — са’ или положительно, ибо неравенство (1) приводитея къ 


(ас — са!) < 0. 


а _Ь с 
Наконецъ, если бы сверхъ того имфли ас — са’ = 0), и сад. УЕ 


дробь не имла бы ни шахипии’а, на шишаш’а: она имла бы постоянную 
а . 
величину -„‘ при всикомъ 2. Этоть анализъ приводить къ елфдующему прави- 


лу нахожденія шахиииа и шіпітош’а квадратной дроби: 
Составляемь уравненіе: 
(а — Ьа)? (ав — са) Не 0 0...0... . (2). 
Если ею корни равные или мнимые, дробь не имњеть ни тахітита, 
ни зниилиит’а; если же корни дъйствительные и неравные, то меньшему 
корню соотвътетвуеть тахітит, болъшему тітітит, если коэффименть 
ау — фа’ положителен, натротивъ, менъшелу корню отвъчаеть тийтит, а 
большему тахітит, если аъ! — Бо < 0; если же ау - 9х == 0), дробь имњетъ 
талітит или питатит, смотря потому, будеть ли ас — са < 0 или > 0. 
5х —1 
42% 
Уравпевіе, аналогичное (2), въ данномъ -случав есть: — 262-85 =0, 


Примзръ [. — Найти таллтит и тіклит дроби 


г 2 
откуда: 2—0 =. 


Меньшему корню соотв тетвуетъ абсолютный тіпіютит дроби, равный — со; 


2 2,91 
большему корню – тахітот, равный 16` 


— 299 — 
ай фе с 
2? 4-1 

Уравнене, дающее значенія 2, обращающія дробь въ шахшиий и шіпішит, 

въ данномъ случа есть 
— 62° -|- 2(0 —– с) {- 0—0. 

Корни этого ур-нія всегда дфйствительные и неравные, ибо подрадпкальное 
количество есть сумма двухъ квадратовъ. Такиуъ образомъ, сели > 0, дробь 
имъетъ 





Примъръ П. — Найти ттхітит и ттптт дроби 














. а 175 ЕЯ 
шахшиий ев И, при ==“ сый ео 
с а оаа Е арр 
шізішит = у р у КЕ, 


Обратно— если 6 < 0. 

667. Второй методъ. — Приравнявъ дробь произвольному, но опред%лен- 
ному, количеству әт. опредфлимъ, при какихъ зваченіяхъ перемфниаго 2 она 
можеть имёть эту величину 1. Искомыя значенія 2 дастъ үр-ніе 

аа? + бх + с / 9 0 / 

12 Зате = \ == == 

т 075-0 "9 ВИ (2 — ат)а* 4 (Ь — т) 4-с ёт 0, 


изъ котораго 





(6 рт) = (6 Вт)? — 4(а— ат)(с — ст) 
я == 8 
2(а— ат) 


или, расположивъ подрадикальное количество по степенямъ 7%, найдемъ: 


__ бт — 0 ү (оа — дас)? 2 (ас + са — Ы) 4-08 — 44с ў 
=: Е 2(а — ат) 








Положивъ 
6 — Да = Р, дас 4|- дса — БЫ — 0, 5% — бас К, 
дадимъ подрадикальному количеству видъ 


Рт? 4-20-68... 0..0... . 0). 


Для того, чтобы перемънное = было дёйствительно, пеобходимо, чтобы под- 
радикальное количество не было отрицательнымъ, т. в. чтобы было 


Рт? -4- 20% В 0. ......... (2). 

Итакъ, 2% можеть измфнятьея только въ предфлахъ, удовлетворяющихъ 
этому неравенству; соотвЪтствующія значешя 2 получатся изъ Формулы 

д "т— 0 УР? 4 20» ЕВ (3) 
Бч 2{а — ат) т" | 

ЗАфеь могуть представиться три случая: 0% —РВ>0, 4—РВ=0 и 
02 — РЕ < 0. 

Первый случай: (0? — РЕ 2> 0. — Корни тринома (1) будуть дВйствительные 
неравные: пусть меньшій корень будетъ жю”, больший т”. ИзвЪстно, что пря 
ВолЕОМЪ значенія 2, лежащемъ внф корней, знакъ тринома (1) одинаковъ съ 
знакомъ коэффиціента Р; при воћхъ же значеніяхъ тв, лежащихъ между корня” 





























— 300 — 


ми, знакъ тринома противоположенъ знаку Р, Отсюда необходимость различать 
два случая: 

1. Р>0. Неравенство (2) будетъ удовлетворено, если количеству т бу- 
демъ давать значенія, лежащія ви корней тринома (1); такимъ образомъ дробь 
т можетъ принимать два ряда значевій: отъ — оо до’ и оть т” до -- оо. 
Закдючаемъ, что и’ есть наибольшее значевіе перваго ряда, а т — наименьшее 
значені втораго ряда, т. е. тахӯтит дроби равень меньшему корню тринома 
(1), а тіпбтит —болъшему ею корню; и дробь не пмћетъ значеній между кор- 
нями тринома. Когда дробь приномаетъ максимальное и минимальное значеніе, 
подрадикальное количество Формулы (3) обращается въ ноль, и 

ит — Б 
2(а — ат) 
подставивъ сюда т’ вмЪето эг, найдемъ =, соотвътетвующій шахиаци’у дроби, 
а замфнивЪ гю количествомъ т”, найдемъ =, соотвътствующій шшииии’у. 

2. Р<0. Неравенство (2) будетъ удовлетворено, если количеству и да- 
димъ значеня, лежащія между корнями тринома (1); такимъ образомъ дробь т 
можеть им®ть већ значенія въ предфлахъ: т” 2 тия’, т. в. меньшій корень 
тринома (1) есть тіпітит дроби, а большій — ея тазітит. Соотвћтетвующія 
значенія х вычисляются по прежней Формул%. 


2 == 


а2— 92 4|- 21 
61—14 _ 
Приравнявъ данную дробь произвольному количеству т, рёшаемъ ур. 
а? — 25-121 
2 За == т, ила 2% — (2 4- бт) | (14 -|- 21) = 0, 


откуда 2==14- Зт + /9т* — 8т — 20. 


ПримъРЫ. —1. Найти татітит и тіпітит дроби 





1 
Корни подрадикальнаго тринома суть: 2 и — о. Такъ какъ въ данномъ 


случа Р > о, то заключаемъ, что шахітит дроби равенъ меньшему корню, а 
ші — большему; селд. 





10 а 
шах. (т) = — 5; шим (т) = 2. 
П 10 р М 
одставивъ въ Формулу 2 вм%сто өз, сперва (— =), а потомъ 2, и вамћ- 
чая, что при этихъ значеняхъ 72 подрад. колич. обращается въ ноль, находим: 
10 7 
2; =] -— ==; я — —7, 
(шах.) З 3? (аіа.) 1 ха 3 . 2 Ў 
а Бр. 
2. Найти тал. и тіп. дроби и 
2—1 


Приравнявъ дробь количеству 2», и рёшивъ полученное ур. относительно х, 
пмЪемъ 


__5 —т = / — 3 — т 9 


с 2(1—т) 





Кории подрадикальнаго тринома суть: — З и КЕ а какъ Р < 0, тоза- 
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ключаемъ, что больший корень есть тахітшт дроби, мевьшій — ея тірішиш; 
итакъ 


шах. (т) = 2-1; шівішшо (т) =— 3. 


. . 5 — т 
Вычисливъ соотвътетвующія зваченія 2 по Формулћ 2: = 5а—т) НаХокимь: 
Е а 


тах. шіп 
Второи случаи: 02 — РЕ. —0.—Триномъ (1) имфетъ корни дЪйствительные 
9 
равные и общая величина ихъ =; триномъ принимаетъ видъ Р(-- 2) ` 


а услове дЪйствительности 2: — видъ: 
9 — 
т == к 
=) =0 
Заключаемъ, что триномъ всегда имфетъ знакъ количества Р. Отсюда: 
1. Р2> 0. При воякомъ те триномъ (1) остается положительнымъ, а при 


„=—3 обращается въ ноль, олд. дробь можеть имфть какую угодно вели- 


чину, и слёд. нфть ни шахітиш'а, ни шіпіюиш”а. Это можно было предвид®ть; 
въ самомъ два: 0? — РЕ = (24е -- 2 — 56)? — (02 — 4ас)(6° — 44'с); но 
въ данномъ случа это выражене —0, а мы видфли ($ 490), что при такомъ 
үсловій триномы 42* 4-22 -- с и 02° 4-02 -|- с имютъ одинъ общий корень, 
а олд. оба члена дроби-— общаго множителя; сокративъ его, найдемъ 
и" 
“=-ЕВ 

теюда видно, что задача всегда возможна; всегда вайдемъ для 2 одну ве- 
личину, и только одну, при которой дробь принимаетъ данную величину. 

2. Р< 0. Въ этомъ случа трпномъ (1) будетъ отрицателенъ при всякомъ 


т, кром т=— ©; слфд. какую бы величину дробь м ни имфла, кром% ве- 
лиЗины — 2. 4 остается мнимымъ, и только при т $, онъ дЪйствите- 


ленъ; слфд., наоборотъ, всякая дфйствительная величина 2; должна дфлать дробь 


равною (- 5), иначе говоря, дробь должна пмть постоянную величину, а 


олд. не имфетъ ни тах., ни шіп. 


Можно доказать непосредственно, что когда совмъетно имфемь Р <0 и 
02 — РЕ == 0, то дробь имћетъ постоянную величину. Въ самомъ дв 

0 (ас! -- са?) 1 | дас — 02 

з = 24 ] с 07 

б РЕ = ас | а/с’ 4а! 

Но Р или 9? — 40 < 0, сд. 400 —5*>0, откуда 40'с 20; елд. 

(* — РК. есть сумма двухъ существенно-положительныхъ количествъ, и потому 

м. б. нулемъ только тогда, когда каждое изъ этихъ количествъ въ отдЪЛьно- 

сти —0; итакъ, должно быть: 


(ас 4- са) _ а. 
ту О я ас — са —0..... (2), 


(ас — са). . . (4) 
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пли, замћнивъ въ (1) с’ его величиною, выведенною изъ (2): 


"9 Ь а 
| Эре. Зр — 20е = 0, ии У 
а 
| ГАА 
а Б с 
т. е. тиу 05 


но мы видфли ($ 491), что прп этихъ условіяхъ дробь нмћетъ постоянную ве- 
лизину, пе завпептъ отъ 2. 


Пьимьчаще. ЗАДА ЧА: найти прямо условля, необлодимьзя и достаточныя 
2 8 ав. С + с А 
для тоо, чтобы 9робь позора ц а постоянную величину при всяком 27 


и 


1-й способъ, А постоянною при всякомъ х, дробь должна имфть одну 
и туже величину и для трехъ разлачныхъ значений х, напр. для 2—0, = 
—1 0 2==-|- 1; олд. должно быть: 
с 2 4-с а—- 0-1-0 


7 


аы 0794-04-06 
откуда, по $ 329, найдемъ: 


е__а-е а 6с 
Р я тве аас 5, или; наконецъ, И 
Эти условія, будучи необходимы, ьмфетЪ съ тъмъ п дослаточны; ибо какъ 
скоро они выполнены, то, назвавъ общую величину равныхъ отношев!й буквою 

9 01 г 
а а а ЕВ Кит 4 024 с) 
Е, найдемъ: а= 0, 6—0, с=с, и дробь беретъ видъ ааа. А 
т. е. =. 

2-й спосебъ. Пусть постоянная, впрочемъ, пеизвъотная, величина дроби 
ах ваа сав 
ао 
Баа? 4-х 1-с), или (@— тай ИБ 0, каковъ бы ни 
былъ х. Отсюда, по $ 72, заключаемъ, что 


будеть 2. Положить = К значить положить, что аа? -|- 65-е = 


2 ь 
а—а—=0, 6—6 —0, с - сей 0), паи 2—25, 
а 5 с 
Третій случай. 02 — РК < 0, Въ этомъ случаЪ корни тринома (1) мнимые, 
слфдъ триномъ всегда сохраняетъ знакъ коэвфищента Р. Отсюда: 


1. Р 0. Подрадикальное количество Формулы х будетъ при всякомъ %м 
положительно, а сл. х дЪйствотеленъ; такрмъ обр. дробь ә» можетъ имфть какую 
угодно величину, п слъд. не имфеть ни шахпиеш’а, ни тіп. 


2. Р. << 0. Подрадивальпое колич. Формулы = будетъ существенно-отрица- 
тельно, едд. при веякомъ те для 2 будетъ получаться мнимое значене; а слёд. 
обратно. каков-бы дЪйстьительное значене мы ни дали перемфиному 2, дробь т 
не можетъ получать дъйствительпаго значеніа. Но это заключенів, очевидно, 
аж --0х-1- с 


ва о 


нелћпо, пбо изъ ур-нія 2 =— видно, что дЪйствительному зна- 
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ченію 2: соотвфтетвуеть дъйствительное же значене дроби тр. Стало-быть, случай 
совмъетнаго существованія үсловій: Р < 0 и 9° — РЕ < 0 невозможенъ. 


Впрочемъ, можно доказать это п прямо; въ самомъ дълћ, изъ оормулы (4) 
видно, что когда Р < 0, выраженів Ог — РВ, представляетъ сумму двухъ квад- 
ратовъ, а такая сумма никогда не можетъ быть отрицательною. 


Частные случаи. Когда Р = (0, подрадикальное выраженіе Формулы х обра- 
щается въ 20%» | К. Чтобы перемнное 2 было дйетвительно, необходимо, 
чтобы 209» -|- К = 0, или 20т = — В. Отсюда: 


1) Если 90, то т — ж, сл®д. ши. (т) = — 50: дробь им%етъ 
только шт., и не имфетъ тах. 
2) Если 0<0, то = откуда шах. (т) = — 25: дробь им%етъ 


только шахииим, и ве имћетъ тіп. 


3) Если 0—0, неравенство приводится къ В = 0: оно всегда удовлетво- 
(ас — са)? му в 
ЕВ ас > 0, т. в. 6 — 
4а’с' = 0. Сад. всякому значевію т отвћчавтъ дЪйствительное значеніє 22: 
дробь не иметь ни тах., ни шіп. 


ряетея; ибо въ зтомъ случа 0° — 4ас —= 


Изелдованів приводит къ слълующему результату: Еозба корни тринома 
Рт? -|- 20т-- В, мнимые или дъйствительные равные, дробъ не имъеть ни 
тах., ни тіњ.. если же корни этою тринома дъйствительные нерағные, 
дробь имъеть тахипит и тзизтиш, выражаемыя корнями тринома; соот- 
вњтетвующія значенія х получаются изъ формулы 


р — Вт 


ес) 


6% которой т нужно замънить корнями тринома. 


0 результатахъ этого изел$дован!я мы получимъ болЪе ясное понятіе, пзелћ- 
дуя измфненя дроби при изм%неніи 2 от — оо до -- оо. 


з . > „аа -е 1 А 
Ш. Изелдованіе измфненій дроби ааа 4-0 ПИ измненіи 


2 от — оо ДО о. 


668. ТкорРЕМА: Хвадратная дробь непрерывна при измњненін т оть 
а 00 В, если только въ промежуткь между а и В не содержится ни одинъ 
изъ корней знаменателя. 


Во первыхъ очевидно, что данная дробь дъйствительна при всякомъ дћй- 
ствит. х, и что она конечна, если только значеніе, данное 2 — су, не обраща- 
етъ знаменателя въ ноль. Остается доказать, что если =, есть нъкоторов зна- 
чепів х, заключающееся между х в В, то количеству 2, всегда можно дать при- 


ращеніе №, на столько близкое къ нулю, чтобы и приращение К дроби у, бамо 
было какъ угодно близко къ нулю. Имфемъ: | 
_ 2-02 --с к 261-0 В Е) Ге 
П з уа ре’ ГАР а Виа 4) 40 
ааа 0) [а (8-0) (а) ал24) 
[аа акне кана) 


иди, по упрощени числителя, 


ъа — № жа [аъ — ва’) +|- 2(ас — са’, - (ас — вел -|- (с — 00)]) 

а а Резо) 
По м%р® приближенія № къ нулю чиелатель стремитея къ нулю, а знаме- 
натель въ (0/2202, -- с). Но =, не обращаетъ этого тринома въ ноль, ибо 
интерваллъ отъ а до В, содержащій 2,, не содержитъ корней знаменателя; слёд. 
вмЪств съ Ви К стремится къ нулю; иначе говоря, можно приращенію № перв- 
мфинаго х дать значене настолько близкое къ нулю, чтобы и соотвътственное 


приращене К дроби было также какъ угодно близко къ нулю; что и требовалось 
доказать. 

















Примъъане. — Если 2 — су дать знаше 2,, обращающее въ ноль знаме- 
нателя дроби, то она вообще обратитея въ безконечность, испытывая при этомъ 
разрывъ непрерывности, перескакавая изъ оо въ -=с0, если только корни 
знаменателя неравные, или если оба члена дроби не имфютъ общаго множителя 
х—,. Если эти исключешя не имћютъ мъста, то слфдуетъ опредфлить знакъ 
безконечноети, когда 2 приближается въ 2,, возрастая, и затъмъ переходить 
чрезъ 2,. Для этого достаточно опредфлить знакъ числителя при 2: 2,; зная 
знакъ и знаменателя, будемъ знать и знакъ дроби. 


669. При изучени изм%неній дроби будемъ держаться слфдующаго порядка. 

1. Опредёляемь шахиииш и шшишиш, если таковыя имфются, и соотвфт- 
ственныя значенія 2. 

2. Приравниваемъ нулю числителя, потомъ знаменателя и рёшаемъ получен- 
ныя ур-нія: корни перваго ур-нія, если они дБйств., дадутъ тћ значеня =, при 


которыхъ дробь обращается въ ноль; втораго — т значенія 2, при которыхъ 
она обращается въ -Е оо. 


3. Опредъляемъ значен!е дроби при 2::— 0. 

4. Наконецъ, ищемъ предфльныя значенія дроби, т. е. при = оо. 

Расположивъ значення х въ порядкъ ихъ возраставія, а противъ нихъ е0- 
отвЪтетвующія величины дроби, составимъ таблицу, ясно показывающую изм%- 
ненія дроби по величин и знаку. Для наглядвости такую таблицу будемъ 
сопровождать графическимъ изображеніемъ измфнев!й дроби. 


Задача Г. 
2 4-22 — 3 


670. Изсльдовать измњненія дроби 2—6 Е ити непрерывномь в03- 


растани д отъ — со до -|- оо. 
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Слфдуя вышеозначенному плану, опред ляемъ: 


1. Мазітит и питтит дроби. — Приравнивая данную дробь произволь- 
ному количеству у, получаемъ ур-ніе 
32-95 — 3 р 
ЕЕ ау, ная (8 — Чуда (2-10) — (3-19) =, 


изъ котораго (расположлвъ подрадик. колич. по степенямъ 9): 








——а- 5 == на Е ГК е. а (1) 
84у 

Приравнявъ подрадик. выражеше нулю и ръшивъ ур. 3° — 19у — 10 0, 

находимъ: у’— — 0,488, у= 6,821; а какъ въ данномъ случаћ коэоФиціентъ 


при у“ подъ радикаломъ отрицателенъ, то заключаемъ, что большій корень есть 
шахітоот дроби, меньшій — ея аи. Итакъ 


тах. (у) == 6,821; шіп. (у) = — 0,488. 
Соотвћтетвующія значенія х суть: 


_— @-5.6,821) _ _ а- 5. — 0,488) __ 
А ао" 


0 тах. = — 


Заключаемъ, что дробь можеть измфняться только между — 0,438 и -|- 6,821 
и не имфеть значеній, меньшихъ — 0,488 и большихъ 6,821. Всякое же зна- 
ченіе между этими предълами она принимаетъ два раза, при двухъ различныхъ 
значеніяхъ 2, потому-что для каждаго у, лежащаго между — 0,488 и -|- 6,821, 
мы изъ Формулы (1) находимъ два различныхъ дЪйствит. значенія х. 


2. Нулевыя значенія дроби, соотв®тетвуюния конечнымъ значеніямъ 2. — 
А 
Алгебраическая дробь р обращаетея въ ноль, когда обращаетея въ ноль числи- 


тель А, знаменатель же В остаетея отличнымъ отъ нуля; или когда В обра- 
щается въ оо, причемъ А остается конечнымъ. Но В — выраженіе пълое отно- 
сительно 2, сл. оно не можетъ обратиться въ оо при конечныхъ 2; остается 
приравнять А нулю. Положивъ 32'--25—3—0 и ръшивъ это ур., найдемъ: 


я == — 1,387, ’= 0,721. 


3. Безконечныя значенія дроби. — Дробь не обращаетея въ оо; въ этомъ 
уб®ждаемея, приравнявъ знаменателя нулю, и ръшивъ ур-ніе 42° – 102-7 = 0: 
найдемъ для х мявмыя значенія. 


4. Значене дроби при х= (0. — Положивъ 2 = 0), найдемъ у == — 


-1[ <> 


5. Предъльныя значенёя дроби. — Положивъ х ===: оо, находимъ, что у 
со } | 
приярмаетъ пеопред. видъ_-, для раскрытія котораго дЪлимъ числ. и знам, на 
а? и затЬмъ полагаемъ 2 == + оо. 
З 
Такимъ образомъ получаемъ, что при х— - ос, у= +7" 


Результаты этого изелфдованія даютъ слъдующую таблицу измЪненій дроби: 
30 


== 906 = 












ЕН, 
8 
— 1,387 0 
К 0 — 0,428 =—8 
| 0,291 — 0,488 (тіпіъ.) 
. 1:1 | 0,721 0 
ЕСТЕ в 1,445 -|- 6,891 (тахіт.) 
5 рт т 3 
10 +оо Е Ру 
2 
Черт. 89. 

Кривая измњненій дроби. — Взявъ оси координамъ хх’ и уу’ и произволь- 
ную прямую за 1, наносимъ на оси х—овъ ОР” — 1,387 и полузаемъ точку 
Р”, для которой ордината равна 0, и въ которай, слъд., кривая пересћкаетъ 
ось отрицательныхъ х—овъ. Отложивъ 00 — — (1,428, имћетъ точку @, въ ко- 


торой кривая перес%каетъ ось отрицательныхъ у—овЪ. Нанеся ОР’ 0,291 и 
возставивъ въ точк Р’ перпеидикуляръ къ оби х—овъ, откладываемъ на немъ 
Р’М' = — 0,488 — ординату шшивию. Нанеся ОРГ“ — 0,721, получаемъ другую 
точку РГУ, въ которой кривая пересфкаетъ ось 2-овъ. ОР””—1,445 даетъ точку 
Р”, въ которой проведя перп. Р”М” — 6,821, имфемъ наибольшую ординату. 


З 
Баконець, отложивъ 01=— и проведя черезъ точку Г параллель оси 7 —0въ, 


имђемъ ассимптоту кривой, къ которой кривая неограниченно приближается 
сливаясь съ него па безконечныхъ разстояніяхъ отъ 06и у —0Въ. 

Соединяя построенныя точки непрерывною кривою, получаемъ линію, пред- 
ставленную на черт. 89 . Такъ какъ каждую свою величину дробь принимаетъ 
только два раза при двухъ различныхъ значеніяхъ х (напр. у == 3 при д = ОТ 
и 2:00), то всякая прямая параллельная 22” пересфкаетъ кривую только 
въ двухъ точкахъ. Исключеніе составляютъ тах. и шш.: прямыя, параллель- 
ныя оси х и проведенныя отъ нея, одна въ разетояніи — 0,488, другая 6,821, 
ветрћчаютъ кривую, каждая въ одной точкћ, иначе — касательны къ кривой. 
Такимъ обр., кривая не можетъ представлять иныхъ изгибовъ кромф указанныхъ 
на чертежъ. Чертежъ наглядно роказывастъ, что — 0,488 есть наименьшая 
ордивата или тліпітит дроби, а -- 6,821 — наибольшая, или тахішиш дроби. 


Задача П. 


а 
671. Изсльдовать измњненія дроби сдав при непрерывномь возра- 


ара 5 








станіи х оть — со до со. 


— 307. — 


1. Махітит и тиитит дроби. — Приравнявъ дробь у-ку, получаемъ ур. 


9а? 1 3 | 
ани, ИЛИ (2 — у) — 40.2 + 3 — 5у=0, 





откуда | 
— == УЕ 1—6. 
2—у 

Корни подрад. тринома суть; у — 0,48 и у" 12,52, и какъ коэф. при 

у“ отрицателенъ, то заключаемъ, что 
тәх. (у) == 12,52; шіпіми. (9) == 0,48. 

Соотвётствующія значевія 2 суть: 

2 2,38; гы, = :2:048.—0,68. 

Такимъ образомъ дробь можеть измфняться только между предёлами 0,48 
и 12,52, принимая каждое свое значен!е между этими предфлами два раза — при 
двухъ различныхъ значеніяхъ =. 

2. Нулевыя значенбя дроби. — Такъ какъ между предфлами 0,48 и 12,52 
не содержится ноль, то дробь ни при какихъ дъйствительномъ х не обращаетея 
въ ноль. Это видно и изъ того, что приравнивая числителя нулю, получаемъ 
үр. 22° -|- 3 == 0, имбющее мнимые корни. 

3. Безконечныя значенія дроби. — Дробь не обращается въ ОО, ибо корни 
знаменателя мнимые. 





4. Значеще дроби при х == (0). — Положивъ х=0, имфемъ у =? . Сл. кри- 


: 3 
вая переефкаеть ось у на разстояніи -- = отъ начала. 


5. Пребъльныя значенія дроби. — Вакъ и въ предыдущей задач, найдемъ, 
что при 2—2 оо, у== 2. Олд. кривая неограниченно приближается къ ассими- „ 
тот, параллельной оси 2: и отстоящей отъ нея на 2. 


Таблица измљненій дроби. Кривая измњненій дроби. 





я 8 

— 00 4+2 
— 2,38 - 12,52 (шахит.) 

0 +5 
-- 0,63 —- 0,48 (тіпіт.) 

со | + 2. 





Черт. 90. 
0р7 — 0,63; ОР" = — 2.38; 
РМ — 0,48; Р”М” — 19,59. 


СРО 
ОН == =; 01— 2. 


20* 
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Задача Ш. 





А 2% 4-1 Д 
в . д ауу абау Уд га) А [2 Д 
72. Шзслљдовать измњненія дроби ГВ при измњненіц 2 отэ 

— оо д0 -|- со. — 

1. Мажтит и тіпітит. — Положивъ 

а*--1 5 
аа = ИЛИ (1 — #у)а 4 03.2 4-1 — 3у== 0, 
ви и 1 

находимъ ав е у. 


1—9 
Корни тринома 7° 40 — 1 суть: У—=- 4,236; 0" = 0,236; а какъ 
коэФоищенть при у? положителенъ. то 
шах. (у) = — 4,236; тір. (у\ = 0,236; 
соотв тетвующуя значенія х суть: хп  =1,618; хп = — 0,617. 


шах. тіп. 

2. Дробь не обращается въ ноль, ибо числитель 2*--1 существенно по- 
ложителенъ. 

3. Дробь обращается въоо , или претерпъваетъ разрывъ непрерывности 
при двухъ значевніяхъ 2, обращающихъ знаменателя въ ноль; именно при 
я —1 и 27 = 3. Для опредленія знаковъ безконечности, замъчаемъ, что чи- 
слитель дроби при веякомъ 2: положителенъ, сл. нужно изелфдовать знаки зна- 
менателя. Обозначивъ буквою № произвольно малое полож. количество, замћча- 
емъ, что 2—1 —А и =3--1 будуть находиться ви корней знаменателя, 
и олд. при этихъ зваченіяхъ 2: знаменатель положителенъ, а потому и у>0 
затъмъ 2—1 -- А и 2:3 — № содержатся между корнями знаменателя, а по; 
тому знаменатель и вея дробь при этихъ значеніяхъ х отрицательна. Отсюда 
видно, что если измънятъ 2 отъ — со непрерывно до -|- со, то при х=1 и 
при х=3 дробь претерпъвать разрывъ непрерывности, переекакивая изъ -|- со 
въ — со, въ первомъ елучаћ, т. е. при 2—1, и изъ — оовъ-|- оо во вт0- 
ромъ, т. в. при 2—3. 


4. При 2 == 0 дробь обращаетек въ. 


5. При х === ооона равна 1. 

















Таблица измънени дроби. Кривая измњнентй. 
1 | 
| 
х | у \ 
— со | 1 | | \ 

— 0.617, 0,236 (шшил.) А о 
> ея Вю: И РЕНИ 
ив оо . РМ: В 
1,618 | — 4,236 (тахіш.) РЕ 
ааа. ||. 
$ | оо пиа 
+оо. 1 | а" 

П | 
| 





Черт. 91. 
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Кривая измњъненій дроби. — Намфтивъ точки М и М”, соотв®тетвуюшія 
шах. и тіп. дроби, проводимъ черезъ нихъ параллели оси х-овъ: кривая не 
иметь точекъ между этими параллелями. Затъмъ наносимъ 0А —1 и 0В = 3 
и черезъ точки А и В проводимъ параллели оси у, которыя будуть служить 
ассимптотами кривой въ мфетахъ разрыва непрерывности. Такъ какъ при 
х===с0, у=1, то параллель оси х на единичномъ отъ нея разстояніи 
будеть служить 3 ьею асепмптотою. Наконецъ, замъчая, что для већхъ х-овъ, 
лежащихъ виъ 1 и 3, дробь > 0, и < 0 для вебхъ х-овъ, лежащихъ между 
1 и 3, заключаемъ что точки кривой для = << 1 и для 2 >> З находятся въ обла- 
стя положит. ординатъ, точки же кривой для 1 < 2 < З находятся въ обла- 
сти отрицат. ординатъ. Такимъ образ. получаемъ кривую, изображенную на 
черт. 91. 


Задача ГҮ. 


242 — 55 — 


й 4. 
Ў алнъ вномь из- 
673. Изслњдов измњненія дроби Ба — в —10 "0 ВЕРУ 


мњненіш 2 отъ — со до |- со. — 
1. Мазітит и тіпітит. — Положивъ 
242 — 52 — 4 
5% — 8х — 10 
5 — 8-Е \/ 2649 — 940у 1 57 
д=- = . 
2(2 — 59) 
УбЪдившиеь, что корни подрадикальнато выраженія мнимые, заключаемъ, 


что оно всегда будеть положительно, а потому дробь не имћетъ ни шах., 
ни шіп, 


—9, или (2 — 5у)х° — (5 — 80)= — 4-4 10у 0, 


находимъ 





2. Приравнивая числителя нулю, найдемъ зпаченія х, при которыхъ дробь 
обращается въ 0; эти значенія суть: 
2 = — 0,638 и 2" 3,138. 
3. Приравнивая знаменателя 0, получимъ значенія х, при которых дробь 
обращаетея въ оо; эти звачевія суть: 
а — 0,824 и 217: 2,444. 
Для опредёленія знаковъ безконечности, даемъ дроби видъ: 


902 0,638..)(2 — 3,138) 
7 5024 0,824..)(0— 2,494.) 





Такъ какъ 2 == — 0,824 —№ лежитъ какъ ви корней числителя, такъ и 
внЪ корней знаменателя, то и числ. и зн. дроби, а потому и самая тпобь, по- 
ложттельпы. 2 == — (0,824 -|- А находитея ви корней числителя и‘ 


ней знаменателя, слЬд. при этомъ значенін 2: числитель >> 0, а знаме 
а потому дробь отрицательна. Заключаемъ, что при переход 2 чре 
дробь претерпваетъ разрывъ непрерывности, перескакивая изъ --‹ 
Подобпыкъ же образомъ убфдимея, что когда 2, возрастая, прох 
- 2,424, дробь перескакиваетъ изъ -|- со въ — оо. 


о 
езъ 
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4. При 2 0) имфемъ: у = 


| в 


5. При х===о0, находимъ: у= 2. 








Кривая измњненій дроби. Таблица измњненій дроби. 
я 9 
— 0,824 —№ 4- оо 
— 0,824 - № — © 
— 0,638 0 
0 +2 
| 2,424 —№ 4- оо 
42,424 -- % — со 
— 3,138 0 
+ о +5 








Черт. 92. 

Таблица измфневй дроби показываетъ, что величина дроби постоянно уве- 
личивается, но претерпфваеть два раза разрывъ непрерывности: одинъ разъ при 
переход® = чрезъ — 0,824, другой разъ при переход 2 чрезъ 2,424: вь толъ 
и другомъ случаЪ дробь перескакиваетъ изъ -|-оо ВЪ — ОО. 


0 А 2 
Кривая измњненій. — Отхоживъ на оси у линію =, проводамъ 


черезъ точку К параллель оси =; затъмъ, отложивъ на оси х линін ОН == — 0,824 
и 0В—=-| 2,424, проводимъ черезъ точки Н и В параллели оси у. Такимъ обр. 
получаемь три ассимптоты вътвей кривой. Отложивъ на ови 2 линш: ОА = — 0,638 


и 0С—3,138, получимъ точки, въ которых кривая пересфкаетъ ось х-овъ. Ось 
у она пересћкаетъ въ точкъ К. 


Задача У. 


. 21° — 72 -- 3 
. Изс 
674. Изсльдовать пзмњненія дроби 29724-19 





при непрерывном из- 
мњненіи х оть — оо до -- со. — 


1. Мажтит и тіпітит. — Положивъ 


242 — 7 3 
то ры ши (2—9) — 0 —0)е 4-30 — 05) =0, 


Находимъ 





Ри 7(1— 9) ү 02-1 10у-|- 95 
== 22 — у) 
Замфчая, что у*-|- 10у-|- 25 = (у -- 5)* и что, слъд., подрадикальное выра- 
жене всегда положительно, заключаечъ, что дробь не имфетъ ни тах., ни тіп. 





— 31 — 


Если у-ку дадимъ какое-либо значеніе, то для х найдемъ два соотвЪтствен- 
пыхъ значенія; только при у == — 5, х принимаетъ одно зпаченіе == 3. Итакъ 
зоякую свою величину дробь принимаетъ при двухъ различныхъ значеніяхъ =, 
вром% величины, равной — 5, Значенія 2, соотвћтствующія данному у, суть: 


‚—1а-—э=@--5) = 
Ы 2—9 ° 2—5 


пзъ которыхъ первое невавиертъ отъ у. Әта особенность объясняетея тъмъ, 
что числ. и знам. дроби имфютъ общ корень 2—3 и сад. при х=3 оба 
члена дроби равны 0, а дробь неопред ленна. 


Если сократить дробь на х — 3, она приметъ видъ 


1—41. 


| откуда х— — 
= АО 


д—4 
всякой величинћ У соотвфтетвуетъ только одно значене х, слъд. при возра- 


Я 2%—1 
стаи 2 оть — оо до | оо дробь 74 ПРоходитЪ только одинь разь чрезъ 


: 1 
всякое свое значеніе; обращается въ 0 при +=) и ВЪОО при #=4; а 


при х = == оо обращается въ 2. Замфтивъ при этомъ, что при х=4—, 
у= — оо, а при х=4--1, у==-Ё оо, выразимъ ходъ изм$ нений сокращенной 
дроби таблицей: 

















2 сокр. дробь У 
— со 2 
1 
Ра 0 
4—№ — оо 
4-А оо 
+ оо 2 
М" : 2. 212 — 72 -|- 8 
то касается дроби -„— 72-Е 1в’ то какъ она принимаетъ какую угодно 


величину при 2==3, то чтобъ изобразить вполнф ея измфненя, нужно къ кра- 
вой присоединить прямую 117, параллельную оси 0у и пересћкающую ось х-овъ 
въ разетолнш ОА = 3 оть начала координатъ. 


Задача ҮІ. 


675. Изслльдовать измтненія дроби ЕЕ три непрерывномь изм 
209и з 94-48 0 Фер 


нєнїн х оть — оо до со. 





— 812 — 


Положивъ 


*— 8 15 . 
13), или (1— Зу) —8(1 — 30)а -- 15(1 — 83у) = 0, или 


(1 — 30)(0— 8х -|- 15) = 0, находимъ, что ур-ніе удовлетворяется при вея- 
комъ у, когда 2% — 82 4- 15 равно пулю, т. е. когда х=3 и 225, и 


1 
кром того при вонкомъ 2, если только 05° Олд. и 23 и 2 5, 


1 
у можеть имфть какую угодно величину, и кронф того у= при какомъ 


угодно 2. Это объяснается тёмъ, что оба члена дроби пмћютъ одинаковые корни: 
_ (2— 8)(2 — 5), 
1 8(2— 3)(2 — 5) 
при х=—3 п 1—5 величина дроби неопредёленна; а если сокритить дробь 





У 


на (2 — 3)(2 — 5), то у дБлаетея == = каковъ бы 


ни быль 2. 

Совокупность ръшеній үр-нія 2—82-- 15 == 
= у(32 — 24х | 45), пли (2* — 82| 15)(3у — 1) =0 
геометрически изображается двумя параллелями 06и у, 
отстоящими отъ начала на ОА —3 я 08—=5, и 1а- 





1 
е РА і =—. 
Черт, 94. раллелью оси =, отетоящею отъ начала ва 01 5 


676. Задача. — На продолженім стороны АВ даннало прямоуюльника 


АВОр взять такую точку М, чтобы сумма площадей треуолъниковь АММ и 
РОМ была типа. 


Когда точка М движетея оть А къ Х, сумма 
2 1 
площадей, вначалъ равная > прямоугольника, на- 


чинаетъ уменьшатьея: такъ для точки М’ треуг. 
СА$ замфняетея меньшимъь МАЗ; но когда точка 
М займетъ положенів ЕЁ, при которомъ АЕ=АВ, 


1 
сумма площадей снова становится равною 5 прямо- 


угольника, сл. при перемщеніи точки М отъ А къ 
Е эта перемфнная сумма прошла черезъ тінітит, 

Пусть АВ=а, В6—6, АМ = =; выраже- 
нів суммы у будетъ: 











2х АМ г ах 03 
у= А рехт, 
АМ _ ПХ ь 5х а 
Но а аа откуда: АХ ад’ т. п слфд. 


__ 6 Ба? (02 -|- ай) 
0 аа) 1 аа) № 20а) 


Опредъляемъ 2: такъ чтобы сумма площадей имфла величину и. Дия этого 
беремъ үр-ніе 








— 318 — 





6-2) а ; Ее 
аа и или 02 — 22: -- аа — Әт) =0, 
аа Мт? — ааъ — 9т) 


откуда а , ае 


Чтобы сумма пяощадей могла имфть величину т, необходимо и достаточно, 
чтобы этой велачин т отвћчало дъйствительное и положительное значене х. 
Но х будеть дЪйств., если т? — а(аф — 2т) % 0, 

ИЛИ т? -|- давт — о%50 0...0... 0..0... (0). 

А ргіогі видно, что корни триномъ (2) дйетвительные, неравные и про- 
тивоположнаго знака; елд. неравепетво (2) будетъ удовлетворено такимъ поло- 
жительнымь т, которое не меньше положительнаго корня тринома; т. е. не- 
обходимо, чтобы т а5(/2 —1). Итакъ, сумма площадей не можеть быть 


< «(2 — 1); емоғримъ, можетъ-ли она равняться а5(/ 2 — 1). Когда т до- 
отигнетъ этого предфла, тогда будетъ 





а= а 5 ~ 1); 
это значене положительно и сд. можеть быть взято; потому шшипит (у) == 
&(/ 2 — 1), а еоотвътетвующее значені 2=4(/2 — 1). 


ПовъркА. — Полагаемь &#=4(/2 — 1) 3%, тд% № произвольно мало, 
и подотавляемъ это значеше х въ выраженів хункци. Найдемъ 





(2— УЗав-на Иа — 1) + 0 
у == — - — ь 
е а/ 2 =, 
Вопросъ приводится къ провёрк® неравенства: 
(2— УЗ) == а 1) + 7 Е 
> 001/5 — 1), 





ЕУ 


: Е ЛРЫ 
которое, по освобождевіл отъ знаменателя и по упрощени приводитея къ —- > 0, 
что вфрно. | 


ГУ. Маха и шіпіња функцій иъесколькихъ перемънных»ъ. 


677. ТЕОРЕМА. — Ироизведене двух перемњннтаљъ, которых сум- 
ма постоянна и равна а, импеть наибольшую величину, кода оба 


множителя дълаютсл равными, если только они моиутъ быть сдъланы 
равными. 


Прямое доказательство. — Пусть одпнъ множитель == 2; другой будетъ 
а—ж; произведеше ихъ выразится Формулою у=2(а— 2) или — 2 -- о. 
Это есть квадратный триномъ, свободный членъ котораго = 0. Шрилавая и вычитая 

РА ә о 
а“ а а 


С, даемъ Функціи видъ: 2% А == у 
д үнкціи видъ: – ( аа) 5, ил у=- (2—5 Е. 
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При === — оо и Функція у= — оо При үвөличеніп х отъ — осо 


2 А а 
а. затЬмъ при увеличене 2 отъ 27 Д0 -Ноо, 


а 
до =» У возрастаетъ отъ — ОО Д0 1; 


9 . 
у уменьшается отъ т до — оо. Получавмъ слёдующія — таблицу и кривую 


измфненій Функщи: 














2 у 
— оо — с 
та А . 
а у г 
гэ К а а 
\ 9 ЕЗ 
х 
а 0 Я 
+оо —06 
Черт. 96. 
. а? 
Итакъ, произведен!е сперва возрастаетъ отъ — оо до а затЪуъ умень- 


9 
шаетея отъ — До — 00; сид. оно не имфетъь шиишию’а, но имћетъ шахі 


а? А а а 
с" СоотвЪтетвующее значене 2 есть 5’ а другаго множителя: а — > 


а А 
или =» Т. е. произведеше получаетъ наибольшую величиву, когда -оба множи- 


теля дЪлаютея равными. 


Косвенное доказательство. — ВмЪфето того, чтобы изелфдовать измфнешя 
произведенія х(а— х), соотвфтетвующя измъненію 2 оть — оо до -- оо, 
можно предложить себ вопросъ: при какомъ значеніп = это произведеніе по- 
лучазтъ данную величину 2, изолъдовать рЪшенів, и такимъ образомъ найти, 
между какими предфлами величина го пропзведенія можеть изуфнаться. Такимъ 
образомъ для опредфленія х имфемъ үр-нів 


х(а — т) ==т, пли 2° — ат -|-т=0), 


Ја? 
ыл ЫА —— №, 


а 
откуда == 


Чтобы х было дъйствительно, необходимо, чтобы подкоренное количество 


а 
не было отрицательнымъ, т. е. необходимо, чтобы И Заключавмъ, что 


. а 
произведен!е 2% можетъ имфть већ величины отъ — оо до —; олдов. оно не 


а? 
4 





а : а 
рыбеть шиилиит’а, но ныћеть шахиичиа —. Но когда т== 1, радикалъ 06- 
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а 
ращаетея въ 0, и 2 5} Поэтому и другой множитель, какъ равный о — =, 


а С : 
обращается ВЪ 5’ ел. проязведеніе имфетъ тахітит, когда множители равны. 


ПримърЫы. 1. — Произведене двухъ множителей, которыхъ сумма =12, 
можетъ имфть вс величины отъ —оо до -|- 36; шахітит произведеня ра- 
венъ 36, а соотвтствующіе множители равны, каждый, 6. 

П. Произведеніе двухъ множителей, которыхъ сумма == — 12, можеть 
имфть веБ величины отъ — оо до -- 36; елд. шахиииш произведенія равенъ 
- 36, а каждый производитель == — 6. 

678. ЗлдлчаА І. — Изь всњаъ прямоуюльниковь, вписанныхь въ данный 
треуюльникь, какой имљетъ наибольшую площадь? 

Если основавів РЕ прямоугольника передвигать отъ вершины тр-ка до его 
осповавія, то площадь прямоугольника будетъ измфняться отъ нуля до нуля, 
и олд. проходить чрезъ шахииит. Пусть $ и № будуть — основаніе и высота 
даннаго треугольника (Часть 1, черт. 25), хи у—основаше и высота вписан- 
наго прямоугольника РЕЕб. Площадь прямоугольника =. Изъ подобія тре- 


хе Л 
угольниковъ АВС и РВЕ имћемъ: в ‚› откуда у == $ 0 — 2); слЪдов. 


ф ГА 
площадь ху выразится произведеніемъ: 
Љ 
я — х). 
200—2) 
Љ а В $ 
Такъ какъ постоянный множитель — не вмяеть ца условя шахииа,, то 


(й 
вопросъ приводится къ опредлевію тах. произведеня 2($ — 2). Сумма мно- 
жителей хи б — 2 равна постоянной величин® 6, слъд. пройзведенієе имфетъ 


: ь 
шахои, когда множители равны, т.е. когда 2—0 — =, откуда 2—5. № 


. ћ Г 
въ такомъ случа изъ ур-шя 9—4; 6 —=) найдемъ #—5› самая же мак- 


0% 
мальная площадь ту равна <’ т. е. половин площади треугольника. Итакъ: 


наибольший изъ всфхъ прямоугольниковъ, какой можно вписать въ треугольникъ, 
имфетъ оспованів и высоту вдвое меньшія основашя и высоты треугольника. 


описаннылъ около даннию шара, какой имтеть 


679. ЗАДАЧА П. — Изь всъль конусовь, д 
наименьийй объем»? 


Пусть будеть АВС копусъ, описанный около 
шара ОМ. Если его вершина А будетъ перемщать- \ 
ся по оси РА отъ М до безконечности, объемъ ко- М 
пуса будеть изыфияться отъ со до оо, и елд. 
пройдеть чрезъ тіпітат. Чтобы пайти этотъ 
ішіп, обозначилъ высоту БА буквою 2; объемъ 


будетъ: Ү= = т.00* д. 


2С х. < Е Г 
Подобные тр-ки АСЮ и АОМ даютъ: в Ах; > Е ЛР 


по АМ: (2 — 2); олд. Черт. 97. 







( 
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: 1 Вл 
Ут... 
3 "2—26 
л ЕЕЕ с . 
Постояннный мпожитель = пЁ не измЪняетъ условій шіпіюи’а Функція, а по- 


9 


ЕА 
тому У имфеть наим. вел. при тъхъ же обстонтельствахъ, какъ и а, Но 


ОР Р : 2 — 28 
шпишиш этой Функціи соотвфтетвуеть шахииии”у обратной: >р Которую 


1, 26 А 
можно представить въ видё: (1 — 2); наконецъ, мы не измЪнимъ условій 


шахітшш”а, введя постоянный множитель 2В. Такимъ образомъ вопросъ приве- 
денъ къ опредъленію тах. Функція 
26 26 
(1 | 
2 2 
Е В. 

Замфчая, что сумма перемфнныхъ Факторовъ --и 1 — — равна постоянной 
величин 1, заключаемъ, что произведен!е достигиеть наибольшей величины, 
28, 28, 

-“—=1— ^^, откуда 2==4№, 
ЕЯ 2 


что не несовмстно съ свойствомъ задачи. Итакъ, описанный конусъ имфетъ 
наименьшій объемъ, когда высота конуса вдвое больше діаметра; самый же 


когда оба фактора сдЪлаются равными, т. е. когда 


8 
объенъ — =. К", т. в. вдвое больше шара. 


680. Въ нёкоторыхъ вопровахъ (напр. теометріп) перемённыя = и у, к0- 
торыхъ сумма постоянна (а), по свойству самой задачи, пе могутъ быть едћ- 
ланы равными. Въ такомъ случа шахииит произведеня имфетъ мъсто тогда, 
когда разность между этими количествами достигаетъ наименьшей величины; въ 
самомъ дЪлЪ, воли д п у суть два перемфнныя, и 2 - у = а, то пмћемъ тож- 
дество 

ай — (2—9). 
4ту = (2-0) — (2 — у)", откуда шу == ——— > 
отсюда непосредственно заключаемъ, что ху доститнеть шахітит’а, когда абсо- 
шотнал величина разности 2 — у достигнеть шіпішит'а. 





ве Примъръ. — Данъ кругъ и хорда АВ; про- 
ИА ГАНЕ А8. вести діаметръ такъ, чтобы произведене отрћъз- 
М © ковъ СМ и МО, образуемыхъ на немъ хордою, 

/ / а имло нанбольшую величину. 
| 10 | Сумма отръзковъ ОМ и Мр, при всякомъ поло- 
7, женін діаметра, постоянна; но эти отрфзки не мо- 
\ / тутъ быть едфланы равным; сад. ихъ произве- 
А Ра денів довтигнетъ наибольшей величины, когда раз- 
Еи ность пхъ будеть наименьшая, а это будеть тогда, 
к когда діаметръ стапетъ перпендикуляренъ въ хор- 

Черт. 98. ДВ. Требуемый діаметръ есть ЕЕ. 


681. ЗАДАЧА Ш. — Найти талдтит произведеня (3 — 2°)(1 4-2%)? 
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Сумма Факторовъ постоянна и равна 10; прираввивая ихъ, получаемъ ур-ніе 
3$ —2—17--2*, или 2% — 2: равенство невозможное ни при какомъ дЪй- 
ствительномъ х. Итакъ, находимъ шшииит абсолютной величины ихъ разности: 
2-4. Миа этого бинома, очевидно, ееть 4, достигаемый при 2 — 0; елд. 
тахиииш произведенія равенъ 21, при х=0. 


682. ТЕоРЕМА. — ЛПроизведене п положительныхь факторов, 
сумма которытз постоянна и равна а, достигает наибольшей вели- 
чины, кода всъ множители дълаются равными (полагая, что ихъ можно 
сдБлать равными). 


Пусть будетъ 2.0.2.7....7 разематриваемое произведене ® перемћнныхъ мно- 
жителей, связанныхъ условіемъ 


24-9 4-24|-2...4- 0а. 


Это произведене имћетъ тахітит; въ самомъ дёлъ, каждое слагаемое по- 
ложительно, а сумма већхъ слагаемыхъ равна е, слд. каждый множитель, 
меньше с, и слъд. ихъ произведевіе, необходамо, меньше а": значить, оно не 


можетъ увеличиваться безпредъльно, и потому ихћетъ тахішит. 


Легко доказать, что оно тогда достигнетъ наибольшей величины, когда већ 
слагаемыя ед лаются равными, т. е. когда д у==2=. + - == 0. Дйетвительно, 
пусть 2 не равно у; такъ какъ наши положительныя слагаемыя подчинены 
только одному условію, чтобы сумма ихъ всегда оставалась — а, то мы можемъ 
измнять ихъ какъ угодно, не нарушая только этого условія; поэтому можемъ 
замћнить каждый изъ множителей х и у ихъ полусуммою "22, ибо отъ этого 
сумма первыхъ двухъ слагаемыхъ, а слъд. и вея сумма не измфнится. Но въ 
такомъ олуча, па основаніи, предыдущей теоремы, (когда сумма 0вул2ъ пере- 
ифнныхъ остается постоянно, ихъ произведене получаемъ наиб. величину, когда 
они равны), будетъ имфть мЪето неравенство 








ху у 
. А ОСС 
таа. (1) 
помножая 06% его части на положительное количество 2?...0, мы не измЪНиМЪ 
емыслъ неравенства, елд. 


ху т 
ы . 2+9. 28...0 > вуг. еее. (2) 


Это зпачитъ, что пока въ происведени 272...0 есть множители неравные, 
оно не есть наибольшее, ибо новое произведеніе больше ето. СлЪд. его можно 
будеть увеличавать до тћхъ поръ, пока већ множители не едълаютея равными 
между собою. Итакъ, яромзведенме доститнеть свое талітита, кода всњ 
множители сдњлаются равными (полагая, что они могутъ едћлаться равными, 
что не всегда бываетъ). 


При 2=у=2=. - . 2-0, каждый изъ равныхъ множителей будетъ 


? 


а . а\* 
=, а влёД. максимальное произведение == =) | 
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683. ЗАДАЧА І. — Какой изъ всьжь треуюльниковь одинаково пери- 
метра имъеть наибольшую плошадь? 

Пусть перем нныя стороны будутъ 2,0,2; 2р — постоянный периметръ; по 
үсловію, х-Ру--2=4р. 

Площадь $ треугольна по тремъ сторонамъ выражается формулою 


$ = Урф —=)(в — 9)(0 — 2). 

Функщя 8 пыфеть тахітитю при тъхъ же оботоятельствахъ какъ и ея 
квадратъ; приэтомъ, откинувъ постоянный множитель, мы опять не изм нимъ 
`условій шахітат”а; такимъ обр. приводимъ вопросъ къ опредфленію шах. произ- 
ведевія (р — 2)(р — уур — 2) каждый множитель этого пронзведенія положите- 
ленъ, сумма ихъ— (р — 2) (р – у) (р 2) == 3р – (Ру г) ==р —– 
величин постоянной; олд. произведене достигнетъь шахішит”а, когда већ 
множители одфлаютея равными, т. е. когда р — 2==р — у= р — 2, или х== 


А 2 
у==2. Олд. искомый треугольникъ—иравильный. Каждая сторона его == 3-2, 
2% /3 

а площадь = а. 

684. ЗАДАЧА П. — Какой из» всьхь прямоуольныль параллелопитедовь, 
имъющихь одинаковую полную поверхность, имњетъ наибольший объемь? 

Пусть ху и 2 будуть перемнныя измфреня этихъ параллелопипедовъ, 
$ — данная полная поверхность; имфетъ: 

$ — 25у | 222 -|- 202. 

Перем®нный объемъ 0 — хуг. Его шахітит будетъ при тёхъ же условіяхтъ, 

какъ шахітюит его квадрата: 0°: (2у)(22)(уг). Но эти три положит. множите- 


5 : 
ля имфють постоянную сумму 9° елд. тахішит имћеть мсто при ху= 


д2 42, откуда: х—у=2. Это значить, что наибольшій объемъ имфетъ 
5 3 
кубъ; величина максимальнаго объема алан =(5)т. 


685. ЗАДАЧА Ш. — Зная, что шх“ -|- пуб -|- рл! =: 4, найти тагіётит 
произведенся х“ УВ т”. 
Произведеніе 2* у” 2' имфетъ тахішиш при тъхъ же обстоятельствахъ какъ и 


ттр.а* у? 27 ‚ т. е. какъ и (т )(пуВ )(р="); но сумма акторовъ этого послд- 
няго произведеня постоянна (и равна 4), слъд. это произведеніе, а съ 
нимъ и предложенное, имфеть шахипиш, когда множители равны, т. е. 
когда та == та ==рг! — 2. Такпмъ образомъ, максимальное значене предло- 
Й 43 
женнаго лроизведевія — ===" 
Напр., найдемъ, что произведене ху, при услови 32 -|- 4у:=12, имфетъ 


шахциии — 3, прих == иу 





8 А у 
2 Произведевіє 22%, при условіи 32? -|- 





Бу | 728—315, иметь шахішитю = 35.21.15, при #=/35, у=21, 2= 
У15. 
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686. Примъчане І. — Въ теоремъ ($ 682) было дано, что перемфнныя 
2, у, 2, . . ПОДЧИНЯЮТСЯ только одному условію, чтобы сумма ихъ была по- 
стоянва; если же эти перемънпыя будуть подчинены еще другимъ условіямъ 
(выражаемымъ равенствами или неравенствами), то мы уже не имћемъ права 





утверждать, что если перемфнныя 2, у, 2,. . могутъ принимать значеніа 2”, 
. 47 Г. А 
у, =’... . То могутъ принимать и значеня ане +5 ‚2... Олд. 


доказательство наше было бы неприложимо. Вообще, множители не могутъ быть 
равными, имЪть постоянную сумму и удовлетворять еще другимъ условіямъ; 
такъ-что теорема $ 682, вообще, не будетъ имфть мъета: махшиию произведе- 
пія будетъ вообще меньше той величины провзведенія, какую оно имфетъ при 
равенствв множителей. 

Раземотримъ, напр., произведеніе трехъ положительныхъ чиселъ 2, 7, 2, 
сумма которыхъ постоянна и == 12, сл. удовлетворяющихъ условію 


И Йа алаан Й) 


Пусть, кром% того, числа эти связаны еще условемъ 


24-5у4- деа... еее нь и . (2) 
тд а- постоянная величина. Назовемъ перем нное произведеніе, удовлетворяю- 
щее этимъ двумъ условіямъ, черезъ Р. Раземотримъ также произведене 0, трехъ 
положительныхь чисель 2, у, 2, удовлетворяющихъ только условно (1). Махі- 
шим произведен!е () будеть имёть при х=—у==2==4; самый же тах. = 64. 
Что касается перемЪннаго произведенія Р, область его значен!й будетъ ограни- 
ченнфе области значеній 0: произведевіе Р не можеть принимать воёхъ зна- 
ченій, которыя можеть имфть (; въ самомъ дЪлЪ: для составленія 0, нужно 
отыскать већ системы положительныхъ рфшенй, удовлетворяющихъ неопред. 
ур-нію (1). Для составленія же значеній, которыя можетъ принимать произве- 
пене Р, нужно изъ већхъ сказанныхь системъ выбрать только тъ, которыя 
үдовлетворяютъ и ур-нію (2). Отсюда очевидно, что во-первыхъ, тахішат (Р) 
не м. б. больше тахіютата 0, во-вторыхъ, что тольво въ иеключительномъ 
случа шахиииш произведенія Р будетъ равенъ тах. (0), вообще же шахішит 
Р будеть меньше тахітюит”а 0. 

Сказанный исключительный случай —тотъ, когда ур. (2) удовлетворяется 
величинами х= у == 2—4, что имћетъ место при а=4--5 «44-2 4—32: 
въ этомъ случаћ 64 будетъ находиться въ чиелъ значеній, которыя принимаетъ 
Р, а такъ хакъ шах. (Р) не м. б. больше тахіт. (0), и 64 есть шах. про- 
изведенія @, то тъмъ болће 64 будеть служить шахіши’омъ и Р. 

Обобщая это разсужденіе, заключаемъ, что если Факторы произведевія по- 
ложительны, имћютъ постоянную сумму и подчинены еще другимь условямъ, 
тахішиш пропзведемія вообще меньше той величины его, какую оно получаетъ, 
если већ множители сдёлать равными; этой послћдней величин шахішит про- 
изведевія равепъ только въ томъ исключительномъ случа, когда већ условия, 
которымъ Факторы подчинены, удовлетворяются, когда сдфлать эти Факторы 
равными. 

Интересный прим%ръ на этотъ исключительный случай предетавляетъ про- 
изведеніе 2”у"2”, состоящее изъ и множителей равныхъ =, »—равныхъ у, и 


© 
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р множителей равныхъ 2, съ условіемъ, что сумма тх-- му |- рг већхъ мно- 
жителей равна постоянному а. 

На основаніи сказаннаго выше, это произведеніе будеть имфть шах., когда 
всф множители равны, если только равенство Факторовъ будетъ совмФетно съ 
остальными условіями, которымъ множители подчинены. 

Равенство ә множителей х-су дасть т — 1 соотношене; подобно этому 
имфемь еще —1 ир—1 условій, что составляеть т 4-0 4-р — З условія; 
присоединивъ еще равенство суммы већхъ множителей количеству а, получимъ 
т- п -|- р — 2 соотношеня; присоединяя еще два ур-нія х=—=у == 2, всего бу- 
демъ им®ть тр үр-ній для опредълепія столькихъ же количествъ, а это 
вообще возможно. Олћд. въ этомъ елучаЪ, налбол. вел. произведеніємъ дости- 
гаетея при 

а 
тир. 

687. Примьчате ПГ. — При показательств® теоремы (682) мы предпола- 
гали, что већ множители положительны; при этомъ услови изъ неравенства (1) 
и было получено (2), доказывающее теорему. Но теорема, очевидно, имфетъ 
мето и въ томъ случа, когда всњ множители отрицательны, если только число 
ихъ четное. Въ самомъ дълъ, отдћливъ два изъ нихъ (2 и у), мы изъ не- 
равегетва (1), умноженіемъ обфихъ частей на положител. количество 2. . . “/, 
опять получимъ неравенство (2). Если же веъ множители отрицательны и 
число ихъ нечетное, то произведене будетъ шіпітшо, когда већ множители равны. 
Въ самомъ дл, если, взявъ произведен!е нечетнаго числа положит. множите- 
лей, перемънимъ у нихъ знаки, то и знакъ произведенія перемънитея. Но если 
Функція 0 пмфеть тахітит М, то Функція (— С) имфетъ шиииит (— №); по- 
тому-что, если М есть тах. (0), то 0 < М для вефхъ значеній этой Функціи, 
близкихъ къ М; а изъ неравенства 0 < М пыфежь — 0 2> —М, сл. —М есть 
тіпт Функціи (— 0). 

Наконець, если не већ множители отрицательны, то произведене не им%л0- 
бы тахітюищ'а, ибо при постоянной суммЪ множителей ихъ абсолютная величи- 
на могла бы увеличиваться неопредвленно; и если число отрицат. множителей 
четное, произведене было бы положительно и могло бы быть какъ угодно велико. 


1—9 —2 


688. Примњчан?е ТП. — Для двухъ множителей теорема о шах. произве- 
денія была доказана еще Никомахомь 100 лћътъ спустя пося$ Р. Х. 


689. СлЬдствіе теоремы $ 682. — Ариометическая средина п положи- 
тельныть количеетвь х, Х., . . .Х,. и3ъ которыть по крайней мљрњ два 
неравны, больше ить 1еометрической средины. 


(ве . ан) 


Взявъ 





тъ 
и произведеніе 2, х. . . х,, замфчаемъ, 


п 

что то и другое произведения состоять нзъ я множителей, сумма которыхъ оди- 
накова (—=2--=.--. - - --2,); но въ первомъ произведеній всъ множители 
равны, во второмъ, по крайней мЪрф, два неравны, слЪд. первое произведеніе 
больше втораго: 


21-7 2 Ба 
(бат: та) 


тъ 
>22, . . . 2 
п 120 т? 


— 821 — 





откуда ааа ИВ ме = > "р в 


690. Когда множители, имфя постоянную сумму, не могутъ быть едвланы 
равными, прямое приложен!е теоремы (682) становится невозможно. Однакоже, 
методъ пеопредфленныхь коэъФиціентовъ даетъ возможность непрямаго прим*- 
ненія теоремы. Приводимъ въ пояснени сказаннаго слћдующую задачу. 


ЗАДАЧА. — Бъ ирямоуюльномь картонномь листњ, стороны котораю 
равны а и Ъ, требуется вынуть по уламь таже 
равные квадраты АЕКТ,.., чтобы залнувь весь че л Г 
тыре прямоугольника ЕКММ,... перпендику- У 
лярно къ плоскости КМТ, составить коробку нан- 
большей вместимости? 

Пусть АЕ =х, АВ=Ь, Аба; стороны 
основания коробки выразятея оормузами а — 22 п 
5 — 20, высота =. Объенъ У коробки (какъ 
прямоугольнаго параллелопипеда) 


У — (0 — 22)(— 22). = 


Чтобы сдВлать сумму множителей постоянною, введемъ множитель 4 (введеніе 
постояннаго множителя 4 не вліяетъ на условія шахипит’а); получим: 
4У = (а — 22)(Ь — 2%) Ах, 

т. е. произведевів положительныхъ перемённыхъ множителей, которыхъ сумма 
(а — 220) -- (© —2ж)--4х равна постоянной величин а -|- 5; но какъ Б> и, 
то ни при какомъ 2: нельзя сдълать а — 220 — 22, и теорему (682) въ 
данномъ случав нельзя примфнить непосредственно. Чтобы найти шахииит про- 
изведенія (а — 22)(6 — 2х)5, замтамъ, что не измфняя условій тах., мы м0- 
жемъ умножать два изъ этихъ трехъ такторовъ на яромзвольныя постоянныя 
количества, напр. первый на х, второй на В, и искать тахітит произведеня 


УВ = (аа — 202)(58 — 282). 
Пользуясь неопредфленностью постоянныхъ а и В, можно выбрать ихъ 


такъ, чтобы сумма всъ трехъ множителей была постоянна. Представивъ эту 
сумму въ вид 





х В 











Черт. 99. 


ах 08 — (2-28 — 1), 
находимъ, что она будетъ независима отъ х и сиё. постоянна, когда 
да | 28 — 1—0. Такимъ образохъ х и В должны удовлетворять неопред%лен- 
ному ур-нізо, и слъд. существует безчисленное множество паръ зваченій о и 
В, дълающихъ нашу сумму постоянной. Но изъ этихъ паръ надо выбрать та- 
кую пару зпаченій а и В, при которой множители были бы равны. Итакъ, для 
опредъленія а, Ви х имћемъ 3 ур-ніл: 


2. --28—1—0. . (1) (а — 22) =2. . (2) 8(00— 20)-==. . (3). 
Им%я 3 ур-вія съ 3 неизвфетными, мы получимъ опредъленныя зпаченія 
для х, Ви <; но намъ нётъ надобности опредфяять х и В, а только х; съ 
этою цфлью исключаемъ изъ ур-ній (1), (2) и (3) а и В, чтобы получить 
ур-ніе съ однимъ неизвЪетныхь 2. Изъ (2) и (3) имфемъ 
21 
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2 & 
а а в 
подетавивъ въ (1) эти значенія х и В, имфемъ ур. 
22 22 
пета ты аа 
ИЛИ 122 — 4(0 4-5) 4-а =0.. ....... (4). 


Это ур-ніе и даетъ такой х, при которомъ УВ, а сл. и У имфеть тахі- 
шиш. Рёшая это ур., имфемъ 
ауа 2 — аб 
я == 6 . 
Оба корня дБйствительны, ибо @-- 5 — 05 = а | 5° — 246 -|- аф = 
(а — 0)? 4-а — количеству положительному; они положительны, такъ какъ 
произведеніе и сумма корней положительны. Но чтобы корень ур-нія (4) давалъ 
ръшевів задачи, недостаточно, чтобы онъ быль дёйств. и положит.; нужно еще, 
чтобы онъ былъ меньше половины меньшей стороны прямоугольника АВО. 
Пусть а < 6; тогда можно взять оба или одинъ корень, смотря потому, будутъ- 





а 
ли оба они, или только одинъ заключаться между 0 и а" Подстановка въ 


А а Ь 
первую часть ур-нія (4) выЪето х количествъ 0, 5 И 5 ДАТЬ. 
4-а, аа— 0), 5 —а): 
первый результатъ положителенъ, сл. 0 заключается вн® корней; второй рез. 


отрицателенъ (ибо а<5), елд. г лежить между корнями; третій результатъ 


Ы 7 
положителенъ, сл. > — внф корней. Такимъ образомъ, называя 2” мевьшій ко- 


рень, х большій, имћемъ 
а „2 В. 
<< <“<., 
откуда слфдуетъ, что большій корень 2”, какъ больший > не можеть елу- 


А а 
житъ отвтомъ; меньший же корень 2”, будучи меньше 5° И служить отвћтомъ 


на задачу. Итакъ высота коробки наибольшаго объема равна 
44-6 — үа? 4-52 — аъ 
2 — . 
6 
Когда а=, т. в. картонъ имфетъ Форму квадрата, прямо изъ послёдней 





а 
Формулы находимъ: 2 ты 


Примњчаніе. — Ееди произведеніе содержитъ  перемённыхь множителей, 
зависящихъ отъ 2, то произвольныхъ постоянныхъ надо брать и — 1; вмћетЪ 
съ х они составятъ % неизвфетныхъ. Требоване, чтобы сумма оакторовъ рав- 
нялась постоянной, даетъ 1 ур., а сравненіе » множителей дасть м — 1 ур-ній, 
веего ® ур-ній, т. е. сколько неизвфетныхъ; поэтому, метода —общая. 
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Приложен!е способа неопредъленныхъ козооиціентовъ къ вопросамъ о шах. 
и шіп. принадлежитъ Грилье. 


691. Теорема. — Если сумма нюсколькихь положительныхь пере- 
мънныхь х, ү, 2, постоянна и равна а, то троизведеніе хРуч2”, гдњ 
р, 4, г данныя цљлыя числа, импетз тазлдтит, кода перемьнныя 

. х 2 
пропорціональны своимз показателамъ, т. е. когда ЕЩЕ, пола- 
зая, что х, у и 2 моцутз удовлетворить этим» условіям». 

Зам чая, что введеше постоянныхъ множителей не изыфняеть условій 


шахішит'а, заключаемъ, что данное выраженіе будетъ имфть шах. при та- 
КИХЪ ж6 2, у, 2, Бакъ и 


х я Е У у 2 & 2 

—_. —. О 1 —— —. —__. 2 О . — — • —— Ф » ® С —— 

р т р а а тот т 

——ы————/ а ———.——— 
р множит. [71 множит, г иножит. 


Произведен!ю это состоитъ изъ р | 9 |- ~ множителей, которыхъ сумма по- 
2 
стоянна и равна а, такъ какъ е : НУ». р==2, ии. . 


. =. 4=у и =. .. +=: 7 Примфняя сюда те- 


орему $ 682, заключаемъ, что произведенів достигнеть шахииии”а, когда множи- 
тели сдБлаются равными, т. е. когда 


Е 


р 9 т 
Пользуясь извћетнымъ свойствомъ равныхъ отношеній и помня, что 
ху | 2а, имфемъ: 
2 == Ра ——3 у=—® Е 
рат а ра” 


самый же шачшиш = 





ТЫ а и 
Е 
эа-// . 
692. ЗАДАЧА І. — Какой изъ всњтъ конусовъ, вписанныхь въ данный 
шаръ, имљетљ наибольийй объемь? 


Обозначивъ радіусъ основавія конуса буквою 2, разстоявів центра шара 
отъ этого основанія буквою у, и буквою В радіусъ шара, имфемъ 


Бу, У= таң 9): 
или, замнивъ 2° его величиною В? — у, найдемъ 


У Ва В 9) (В УЖЕ). 


1 Р 
Отбросивъ постоянный множитель т, и разсматривая произведеніе (84-у)* 


21* 
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(Ву), замћчаемъ, что сумма первыхъ степеней множителей, т. е. (В--у)-|-(В—9) 
равна постоянпой 2, елд. произведеніе иметь шахиаи, когда перем$нныя 


В Ву 8— 
В+-у и В — у пропорціональны своимъ показателямъ, т. е. и, 
В, 
откуда у= =. 
693. ЗАДАЧА П. — Описать около данноло цилиндра конусь наимен»- 


шоло объема. 


Если вообразимъ (черт. 77), что вершина А перем щается по оси АТ. отъ точки 
Н, то объемъ конуса вначалЪ безконечно-великъ, ибо основаніе его какъ угодно 
велико, а высота близка къ НБ по мёрф удаленя точки А въ безконечноеть, 
объемъ снова приближается къ безконечноети, ибо высота стрематся къ безко- 
нечности, а основане—къ конечной величин основанія цилиндра. Измняясь 
отъ ОО до ОО, объемъ конуса проходить чрезъ тіпітит. 


Пусть Н и К — высота и радіүсъ основанія цилиндра, х и у — высота и 
радіусъ основанія конуса. Объемъ конуса будетъ У стуу но у: Ё2:(2 Н), 
что слфдуетъь изъ подобія тр-ковъ АВГ и АЕН; слћд. 


КОЕТ я , 
ү вт". (== Н)? 


1 ри А 
Отбрасывая постоянный множитель 3 В», ищемъ шшипиш выраженія 


23 (х — Н)? 


(2и) соотвћтетвующій шахииии’у выражевія <—-—;--› которое можно пред- 


1 Н \ Е . А : 
ставить въ вид» 1—5) . Условія тахітит'а этого выражевія не изм%- 





нятея, если помножимъ его на постоянное количество Н, что Даетъ 


Н Н\* 
тать 


Н Н 
Сумма первыхъ степеней производителей „в 1— = ёсть величина по- 
стоянная 1, слъд. по теорем $ 691 тахітит имфеть мёсто, когда 


1-Е 
2 
— = Е 


я 





|а | 


откуда х=3Н. 


Итакъ объемъ конуса достигаетъ шіпішит'а, когда высота конуса дъдаетоя 
втрое больше высоты цилиндра. Подставляя ЗН вмъсто х въ (1), находимъ, 


9 9 
что минимальный объемъ = "ВАН, т. е. составляеть -- объема цилиндра. 
694. ЗАДАЧА Ш. — Какой изъ всътъ конусовъ, описанных» около дан- 
назо полушара, имњеть наименьшую боковую поверхность? 


Ќакъ и въ предыдущей задач, сначала & ргіогі убъждаемся, что разематри- 
ваемая поверхность имћетъ тіп. 
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Пусть радіусъ шара будеть В; хуи 8 — высота, радіусъ основанія и 


боковая поверхность конуса; имћемъ: 








9 == пух АС. 
Подобные тр-ки АОС и АОК даютъ: 
АС ЯН... 10 
ЕА в уз — 1 
откуда ВОИ о ; 
26 а! — В? 
елд. $ = в. == 


Вопросъ приводитея къ отысканію шишиию’а 


9 _ ро 


обратной функцій 


Ф 
2% — В?’ 





Черт. 100. 


З 
и олд. шахіюшп”а 


а? — Б? 1 р? 
—-.=-—, которой можно дать видъ =(1 — =) Возвысивъ 
2 2 Ф 


въ квадратъ и умноживъ на В?, что не измЪнитъ условій шахипит’а, приво- 


димъ вопросъ къ нахождению шахітит'а выраженія 


=) 


В? В? 
въ которонъ множители =. а 1 — =, инфють постоянную сумму, равную 1; 


и сад. произведен!е это будеть имфть шахітит тогда, когда 


2 а 
м В 
я 

=“, 


Ее 9 


откуда 2%: 38°, и слъд. === К/З. Заключаемъ, что конусъ минимальной боко- 
вой поверхности имћетъ высоту, равную сторон правильнаго треуг-ка, впи- 


3 — 
сзннаго въ большомъ круг шара; самая же минимальная поверхность = "В\/З. 


695. ЗАДАЧА ІҮ. — Равнобедренный треуюльникь АВО, вписанный въ 
данный круь, вращается около касательной ху, параллельной ею основанію; 
каковы должны быть размъры треуюльника, чтобы объемь, им описанный, 


имльль наибольшую величину? 

Пусть 01=х, ГА = у. 0бъемъ выразится 
разностью между двойнымъ объемомъ уефчен- 
наго конуса, описаннаго трапеціей АРЕС, и 
циландромъ, описаннымъ прямоугольникомъ 
АВЕ, т. е. 


у = ава (Еа) (6—2) я (В—2).2у; 


замфнивъ у его величиною \/В? — 27% и упро- 
стивъ, приведемъ выражен!е къ виду 





Ү= 27028 — 2)(Е а) — 9. 





Черт. 101. 
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Можемъ искать шахипии квадрата этого выражен я, или, отбрасывая по- 
стоянный множитель, — выраженія 
(В 4-2). (В — 2). (26 — х)? 
Помяоживъ К -|- 2 на 2, мы сдЪлаемъ сумму первыхъ степеней этихъ мно- 


жителей постоянною; но примфнен!е теоремы $ 692 поведетъ къ равенетвамъ 


зра Ве. ав, которымъ нельзя удовлетворить никакимъ значе- 


ніемъ 2. Поэтому, обращаемея къ способу неопредфленныхь коэофищентовъь; 
помноживъ В-- хи К — 2 на произвольныя постоянныя х и В, замчаемъ, 
что сумма «(В 4-2) -Ь В(В — 2) - (28 — 2) будетъ постоянна при х — В — 1—0; 
и тогда тахітит будетъ имфть мъсто при үсловіи 


«(В -- =) (8—2) 28—25. 
Е ат 
Выражая отсюда х и В черезъ 2, находинъ 
„2308—20 р. 28-2, 
— 90842) ' ^^ В-—Э 
Подетановка этихъ величина а и В въ ур-ніе х — В —1==0 даетъ: 


3(28 — 2) 2, —х ИИ о 
(8+ а) ав 0 или 32 — 5Вх-Р К 0. 





Легко видёть, что корни дъйствительны и оба положительцы; но задач 
можеть отвфчать только тотъ изъ нихъ, который < К. Подстановка В, въ первую 
часть ур-нія даетъ результать (— К°): заключаемъ, что В находитея между 
корнями, т. е. большій корень больше, а меньший — меньше В. Откидывая боль- 
шій корень, соотв%тствующій знаку -- лередъ радикаломъ, находим»: 

258 М25632 — 1282 _ Е(5— М18) 
6 6 

696. ТЕорРЕмА.— Сумма двухь перемънныхь, которых» произве- 
деніе равно положительному постоянному, импеть тажтит, кода 
оба слааемыя отрицательны, и тіпітит, кода они положительны; 
причем» тазітит ш тіпіттт имњютъ мњсто, кода оба количества 
равны между собою, ссли только онш момутъ быть сдъланы равными. 
Сумма же двухз перемънныхь, которых прөизведеніе равно постоян- 
ной отрицательной величин, не иметь ни тахітитг^а, ни тиититга. 





Прямое доказательство. —Пусть произведеніе — р, а одинъ изъ множителей 


его = 2; другой множитель будетъ Е. а сумма ихъ 


у==-- >. 


1-й случай: р<0.—Назвавъ абсолютную величину произведешя р черезъ р’, 
имБемъ 
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Будемъ измфниять х отъ — со до -- со. При = —с0, у= — оо 
Ч 


5=—05; по м%р% приближеня х къ 0, первый членъ, оставаясь отрица- 


/ 
тельнымъ, увеличивается до 0, второй членъ (— Е), оставаясь положитель- 


нымъ, увеличивается до со; елфд, и сумма у увеличиваетея отъ — оо До 
-|- со. — Продолжавмъ увеличивать = отъ 0 до -|- со. При = немного большемъ 
нуля, первый членъ суммы весьма малъ; второй членъ, будучи равенъ — р’, 
дленному на весьма малую положительную величину, будетъ равенъ отриц. 
числу съ весьма большою абсолютною величиною; слёд. при переход = чрезъ 
0, еункція претерпфваеть разрывъ непрерывности, дфлая скачекъ изъ -- со въ 
— оо. При дальнфйшемъ увеличены 2 до -- оо, первый членъ возрастаетъ до 
-— оо, второй, оставаясь отрицательнымъ, приближается къ 0: оба члена опять 
увеличиваются, потому и сумма ихъ возрастаеть отъ — оо до -- оо. 


Такимъ образомъ при увеличеніи х отъ — 00 до -|-оо, у претерпћваетъ 
два ряда измБненй: въ томъ и другомъ у идетъ непрерывно увеличиваяеь отъ 
— оо до оо; оба ряда раздфлены разрывомъ непрерывности, имфющимь мђсто 
при === 0), Функція не имћетъ, слёд., ни шах., ни шіпішат'а. 








Таблица измтненай у. Кривая измњненій. 

х у 

— Со — оо 

А Е № 
> 
. < 
-з 
55 
Е 
б > 
Е: 
° Е Е, 
0 — № + оо р 

о» — 00 
® |=) 
о 
ә © 
5 
. ё 
3 

И = Черт. 102. 

| я 

+ оо со 


Оба ряда изображаются ординатами кривыхъ ММ и РФ, имющихъ ассимп- 
тоту у; ось х они перескаютъ въ разетояніяхъ оть начала, равныхъ + ур 


ГА 


и — үр": ибо изъ у = 0 слдуетъ 2—20, откуда х = р" п су. 
2-й случай; р> 0.—Въ этомъ елучаћ 


ИЕ оаа АЧ) 


Этому равенству посл®довательно даемъ видъ: 


Мене =/+6- 5)“ 
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Будемъ увеличивать = 0тъ 0 до 1 оо. При увелачени = отъ 0 до үр, 


Функція 2 — 5, по предыдущему, увеличивается оть — оо до 0), а елд. 
В 
( — 2) уменьшается отъ -|- оо до 0. При возрастаніи = отъ -|- /р до Е со, 


2 — — возрастаеть, а вмЪетЬ съ тЁмъ п квадратъ этой Функція, отъ 0 до -- оо. 


Функція у, оставаясь положительною, уменьшается сначала отъ -|- оо до -|- 2/р, 
а затъмъ увеличивается отъ -|- 2/р до -- оо. Олд. у проходить чрезъ шірі- 
шии 4 2р, пря == ур. 

Изъ (1) непоередственно ясно, что при двухъ значеніяхъ =, равныхъ по 
величин, но противоположныхъ по знаку, у имфемъ величины равныя, отли- 
чающіяся только знаками. Олд. въ интерваллф измёнешй х отъ —-оо до 0, 
Функція возрастаетъ до тахішит”'а — 2/р, при 2=— үр, а затъмъ при уве- 
личеніи х отъ — үр до 0, у уменьшается отъ — 2/» до —©0. При переход 
х чрезъ 0, имћетъ мфето разрывъ непрерывности изъ — со въ - оо. 
Таблица измъненй у. 

2 У 
— 00 — оо 


Кривая измљненій. 





— үр | —2/р тахіш. 


о — со 


0+ 4-оо 





+ Ч ШЕЮ. 


Черт. 1083. 


08] + 
Непрямое доказательство. — Обозвачивъ данное произведеніе перемфнныхь 


ди 2 буквою р, а сумму ихъ 5, ныфемъ ур-ніе 


0. 
=. еее (Ш. 
РЪшая ур-ніе (1) относительно =, имфемъ: 
С СИ 
2 = {үт Р. 


52 _ 
Чтобы перемънное х было дъйствртельно, необходимо, чтобы было т> 
или 5% = 4р. Различаемъ два случая. 
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І. р<0.—Услове 5% > 4р веегда бүдетъ удовлетворено, каково бы ип 
было 6; сл%д. сумма двухъ акторовъ, произведене которыхъ равно постоянной 
отрицат. величин®, можеть имфть већ величины отъ — со до -- оо: сумма В 
не имфетъ ни шах., ни тіп. 


П. р> 0. Неравенству 5° = 4р можно дать видъ 
(8 4 2/5 )(5 — 2р) = 0; 
оно будеть удовлетворено, если оба множителя будутъ имЪть одинаковые знаки; 
слъд. должно быть: 


1) Ила: $ = 2/р, откуда: шіп. (8) = 2р; причемъ а= == /р; другой 


2 


мпожитель также = 2 = үр. 


Е = 

== 5 2 

2) Или: $ = — 2р, откуда: шах. (3) = —2үр; причемъ #= 5 == — Ур; 
другой множитель = Е —— үр. 


Итакъ: шошиий и тахішию суммы имфютъ мсто при равенствћ слага- 
емыхъ. 

697. ЗАДАЧА І. Изь вспть прямоуюльниковь одинаковой площади какой 
имтъеть наименьийй периметръ? 

Обозначая перемънныя измренія прямоугольника черезъ = и у, имфемъ, 
по условно: лу = а?, гд а? постоянно; найти шіпімитю периметра 22 + 27, 
или шіп. (2-4-7). Такъ какъ 2 м. б. сдълано равнымъ у, то площадь тогда 
получимъ наимепьшій периметръ, когда будетъ 2—0 а, т. е. когда прямо- 
угольникъ обратится въ квадратъ: Самый іпішит периметра равенъ 44. 


698. ЗАдлчА П. — Даны дењ параллели в точка А межиу ними, слу- 
жащая вершиною прямало ула прямоулольнало треуюльника, которало друмя 
дењ вершины лежать на каждой изъ параллелей. Какое положеніе нужно 
дать треуюльнику, чтобы площадь была тіпёта? 

Проведемъ общій перпепдикуляръ ОЕ къ параллелямъ, 

и пусть: Ара, АЕ—=Ь, ЕС=х. Углы ЕАО п АВО равпя п В 
по перпедикулярности сторонъ, елд. треугольники ЕАС РАВ 


А 
подобны, и потому 
АС:ЕС = АВ:АР, или АС:5 АВ:а с... (1) 
Умножал оба предыдущие члена на АС, имфетъ: Аб?: 2 = Е С 
АВ.АС:а, слёд. удвовнная площадь треугольника АВС, или Черт. 104. 





АВА, но Аб’—52- 2°, откуда: 
ъз 
2 пд. АВО = (Иа) = а (4-а): 


; 52 р 
Произведен!е положительныхь членовъ и 2 равно постоянному 6%, слЪд. 


рз е р^ 
сумма — -- < пыфеть шина, когда с == 9, пли х2 = 6%, откуда === 6. Но 


изъ рав. (1) видно, что при х=6 имфемъ: АВ = Аб. Заключаемъ, что тре- 
буеный треугольникъ есть равнобедренный. 
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699. ЗАДАЧА Ш. — Охредљлить наивиподниййшее соединеніе элементов 
зальванической баттареи при данномь внъшнемь сопротивлени. 

Пусть вефхъ элементовъ М; электровозбудительная сила каждаго Е, внут- 
реннее сопротивлен!е каждаго элемента о, данное внфшинее сопротивленів у. Раз- 
д®лимъ элементы на т групиъ по я элементовъ въ каждой: М — т.п; въ каж- 
дой групи соединямъ полюсы параллельно (цинкъ съ цинкомъ, уголь съ углемъ), 
и полученныя группы соединимъ послЪдовательно; составитея баттарея какъ бы 
изъ 2 большихъ элементовъ. Эдектровозбудательная сила каждая изъ нихъ = Е, 


р 


у 
т 


всей баттарен — тЕ; сопротивлен!е каждаго изъ такихъ элементовъ == 


внутр. сопр. всей баттареи == т. Ё. Сила тока 
_ МЕ _ МЕ 
ов Мр 

т. + а | 7% 


| 


Числитель МЕ этой дроби есть величина постоянная, знаменатель — содер- 
жатъ перемЪнное »; дробь будеть имфть шахиииш, когда знаменатель достиг- 
25. : М 
неть шиишаш”а. Но произведене положительныхъ перемфнныхь 2. и ую есть 
величина постоянная (Мох), сид. сумма будетъ имфть шіпішшю, когда 
Ме __ т 
==, ии 2-р“, 


т. 6. сила тока достилаеть тазатита, кода внутреннее сопротивлене бат- 
тареи равно внъшнему. 

700. Когда положительныя слагаемыя, коихъ произведене постоянно, не 
могуть быть едъланы равными, шілішит ихъ суммы будетъ им%ть мото тогда, 
когда абсолютная величина ихъ разности достигнетъ минимума. 

Въ самомъ ДЬШЬ, называя перемфиныя буквами х и у, имфемъ тож- 
дество 

(24-0) = 42у (= — 0), 
гд 42% — постоянно, слёд. вторая часть достигнетъ шіпітош”а, когда (2 — У)" 
будеть тіпіо , т. е. когда абсолютная величина разности д — у будетъ шіпіта. 

701. ЗАДАЧА ІҮ. — Имњемь перемънный 
ромбь, оппсанный около даннало круа, и впи- 
санный прямоуюльникь, вершины которало на- 
годятся въ точкать касанія сторонз ромба. 
При каком» положени прямоуюлника сумма 
площадей обоить четыреуюльниковь будеть 
тітта. 

Когда точка А будетъ удаляться по лини БА 
отъ точки 8 въ безконечность, площадь ромба 
будетъ измёняться отъ безконечпости до безко- 
нечности; олд. сумма обфихъ площадей сначала 
үменьшаетея, затЬмъ начинаеть увеличиваться, 
слёд. проходить чрезъ шшипам. ЗатЪмъ, легко 





ХС 


Черт. 105. доказать, что произведен!е площадей остаетоя жо- 
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стояннымь; въ самомъ дл», обозначая площадь ромба буквою 7, площадь пря- 
моугольника 1’. и замфчая, что 2 == 4ЛА0Ор ,7' —=ЗАОРЕ, имфемъ: 7:24 = 
ОРЕ:А00-— В: АЮ“; но 7 =АО.2Б,, олд. 77:27 = 4В':7*, откуда 2.0 = Ви — 
величин постоянной. Хотя произведеніе разематриваемыхъ перемфнныхъ и по- 
стоянно, но какъ мы яе можемъ площади сдфлать равными (ибо они всегда 
раздђлены площадью круга), то для опредленія шииташ’а 2-- 2’ должны 


исвать шіпіоот разности 7 — 1” 4 (Е 4- АЕР). Но рЕ0 = = у х 29 = 


У, = 
УХ == о а АЕР = =.) саъд: 
оу ое 
ваи) ан) 
Замфчая, что 2*-|- у К°, имфемъ отсюда: 2! 4- у‘ — В — 222%, олд. 





Ві 9520 
Е ЕЕ аа А 
2 

Очевидно, это выраженіе пифеть тіпіюит, когда 2% имфетъ шахипош; 
но сумма 2° 4 у? равна постоянной В», елд. ху? инъетъ махиииш при 2 у. 
Итакъ искомый минимумъ сумм 7 -|- 17” пмфеть мёсто тогда, когда прямоуголь- 
никъ обращается въ квадратъ: тогда и ромбъ обращается въ квадратъ, и вели- 
чина шір. (2 4- 7’) = 66*. 

702. ТворЕмл. — Сумма п положительныхь перемънныхе, кото- 
Рых» произведеніе постоянно, имњетъ тіпітит, кода этш п коли- 


чествъ равны между собою (полагая, что они могутъ быть сдфланы 
равными). 


Нужно доказать, что если 2р2... = а, тд а поетоянно, то сужма х 4- у -|- 
2-Е. 5 2 выфеть шіпішиш, когда 2=у=г==. . ‹ = Ё үа, асамый 
шіпішию == ө а. 

Во первыхъ, сумма имфеть шшииии, ибо она всегда > 0. Докажемъ, что 


пока слагаемыя неравны, сумма можетъ быть уменьшена. Пусть, напр., 2 не 
равно у; мы можемъ замфнить каждое изъ этихъ перемфнныхъ квадратнымъ 


корнемъ изъ ихъ произведенія, не нарушая условія 272. · • ѓа, ибо уху. 
Му == у; но тогда, въ силу теоремы 696, будемъ им®ть 
Му + уу <, 


а придавъ кт обвимъ частямъ этого перавенства по 2-|-. · - -|- {, найдемъ 
Узу уху г: < 49424 

Значитъ, пока въ сумм ееть неравныя слагаемыя, сумма эта можетъ быть 
уменьшена; стало быть мы можемъ ее уменьшать, т. е. она не достигнетъ 
наименьшей величины, не будеть тіпіша, до тъхъ поръ, пока већ ея части 
не сдлаютоя равными. Итакъ, ши суммы иметъ м%сто при равенств® сла- 
гаемыхъ; тогда условів 2у2. · . ёс а обратитоя въ 2" а, откуда 2/0, 
и шіпітитю суммы = п/а. 
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Примъчане Т. — Эта теорема, вообще, перестаетъ быть върною, если пе- 
ремфнныя подчинены пнымъ условіямъ, кромЪ неизмфнноети ихъ произведенія. 
Но если новыя условія дозволяютъ перемннымъ х,у,. - - едёлаться равными, 
теорема пмћетъ мето. 


Принњчаніе ІТ. — Если всњ слаламыя отрицательны, то при постоян- 
ствњ ить пронзведенія, сумма ить имњетъ тахітит, кода вст они равны. 


Пусть какія нибудь два слагаемыя хи у неравны; не измфняя условія 
1у2. + ‹ = а, можно каждое изъ нихъ замфнать отрецательнымъ \/2у; НО из- 
вфетно, что если произведене двухъ отрицательныхь постоянно, то сумма ихъ 


имфетъь тахииит, когда они равны; елъд М9 уту > = |, откуда, придавая 
къ обфимъ частямъ по 2--. • • Ь найдемъ 


Уву- уву а + Еа у 4 . 
откуда видно, что вели два какія нибудь слагаемыя неравны, то сумма можеть 


быть увеличена; заключаемъ, что сумма достигнеть тахішит'а, когда вов ея 
слагаемыя будутъ равны. 


703. ЗАДАЧА 1. — Изь всњхъ треуольниковь, импющиль одинаковую 
площадь, какой интеть наименьшій периметръ? 


Обозначивъ стороны черезъ 2,7,2, а постоянную площадь буквою 0, имфемъ 
(202) 8) 9 4 0) 24-94 2) 160". 
Сумму х--у--2 можно представить въ вид®: 


и. ыы ЕЕ = 
а ати ЖЕ. У. ута. 


Произведен!е четырехъ членовъ, заключенныхъ въ скобки, равно постоянной 
16 
З 0°, сл. сумма имфетъ тіпіпуши, когда ея члены равны. Найдемъ, что они 


равны при х= у == г. Олд. минимальный периметръ прпнадлежитъ правиль- 
ному треугольнику, а самый шіп. == 2 4/27. /. 


704. ЗАДАЧА П. — Изь веъть прямоуюльныхь параллелотитедовь одина- 
ковало объема какой иметь наименьшую полчую поверхность. 


Пусть перемфнныя изм%ревія параллелопипедовъ, сохраняющихъ одинако- 
вый объемъ а, будуть =, у, 2; имфемъ: 
хуг =: а?. 
Ищемъ шийш. полной поверхности 9 2(ху-- 22-- у); замфчая, что 
Пу. == 1..2 — аё, находимъ, что сумма достигнеть шішішиш'а при ху == 
== 202 == 2, иши при х—уХ=—2—а, т. е. когда о а будетъ кибъ; 


самая минимальная поверхность равна ба?. 


3 


а 
ПовъркА. Взявъ МАС о а РЯ 


т найдемъ; 


5’ == ба*-- 2% что больше ба”. 





== 
705. ЗАДАЧА Ш. — Зная, что х ау 21 — пост. 4, найти тидтит 
2 В 
суммы тх пу ра". 
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Изъ условія а“уРе7=4 имћемъ (та) (пуб) (227) == тир; елд. мы 
должны найти тіпіюит суммы, зная. что произведевіе ея членовъ постоянно. 
Искомый лишили иметь мето при та пуё ре'—Утира, а самый 
іші = 3/29. 

Напр., зная, что ху==16, найдемь иишаш 32 -- 12у, разсуждая такъ: 
изъ үсловія ху ==16 имфемъ: (32)(120) =16. 3. 12 = (24)*; слЪд. данная сум- 
ма имфеть тіпімитю при 32 = 12у 24, т. е. при х=8 и У=2; самый 
шшшии — 2.24 т. е. 48. 

Еще примёръ. Зная, что ху==а?, найти тіп. 2 -- ху-|- у"? Изъ ху=а? 
заключаемъ 2%? — а, или 2°. ху. у? — а; произведеше слагаемыхъ постоянно, 
сад. шоииит суммы имфетъ мето при 2*=49 ==, т. е. при х=у=а, 
ибо ху = а°; самый шит = За. 

706. ТЕорЕМА.— Ясли произведеніе данныхь степеней нњсколь- 
ких перемънныхь х,у,2 имљет постоянную величину: х?ү == Р, то 
сумма первых степеней этих перемњннытъ, х -|- ү 4-2, имлтетз тіні- 
тит, кода числа х,у,2 пропорилональны своимъ показателямъ, т. е. 


ЕА 4 З . 
кода — «= Р. если только числа эти моштъ имъть такя значеня. 


Раздъливъ 06% части равенства 27у" — Р на постоянное количество р”. 01.,", 


найдемъ 
(=). (2) 2) = 0 


что можно представить въ вид 





2 д 2 у У 3 2 в 2 Р 
р р р 99 ом о р 
——————1———— л ы ————— 
р равъ А разъ т равъ 


Сумма производителей первой части равна? р а «+: ғ ИЛИ 


А г Р 
х--у--2г, т.е искомая, произведеніе же ихь-— побтоянио, (уе) елЪд., по 
творем $ 702, эта сумма будеть шипа при равенствъ ея частей, т. е. при 
Жу ДРЕН ОВИ; 
ЗЕЕ (2) 
Соотвътетвующія минимальной сумм значешя перемћнныхъ имфемъ изъ 
үр-вій (1) и (2), именно 


рт р рут р — (ж 
аа а Арту" 


т ртр р _ 
Самый шиишии суммы = (р--9--*). \/ 8 


РР." 


707. ЗАДАЧА [.-- Зная, что х^ у 7—4, найти питбтит та" -- 


ну рг.— 
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Изъ 2% 27 — д имфенъ: 
(2 «Ва 7) абс 0202, т, е. (2%) беа 00) аср (2%) ат 0006. 
слФд. (их 8) беа у) ор (рг <) 189 — 00% ас, або афс .. (1) 
Такимъ образомъ воцросъ приведенъ къ нахожденію шшиоци’а суммы 
р р р у 


их? зу? гб, зная, что произведен!е различныхъ степеней ел членовъ по- 
стоянно; по теорем $ 706 искомый тіпітит имфетъ мфсто при 


тс? пуб ра, 


фса = асВ аһ’ 





соединяя эти два ур-вія съ (1), найдемъ, при какихъ 2,7,2 имћетъ мето ті- 
пішитю дачной суммы, и самый шиншом. 

Примъръ.— Зная, что 243 — а, найти тіттит 32 4- ду. 

Изъ 22/3 — а? имфемъ: (34)(2)3 =9 х 8 х а; сад. по теорем $ 706 

а 8% 25у. р 
заключаемъ, что искомый шіпішит имфеть мЪсто при 5 — в › выражая отею- 
А 40} (ву 
да 2 и вставляя въ услове, имфемъ: (5) . у==а5, откуда у=а (5) ; ва- 
т 4у 190 ° [3 

мый шиишию есть = 4-29, т. е. 6 40(5) : — 

108. ЗАДАЧА П.— Найти тілбтит полной поверхности ниши данна- 


3 


а 
10 обзема п т" 


Ниша есть тЪло, образуемое вращешемъ на 180° около оси АС 
Фигуры, состоящей изъ прямоугольника В0С0, завершающагося ква- 
дрантомъ АВО. Пусть радіусъ ОА — 2, высота 00 прямоугольника 


2 т 
равна у; поверхность ниши = т · А | тку - па? или 7 (82° 4- 


‚ откуда у= < сад. пов. 








паз т 3 213 — 920% 
229). Но 35292-1 $ За 
— "(ое у 24—42 туб 3 208ү тү, у 20%. И 
(=, )= 5 (609 1-5): Шз 
. 3,9 8 
с веденіе (Бан) (22. — поет. 20а, слбдоват. сумма 52° 4. 28 
. я 
Черт. 106. 





7 


рука 


а = 
то теор. $ 706, будетъ тіпіша, когда =, откуда =: . Отеюда слфду- 


У 


У5 


709. ЗАДАЧА Ш.— Найти тіпітит суммы та?" 


етъ: у Ф. 
=>. 
Всегда можно найти такія два числа а и В, чтобы а«—6В; найдя ихъ, 


имћемъ тождеетво (22) * = (=?)ё › откудя (2:9). (5 =“. ив. Та- 
2 
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кимъ образомъ вопросъ приведенъ къ нахожденію шіпітит”а суммы, зная, что 
произведеніе двухъ степеней ея членовъ — постоянно; по теор. $ 706 шіпішот 


п 
фетъ ТЕУ. л т. е. при 2% — а откуда 
ИМ ри — рит р бт ат’ уд 


22 “=, самый ниши = (@-Ё 5. (= (= : 


710. Теоремы 702 и 706 обратны теоремамъ 682 и 691. Этотъ результатъ 
встръзаетея часто и его можно формулировать такъ: 


ТворемА.— Если О и У суть функціи нъсколькихь перемьнныть 
х, у, 2,....; ебли, затљъмъ, при постоянном» значении А функии 0 
друая функція У имъетз тазітит В; если, свертв тою, В измп- 
няется въ томз же смыслњ какз ц А, то обратно: Ц будет имљть 
тіттит равный А, кода У будеть сохранять постоянное значені В. 


Въ самомъ дъл®, когда 0 получаетъ значеніе А, то этимъ перемънныя 
2, у, 2,... Не опредфляются, такъ какъ они должны удовлетворять только одно- 
му ур-нію 

0А; 

елфд. Функція У можетъ принимать безчисленное множество раздичныхъ значе- 
ній, въ числ которыхъ наибольшее, по условію, есть В; отсюда ясно, что если, 
на оборотъ, мы дадимъ Функціи У постоянное значен!е В, то въ числ безчис- 
леннаго множества значеній, которыя можетъ принимать (0, будеть находиться 
и А. И легко показать, что 0 не можетъ получить никакого значенія меньшаго 
А; въ самомъ дфлф, допустивъ, что 0 можетъ принять значене А’< А, мы 
найдемъ, что наибольшее изъ значевій У, совмъстное съ 0 = А”, будетъ мень- 
ше В, въ силу того условія, что В и А измфняются въ одномъ емысл. Олд. 
А есть дфйствительно тіпішитю Функціи 0, когда У сохраняетъ постоянное зна- 
чене В. 


ПрРим®РЪ.— Пусть 


0=—=24-у4-2-|-2, У=ауя 
по теоремъ (682), если 0 сохраняетъ постоянную величину А, то У получаетъ 
наибольшее значеніе при 


2—02, 


А А\* 
а самый этоть шаха в—(2) . Но А и В измняются въ одномъ смысла 


: А\* 
(ибо =, у, 2, #—положительны), елд. когда У сохраняеть значеніе (+) ‚ то 


наим. изъ значеній, принимаемыхъ 0, будетъ А; этого значенія (0 достигаетъ, 
елд., при 
Ж==у=2==$. 
711. Въ заключен!е приведемъ еще нћеколько примфровъ тфхъ аналитичес- 
кихъ уловокъ, при помощи которыхъ можно элементарно находить шах. и тіп. 
ФунЕПіЙ высшихъ степеней отъ нћсколькихъ перемЪнныхъ. 


— 386 — 
Е 205 1 1 КЕ 
І. Найти пипипит — -|- —, зная, что = 4 у= да. 
2 У 
1 1 = 9а В Р 
Имћеаъ: — -|- — = У —. Очевидно, эта дробь будетъ имёть плана 
& у ту ту о 
тогда, когда знаменатель ея достигаетъ шахішит'а; но = 4- у == 20, сл. ху имћ- 
етъ шах. при ==: при этяхъ значеніяхъ х и 9 данное выраженіе и 
пу 9 
им%етъ ІЛ = 
1 
а 
2 -|- у будетъ выфть тіп., когда (2-0) иметь шшітит. Но, по условію, 


а 40-021 
ду? м ад? 
а? 


9 
а у 20у (2 -4- у)* = 2 4-22 = ау (Е 2) я 


Очевидно, это выраженіе имћетъ шшйшошт, когда ху имћетъ шіпімит, т. е. 


2 Е 1 1 
П. Найти тітітит 2 -|- у, зная, что ЕЕ Рав 


откуда 


1 1 1 1 
когда =, а потому и зе, нифеть шах. Но = • та (въ виду того, что сумма 


1 1 1 
этихъ производителей постоянна) имфеть шах. при = „а= аз › Т. 6. При 


=у=а/2. При этихъ значеніяхъ х-Ру и иметь пуювиш, равный 2/2. 
Ш. Найти тіпётит 2° -|-у° -|- 2°, зная, что = -|- у -|- 2 За. 
Тождественно имћемъ: 


анч ЧЕЙН АНУ вана ано), 





Отсюда видно, что данное выражен!е имфеть шилиит тогда, когда имћетъ 
тіпітип (2—9) -- (= — 2)* 4 (у — 2); во эта сумма существенно положи- 
тельна, слфд. ея пишит есть ноль, и пыфетъ мЪето при 2: у = 2. Потому 
и данное выраженіе имфеть тіп. при 2:2 у == 2-а; самый пипивим == Зе. 


ГР. Доказать, что если х- у= 2а, сумма х” -|- у" имњеть тийтит 
при ХХ үа. 


Во-первыхъ замфчаемъ, что теорема справедлива для т ==2, ибо 
2*-- у (2-4-9)? — длу == 4а? — 254, 


откуда ясно, что какъ уменьшаемое постоянное, то разность имћетъ шіп., когда 
вычитаемое имћетъ шахімит, т. е. при 2:7. 


Затмъ, допустивъ, что теорема справедлива для показателя ж — 1 и для 
вефхъ предыдущихъ, докажемъ, что она справедлива и для показателя »л. 


Различаемъ два случая: т=2т и т= 2т" -|-1. 
Положивъ 00 = 2%, имфемъ: 
0" у= 1+ у")? м Фау". 
= Ы 
по положепію, 2" | у" имћемъ шиипаш при 2—7; съ другой стороны 2" 


или (2у)" имфемъ шахітат при 2—0. Олд. 2°"'-|- у?"’ имфемъ шіпітит 
при 2—5. 
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Положивъ т—2т”’--1, имфемъ: 
дети -- у — Са + рт) (к у"") УЗЫ аут" (д —- у) — 
ме +- ет) (ат +- у") мо 2а(ху)"". 

Первая часть этой разности имћемъ иойеии при 2 = у, ибо, по положе- 
нію, оба ея множителя — тіпіта при х=—9; вторая часть имћетъ при == у 
тахішшц. Олд. 28"! -|- у": иметь тіпітшо при ==. 

На этомъ основан заключаемъ такъ: теорема върна для т=—2, елъд., 
по доказанному, вёрна и для 2—3; будучи върна для * —=2 и т=3, в®р- 
на и для т=4 и т. д. Олд. она върна для всякага 27. 

711. Задачи. — Упражненіями на тахіта и шіпіша могуть служить задачи 
предыдущей главы. Въ дополненіе къ нимъ предлагаемъ еще слёдующія. 

1. Найти тахіта и тіпіта триномовъ: 

2 — 6=-4-18; —а%4 624-7; 328—824; 4—3242; — а 4-32 — 9; 
23—42 —- 140; ж--х--1; — 429-725-499; 229 — 942-|-1; (22 — 3) — 85; 
2 — 8 

202—8 — 5} д3-|- (19 —2)3 — 1843; (1—3)8--6; — ас29 -- (ай -- Бе) -|-Ъа; 
(а— 2)(с— х) — 08 — 27-645 — а?; аһ — 29 — (а — Бух; (а --)*-- (05-0); 
#*(и—3)(п — 4) — Вад(т — 3) —19а*; (а -4- 3а--3)(2%-|- х) 4-а; Зал? — 3022-53 — аз; 
(2а—-6)29-|- 52 (22 —5а)-|-205%; 3=--4(а—2)%; (2— 3а5)=?-- 31 — аБ)х —3Ь— 903; 
а(а—1)(2—0)+-а' (а'4-1)22—2аа!а(х— 0); (а—6)(а—105)2—2(а?—м)х-а-- 116—219; 
2% — 2272 -|-8; (02— 1) 4-7; 9 — 328-7; (а — а2)(22 — 0%). 

2. Найти тахіта н тіпіта функцій: 

/5232-/7228; у-у е1 2411: 8492—7228, 
50—38 02—32; уа-уа =. 

3. Разложить 27 на дв части такъ, чтобы сумма изъ учетвереннасо квадрата 

первой и упятереннаго квадрата второй была тах. пли тір. 








4. Раздфлить 1225 на дв части такъ, чтобы утроенный квадр. корень изъ 
одной части *|- учетверенный корень изъ другой составляли бы шахипот. 


5. Махпиит периметра прямоугольника, вписаннаго въ данный круг. 
6. Чрезъ точку М, данную внутри или ви круга, провести сфкущую АМВ или 


МАВ тавъ, чтобы: 1) АМ? -- МВ (МЬ— внутри), нлп МАз-- АВ (М—вн) была 
тах или тіп. 

7. Чрезъ точку, данную внутри угла, провести прямую такъ, чтобы сумма отр%з- 
ковъ ел между данною точкою п сторонами угла была тліпіта. 

8. Въ данный кругъ вписать равнобедренный /\, сумма основанія н высоты ко- 
тораго была бы тахіта. 

9. Около даннаго прямоугольника описать прямоугольникъ наибольшей площади. 

10. Въ данный квадратъ вписать квадратъ наим. площади. 

11. Называя гипотенузу буквою а, катеты буквами 0 и с, и полагая, что пери- 
метръ треугольника сохраняетъ постоянную величину, найти: 1) шіп. и тах. гипоте- 
нузы или 0-4 с; 2) шах. площади; 3) тах. 6—6; 4) тах. или тір. Б: е; 5) тах. 
пли тіп. о:(0 Бо), а: (0-с), 04-04 с; 6) шіп. и шах. высоты. 

22 
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12. Мір. периметра прямоуг. /\., им$ющаго данную площадь. 


13. Гипотенуза сохранлетъ постоянную величину; найти: 1) шах. площади; 2) 
тах. периметра; 3) шах. 8 — с; 4) шт. или шах. 6 с л. 


14. Найти тіп. площади, или периметра, или гипотенузы, а также тіп. или тах. 
а? - 0 - са прямоуг. А-ва, описаннаго около даннаго круга. 


15. По двумъ данннмъ сторонамъ построить Л наиб. плсщади. 


16. Въ данный полувругь вписать трапецію наибольшаго периметра; описать 
около него трапецію наим. площади. 


17. На данной прямой АВ = найти такую точку С, что если на отръзкъ АС 
построить правильны ^ АРС, а на отрфзкЪ ВС квадрать СЕЕВ и соединить 0 съ 
Е; то чтобы площадь пятіугольвика АРЕЕВ была тах. или шт. (Черт. 75). 


18. Даны высоты № и №” двухъ цилиядровъ. Опредёлить радіусы ихъ основаній 
такъ, чтобы сумма боковыхъ поверхностей равнялась поверхности давнаго шара, а 
сумма объемовъ была бы тіпіта. 


19. Найти тах. илн тіп. полной поверхности прямоугольнаго параллелопипеда, 
вписаннаго въ данную правильную пирамиду съ квадратнымъ основан!емъ. 


20. Даны трп точки А, В, С не на одной прямой; на неограниченной прямой, 
проходящей чрезъ В п С, найти такую точку М, сумма квадратовъ разстояній кото- 
рой отъ А, Ви С была бы тіпіта. 


21. Два тЪла двигаютея по сторонамъ прямаго угла съ постоянвыми скоростями 
Фи #7, по направлевію къ вершнн%, отъ которой въ начал движевія находятся — 


первое въ разстоянін @, второе б. Въ какой моментъ разстоян!е между ними будеть 
тупом. 


22. Внутри круга даны 2 точки Р и Р’ на одномъ и томъ же даметрв и въ 
равномъ разетоявіп отъ центра. Провести черезъ эти точки двъ параллели РФ и 
Р’()’ до окружности, такъ чтобы трапеція РОР’О’ была шахипа. 


23. Найти тір. объема усфченнаго конуса, описаннаго около даннаго полутара. 


24. Въ данвый сенторь вписать прямоугольникъ, такъ чтобы одна его вершина 
лежала на дуг, дв на одномъ радіус н одна на другомъ, и чтобы: 1) перпметръ, 
2) плошадь его была бы тах. 


» 


25. Съ какой высоты нужно пустить совершенно упругій шаръ, чтобы, отеко- 
чивъ отъ горизонтальной плоскости, онъ поднялся до данной точки первоначальнаго 
пути въ кратчайшее время? 


26. ЖелЪзная дорота, АС, выходящая изъ города А, проходитъ въ разстояніи 2 
отъ другаго города В. Въ какомъ пунктБ линін АС должва быть построена станція, 
чтобы соедпнивъ ее съ В посредетвэмъ шоссе, пришлось употреблять на путешествіе 
изъ А въ В кратчайшее время? Окорость пофзда — У, скорость дилижанса = 0. 


27. На каждой сторонф прямоугольника, какъ на типотенузф, построены виъ 
прамоугольника равнобедренные прямоуг. Л-ки. Найти шах. и тіп. площади всей 


фигуры, полагая, что стороны прямоугольника изм®няютея, діагональ же его сохра- 
няеть постоянную величину. 


28. Тот+ же вопросъ, но прамоугольникъ замфнить квадратомъ, прямоугольные 
тр &н--равнобедренными равными, а діагональ --периметромъ 8р всей фитуры. 


29. Найти тах. п тіп. объема т$ла, образуемаго сферическимъ сегментомъ и 


вшісапнымъ цилиндромъ, имфющимь общее оенованіе съ сегментомъ, зная радіусъ 
шара. г 
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30. Найти тахіта и тіпіта функцій: 
23 — 125-16; 23-7 322—4; 8453 — 115—451; — 423 {5% — 8. 
31. Найти тахіта и тіпіта и изелъдовать изифневн!я функцій: 
аа -1. 202—3. 522-801. 2#—20--3. 1222—6624 57 8% — 62-1. 
2° т 1 а 20—38 8а — 140-93 ' 12202 — 45 ' 
22—72 --10 м — 35-2 аа фа 8—2 , м1 
20—424 38° 22—11 29 — 324-9 ма --2 тот 38—40 




















202—1 24% 82-8. 328 — 55-1 28 —2=-|- 10 
2%--1 22—54’ 6 — 102 3° 44% — 824-21 ` 
> я 202 4- Ь Д 
32. Найти шах. и шт. дроби Е. - Опредфлить а и подъ условемъ, 
чтобы тахітит дроби равнялся -|- 4, а шшивит = — 1. 
а | 2ах 4-1 
33. Опредфлить предфлы, между которыми изм%няется ЕВ при измВ- 
1— 202 -|- 1 
неній х отъ — ОО до - Оо. При какомъ а шах. и тіп. дълаются равными? 
аа е 
34. Опредълить алгебраическую дробь вида НЕРЕДЕ 


въ которой а—дан- 
2" 4-р: 4-4 Р А 
ное положительное число, зная, что эта дробь пмЪетъ тах. 4а при х—3, и тіпі- 
тот 5а при 2 —1. 


35. ИзелБдовать измфнен1я дроби = уй гд$ а и т положительны. 


аа. =. т) 
36. ми В суть два данныя чиеза, положительныя или отрицательныя; опред%- 
лить а и 5 такъ, чтобы х и В представляли соотвфтетвенно тахітат и тіп. дроби 


(А 
ти вогда х измнять отъ — ОО до -- оо. Всегда-ли задача возможна? 


37. Дано равенство 
49752 -—|- 0922 — 1}. 
бет 


изелЪдовать измћневія у при изм$невиг х отъ — оо до + оо. Полагая а>, до- 
казать: 1) что а есть тах. у; 2) что Б есть тіп. у; 3) что если дадимъ у значеніе, 
заключающееся между а и Ъ, то биквадратное ур., изъ котораго опредфляетея =, 
иметь всё 4 корня дБйетвительные, и что если чрезь 2 назовемъ одинъ изъ этихъ 
корней, то три остальные опредъляются равепствами: 


а ап —0; алп |120; ә айу 1—0. 


== 





а? 2-а 
38. Дана дробь сее въ которой а п 6 предполагаются известными; 


4р2 -|- 
опред$лить р и р’ такъ, чтобы эта дробь была тахіта при х—а, и тіпіта при 
аЗ 
2 В. — Приложене: в 10, 
. тара 48 
2-4-9 
39. Дана дробь а ; опред$лить 2,9,’ н 4’ такъ, чтобы при х— х ша- 
Дана дробь а уз тр ра н 9 


хипит дроби быль А, и чтобы при х—В тіпітит дроби былъ В. — Приложение: 


а® 
опредфлить коэффищенты дроби н а ть такъ, чтобы при 2 —3 она достигала, 


тах. 4, и чтобы при х—1 достигала тіріюцт'а 5. 
22% 
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а2? -|- 05 -1- е И ааа -|- Вх | 1 
аа? зе” а Вк у 


тіпіта при однихъ и тБхъ же значевіяхъ 2, если 


40. Доказать, что дроби имфють тахіта и 


аб — фа ас — са Бе — СЫ 

яви № ар лао 40 
с 

ат’ 





Л арЫ . 0 
41. Найти тахітот и тіпітит выраженія т + 


42. Найти шах. и тіп. отношенія суммы объемовъ двухъ конусовъ, имфющихъ 
общую вершину въ центр даннаго шара, а основаніями -— параллельные малые круги 
этого шара, къ объему сферическаго слоя, содержащагося между этими основанями; 
приэтомъ, дано, что разстояніе между основаніями по- 
стоянно и равно №. 


43. Найти шахішош п тіпітпипі отношевія объе- 
мовъ, образуемыхъ кривохинейной трапеціей ОАВР и 
треугольникомъ ОВР при обращеніи около ОР; данъ 
радіусъ ОА = К круга. 


Черт. 107. 





44. Найти тіпітот отношеня суммы объемов», 
образуемыхъ прямоугольнымъ треуг-мъ, вращающимся поочередно около каждаго изъ 
катетовъ, къ объему, образуемому тъмъ же /\-мъ при обращенін около гипотенузы, 
полагая, что периметръ треуг-ка постояненъ, а стороны перемЪнны. 


45. Прямоугольный Л АВС (А — прямой уг.) вращается около оси, прождящей 
чрезъ точку В параллельно катету АС. Найти тахітит полученнаго объема, зная, 
что периметръ постояненъ и = 2р. 


46. На лини центровъ двухъ тмаровъ, лежащихъ одинъ вв другато, найти точку, 
изъ которой видна наибольшая сумма поверхностей сегментовъ. 


47. Центры двухъ шаровъ находятся въ концахъ прамой СО’ = 21. На СС’ какъ 
на діаметр описываютъ окружность; опредФлить на этой окружности такую точку, 
изъ которой видна наибольшая часть суммы поверхностей обоихъ таровъ. 


48. Найти тіпітат {а = 2). 


а? — 25-1 а? 
2+ 4-22 а’ 

50. Даны дв параллели АВ и Ор, разстояніе между которыми равно 0; и дв 
точки: М на АВ и МнаСр. На АВ наносятъ отъ точки М отрёзокъ МЕ — а. Какую 
точку 1 прямой ММ нужно соединить съ точкой Е, чтобы, полагая, что ЕІ перес 
каетъ СЮ въ Е, сумма площадей треуг-въ МЕТ и МЕІ была тіпіта. 


51. Данъ прямоугольный / АВО, котораго катеты суть 6 п с. Отр$зать отъ 
него другой прямоуг. ^ АРЕ, который составлялъ бы т-ую часть перваго. Какъ 
провести линію РЕ, чтобы ея длияа была тіпіта? Построить, полагая п = 2. 


49. Найти шах. и шт. дроби въ которой а >> 1. 


52. Даны: толщина е сферической оболочки и ея объемъ; вычислить внутренній 
радіусъ х. Полагая, что толщина постоянна, найти тірітюоат объема. 


53. Данъ правильный А АВС стороны За и точка О въ срединЪ основанія ВС. 
Въ какомъ рэзстояніш 2 оть этого основанія провести ему паралзельвую линію ЕЁ, 
чтобы периметръ тр-ка РЕЕ быль нанменьшій. 


54. Дана точка А въ разстоянін АВ — @ отъ прямой ХУ и на этой прямой отр*- 


зокъ ОЮ = 2а. ГдВ на прямой долженъ быть взять этоть отрФзокъ, чтобы фериметръ 
А-ка АСР быль найменьшій. . 
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55. Дана прямая ХУ и внЪ ея двф точки А и В; разстояя АА’ и ВВ’ этихъ 
точекъ отъ ХУ равны соотвЪтственно 2а и 20; разстояніе А’В’ между основаніями 
этихь перпендикуляровъ равно 24. Найти на ХУ такую точку М, чтобы: 1) сумма 
АМ -- МВ была шшипа; 2) отношене АМ:ВМ было шах. или тіп. 

56. Давы два концентрическіе круга радусовъ К и ~, вписать между ними иря- 
моугольникъ наиб. площади. Одно измфреніе прямоугольника должно быть параллельно 
ліаметру, а стороны перпендикулярныя къ нему —хордамн большаго и малаго круговъ. 


57. Звая, что 3а? | бу-728-=315, найти тах. 228. 


Ж Я ах-- 6? 4- се — 3а663с*, „ „ 223. 

ве, $ М= 4-3 үу =а в о 2%. 
ТУГЕЛ 

Ӯ Ӯ | За? у -- 20% — а, р 28%. 

5 „ та пуб р” = 0 0 уг. | 


58. Найти шахітит выражений: 
(ав -|- 5) — ах); (ах -- ву) (сз - ду), знан, что те-- пу = р; 
(2-4 а) (2 -Ь 5)(с — 2); тд? — па полагая р < 9 
(т: -|- п). (р —ч2)'; (а -|- та)(ь --пх)(с -- рх), полагая, что коэффиціепты т, э, р 
не всБ одного знака. 


59. Найти шшипом выраженій: 
а -- 2“. 08-4 0206, 28-08. 253-543. х" а 22 





а ’ ов Др ’ аа ` а? 2% 

60. Звая, что 212 — абс, найти платит аба -|- бесу -- саг. 
м 5 02130119 — а8, А Э хуг | хуи хги- уги. 
А 5 хуг аз, ы Я 22| 50-42%. 
55 хүувс=а, ух а. 
РА я хуа А а оа У. и 22 | изу. 
ьо 22-|-уа 9 М Ы Б г. . 
ори „о, у 


61. Опред$ лить а такъ,чтобы сумма квадратовъ корней урнія 2° -|- (2 —а)х —а— 
3—0 была тіпіша. 


692. Показать, что 1) дробь имћеть шах. при 2 = 4. в 2) дробь 


ен 
@ а 
"+ ре о. т-р 
(2 а)* имфеть тіліютит при =: 0. р 


А а 0 1 
63. Основываясь на второй задач п 62, найти шипит 2 -|- с. 
х 


64. Опредфлать раліусъ такого шара, котораго сегментъ, при постоянной поверх- 
ности, имлъ бы наибольший объемъ. 


65. На продолжен основанія ВС треугольника АВС взята точка Р. Провести 
изь нея сфкущую, встр$чающую АВ въ В ин АС въ 0$, такъ, чтобы произведеніе 
АВ. Сф было тіпітит. 
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66. Даны дв окружности, касательныя въ прямой АВ; третья окружность, того 
же радіуса какъ п двЪ первыя, къ нимъ касательна. При какомъ положенн этихъ 
окружностей площадь пятнугольника, имфющаго вершины въ центрахъ и въ точвахъ 
касанія съ прямой, будетъ тахіта? 


67. Дава точка М ва основаніи АВ треуг. АВС; въ какомъ разстоліін отъ 


этого основанія провести ему параллельную ОЕ, чтобы А МОЕ имълъ напбольшую 
площадь. 


68. Изъ всЪхъ шаровъ, имБющихъ центръ на поверхности даннаго шара раліуса 
В, найти такой, на которомъ отсБкаемая поверхность сегмента была бы тахіша. 


69. Изъ всхъ конусовъ, описанныхъ около даннаго шара, какой имфетъ нан- 
меньшую: а) боковую; б) нозную поверхность; с) объемъ, 


70. Изъ всфхъ равнобедренныхъ треугольниковъ, вписанныхъ въ данный круг, 
какой имЪетъ нанбольшую площадь. 


71. Изъ всъхъ цилиндровъ одинаковой полной поверхности какой имЪфеть наи- 


большій объемъ, а изъ веБхъ цилиндровъ одннаковаго объема какой имфеть наим. 
пол. поверхность? 


72. Давъ прамоугольпикъ АВСО, въ которомъ АВ— а, А) == 0; изъ верты 
А провести сЪкушую АЕЕ (Е — встрфча съ ВС,Е — съ продолженіемъ РС) такъ, 


чтобы суммаа ВЕ -- РЕ была шіпіта. г 


73. Изъ всфхь конусовъ, описанных около даннаго полушара, какой имЪстъ 
наименьший объемъ. 


74. Изъ вефхъ правильныхъ пирамидъ съ квадратнымъ основав1емъ, имфющихь 
данное боковое ребро 1, какая имфетъ наиб. объемъ? 


75. Давъ Л АВС; провести параллель МХ сторон ВС такъ, чтобы сумма ило- 
щадей: прямоугольника ВМХС и треуг-ка ОРО (Р — основаніе высоты па сторону 
ВС, Р и @ — точки пересченія лини МХ съ АВ и АС) была тахіта,. 


76. Дана окружность н въ ней перпендикулярные діаметры АО и ВО; провести 
перпендикуляръь МХМ къ ВС (Р — встръча его съ ВС) такъ, чтобы сумма объемов», 


образуемыхъ прямоугодьникомъ ОАМР и треугольникбмъ ОХР, при обращени около 
ВС, была шахіта. 


77. Вакой изъ сферическихъ сегментовъ даннаго объема имфетъ наименьшую вы- 
пуклую поверхность? 


78. Опредфлить сторопы прямоугольника, пм5ющаго данный периметръ, такъ, 
чтобы цилиндръ, полученный обращев1емъ фигуры около одной изъ стороны, имЪлъ 
папб. объемъ. 


79. Випсать въ данный шаръ — цилиндръ напб. объема.. 

80. Дапъ полукругъ діаметра ММ, къ которому проведены касательныя МК, МН; 
взявь МК == а, проводять третью касательную КН. При какомъ а объемъ, образуемый 
четыреугольниьомь МЕНХ при обращен около МХ, получаетъ наим. величину? 


81. Вписать въ дапный шаръ правильную треугольную призму наибольшаго 
объема. 


82. Данъ прямоугольпикъ и вић его плоскости параллель двумъ его сторонамъ; 
средила параллели пролзагастся въ цевтръ прямоугольника. Чрезъ эту прямую и па- 
раллельныя ей стороны прамоугольника проводять двЪ плоскости, а чрезъ концы 
прамой и дьъ другія стороны прямоугозьника — дв другія плоскости: получается 


а а 


тЪло, ограниченное 5-ю гранями и пмБющее форму клина. Опредёлить тах. илн тіп. 
объема этого тфла, когда даны: высота, длина сказанной параллели и периметръ прямо- 
угольника. 


83. Каковъ должевъ быть уголь сектора радіуса В, чтобы, свернувъ этотъ сек- 
торъ въ конусъ, получить тло напбольшаго объема. 


84. Изъ всБхъ конусовъ, пмфющнхъ одинаковую боковую поверхность, какой 
имфетъ наиб. объемъ; а изъ вефхъ конусовъ одинаковаго объема какой имфетъ наим. 
боковую поверхность? 

ж 


85. Махітит объема правильной пирамиды съ квадратнымъ основашемъ, имфю- 
щей данную боковую поверхность. 


86. Мах. объема тБла, вписаннаго въ данный шаръ н состоящаго изъ цилиндра, 
п двухъ конусовъ, построенныхъ извнф на основаніяхъ цилиндра. 


87. Въ полушаръ вписать усБченный конусъ, котораго полная поверхность была 
бы тахіта. 


88. Изъ всъхъ усБченныхъ конусовъ одпнаковой высоты и одинаковато объема 
найти такой, около котораго можно описать вапменьшій шаръ. 


89. Около шара описанъ цилиндръ и чрезъ точьи А п А’, взятыя ва его оси 
въ равномъ разетояніи отъ центра шара, описаны два конуса, пересфкающе циливіръ 
по кругамъ ВС и В’С’. Найги тіпіюит полной поверхности, составленной пзъ б0- 
ковыхъ поверхностей конусовъ п содержащейся между ними пилиндрич. поверхноств. 


90. Дана неравнобочная трапеція АВСО и діагональ Вр. Чрезъ точку І высоты 
ВН проводятъ параллель ЕОМ основанілмъ: пусть она вствфчаеть стороны въ Е и 
№, діагональ въ 0. Найти І такъ, чтобы Е0? | ОХ? была шах. 


91. Дано меньшее основаніе За равнобочной трапеція -и общая длина б непа- 
раллельныхъ сторонъ. Опредфлить большее основавіе такъ, чтобы площадь трапеціи 
была тахіта. 


92. Найти тах. полной поверхвости конуса, вписаннаго въ данный шаръ. 


93. Изъ данной точки Р въ плоскость круга проводять къ нему сЪкущую; изъ 
точекъ пересъченія А п В этой прямой съ окружностью опускаютъ перпендикуляры 
АС и Вр на діаметръ, проходящій чрезъ точку Р. Найти тахітит площади трапе- 
ци! АСОВ, когда сфкущая вращается около точки Р. 


94. Изъ всЪхъ прямоугольныхъ паратлелопнпедовъ, имфющихъ одинаковую пол- 
ную поверхность, а одно измфнеше которыхъ если среднее гармоническое между дву- 
мя другимн, найти такой, который пмфеть наим. діагональ. 


95. Даны бока равнобочвой трапеціп п одно изъ основан; каково должно быть 
другое основан1е, чтобы объемъ, произведенный фигурою при обращеніт около пер- 
ваго основан1я, быль вапбольний. 


96. Данъ кругъь радіуса В; центръ правильнаго перемфннаго треугольника сов- 
падаетъ съ пентромъ круга; на сторонахъ Д-ка строятъ равнобедренные тр-ки, вер- 
ниты которыхъ лежали бы па окружности давпаго круга. Зат$мъ составляють изъ 
этихь четырехъ треугольнпковъ тетраэдръ. Найти тахітит объема этого гетраелра. 


97. Изъ вефхъ сферическихъ слоевъ даннаго шара, пміющихъ одинаковую вы- 
соту, найти такой, который имфеть наибольшій объемт.. 


98. Изъ всЁхъ описусмыхъ равнобедренныхъ трэпецій, вписапныхъ въ ланный 
кругъ, найти такую, которая имфетъ нанбольтую площадь. 
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99. Изъ веЪхъ трапецій одинаковой высоты, вписанныхъ въ данный кругъ, у 
какой сумма квадратовъ всхъ сторонъ тіпіта? 


100. Пересфкаютъ данный шаръ двумя параллельными плоскостями, разстоявіе 
между которыми равно данной величин%, и въ каждый изъ полученныхъ сегментовъ 


впнсываютъ конусъ. Найти тахітит суммы объемовъ этихъ конусовъ и заключаю- 
щагося между ними слоя. 


101. Замъняютъ конусы предыдущей задачи описанными конусами, касающимися 
шара по кругамъ сБченія. Мишпаш суммы боковыхъ поверхностей обоихъ конусовъ. 


102. Данъ кругъ п касательная АС въ конц діаметра АВ. Провести хорду Вр 
такъ, чтобы А АВР, вращаясь около касательной, образовалъ наиб. объемъ. 


103. Найти шах. площади круговаго сектора, пмЬющаго данный периметр». 


104. Въ концахъ діаметра АВ даннаго полукруга проводять касательпыя АС и 
Вр п параллель СР къ діаметру, точки встр$чи которой съ окружностью суть ЕЁ п Е. 
Опред%лить положевіе сЪкущей ЕЕ такъ; 1) чтобы сумма или разность площадей 
АВОС, ОЕЕ была шахипа пли тіпіпа; 2) чтобы сумма объемовъ, описанныхъ этими 
площадями при обращеніп фигуры около АВ, была тахіта. 


105. Махітит объема ниши, нм$ющей данную полную поверхность. у 


106. Мшпииш и тахітит объема ареометра, имфющаго данную полную поверх- 
ность и данный радіусъ. 


107. Махииит объема цилиндрическаго котла, оканчивающагося двумя полусфе- 
рами, если: 1) периметръ съченія тБла плоскостью, проходящею чрезъ ось, иостоя- 
ненъ; 2) полная поверхность тфла постоянна; 3) длина оси постоянна. 


108. Махітит полной поверхности сферич. сектора даннаго объема, 


109. Мах. или тіп. объема сферическаго слоя, нм$ющаго данную полную но- 
верхность, х8, если данъ радіусъ шара В. 


110. Разложить данное число а на э» множителей 2, у, 2, . . . такихъ, чтобы 
сумма д”“--у--м--... была тіпіша. 


111. Внутри прямаго угла дана точка М; провести чрезъ нее сфкущую такъ, 
чтобы отръзокъ ея внутри угла имфлъь наименьшую величину. 


112. На прямой, соединяющей два нсточнника свфта, найти точку, всего сильн%е 
освЪщаемую имп, если разстояніе между источниками —}, а напряженности ихъ а и 6. 


113. Изъ давнаго цилиндрическаго бревна вырЪзать прямоугольный брусъ пал- 


большаго сопротнвлешя. Сопротивленіе бруса пропорціонально произведенію его ши- 
рины на квадратъ толщины. 


ОТДБЛЪ ЧЕТВЕРТЫЙ. 


АНАЛИЗЪ СОЕДИНЕНШ И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ. 


ГЛАВА 10,11. 


Размфщен!я, перестановки и сочетанія безъ повтореній и съ новторен1ами.— Задачи, 


712. Опредћленія. — Если изъ ә данныхъ предметовъ, напр. изъ 2 буквъ 
а, 0, с, ду... ., 1, 1 взять Е буквъ, тдъ А = т, и написать ихъ другъ 
за другомъ въ какомъ-нибудь порядк®, то получится соединеніе, называемое 
размњщенівмъ изъ т буквъ по Ё, или размтщеніемъ изъ т буквъ то порядка. 
Такимъ образомъ одно размъщеніе отличается отъ другаго или самыми буквами, 
или только порядкомъ ихъ. Изъ данныхъ юн буквъ можно составить нЪеколько 


к 
разиЪщевій 77° порядка; число ихъ обозначаютъ символомъ А , ТДЬ ниж 
т 


указатель 7% означаетъ чпело веъхъ предметовъ (элементовъ), верхній &— число 
элементовъ, входящихъ въ каждое размёщепіе. 

Если въ составъ каждаго соединенія мы возьмимъ већ данныя буквы, то 
одно соединепіе будетъ отличаться отъ другаго уже пе буквами, а только поряд- 
комъ, въ которомъ они написаны. Такія ссединевія называются мерестановками. 
Число перестановокъ изъ э» элементовъ обозначаютъ символомъ Р„. Изъ опре- 


дЪленія слфдуетъ, что Р == А". 


т 
Если, взявъ ө различныхъ букв, мы составимъ изъ нихъ соединенія по 
Е буквъ въ каждомъ, такъ чтобы одно соединеше отличалось отъ другаго яо 
крайней мърњ одною буквою, то получимъ такъ —называемыя сочетанія изъ 


к 
т буквъ Ато порядка. Число ихъ обознаютъ символомъ С. 
т 


Займемея указашемъ способа составленія и опредфленія числа соединеній 
каждаго рода. 


Размъщенія (аггапсетепіѕ). 


713. Способъ составленія и опредфленіе числа размщеній. Пусть будуть 
а, 0, с, а... А, 4, 1 данные т элементовъ. Число размЪщеній изъ этихъ 
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т буквъ, по одному элементу въ каждомъ, очевидно, равно числу элементовъ. 
1 
Слъд. А’ =. 


Составимъ разыфщеня втораго порядка, т. е. содержащія по два элемента: 
для этого нужно взять поочередно каждую изъ т буквъ и приписать къ ней 
справа каждую изъ остальныхъ т — 1 буквъ; тавимъ образомт получинъ таблицу: 

Чтобы доказать что такимъ образомъ получатея 


ар 064 са. . „Ла већ размЪщенія 2-го порядка, надо доказать, что ни 
ас № фф... одно размъщенів не было опущево, ни одно не пав: 
ай а са... 1 торено два раза. И въ самомъ дъл%: 1) возьмемъ ка- 
И. | кое ниб. размъщенів, напр. сб; для составленя вер- 

А А тикальныхъ колочнъ мы ставили по-очереди каждую 

е Р букву на первомъ мъст; слъд. въ частности была 
а Ы с. СШ взята п буква с; справа отъ этой буквы ставили каж- 
и Ш... .В дую изъ остальныхъ буквъ, слЪд., въ частности, и 


букву 4; что п дало размфщене сӣ. Слъд. пи одно 
размфщеше не было пропущено. 2) Оравнимъ два какія нибудь размЪщенія 
таблицы: они будутъ находитьея пли въ одной и той же вертикальной колон- 
п, п въ такомъ случаЪ будутъ различаться послфдними буквами, или же бу- 
дутъ содержаться въ двухъ различныхъ вертикальныхъ колоннахъ, — и въ та: 
комъ случаз будуть различаться первымь буквами. УбЪждаемея, что већ раз- 
мЪщешя различны, т. е. что таблица не содержитъ р Итакъ, посл д- 
пяя содержитъ веъ разифщеня 2-го порядка. 

Опредфлимъ ихъ число. Очевидно, веъхъ вертикальныхъ коловнъ столько, 
сколько всфхъ размЪщеній 1-го порядка, т. е. сколько већхъ буквъ, елд. т; 
въ каждой колоннф т — 1 размъщеній; елъд. вобхъ двойныхъ размЪщеній 
т(т — 1). Итакъ А2 —т(т — 1). 

Составимъ сата разхЪщепія изъ т буквъ. Дая это нужно взять по0че- 
редпо каждое двойное разуфщеше, и приписать къ нему послћдовательпо каждую 
изъ т — 2 остальныхъ буквъ; такимъ образомъ составимъ таблицу: 

Докажемъ, что на олно тройное разу$щенше не 


арс ас. . оса. Па было пропущено и ни одно ие повторено лишній 
аё ад. 0а. 1 разъ. Ц въ самомъ дълф: 1) возьмемъ какое ни- 
аре асе. 1 Ис будь размъщевіе /. Для составлешя вертикаль- 
: . ОУ ныхъ колоннъ мы брали поочередно каждое;двойное 
ыа размЪщеніе; сл. между прочимъ было взято и И. 

А оа Къ нему приписывали поелЪдовательно каждую изъ 
а а. фс. остальныхъ буквъ, ел. въ частности была припи- 
а ар. 0010. НА сана и буква Г, что п даетъ 7:7. ОлЪд. таблица 


не содержить пропусковъ. 2) Сравнимъ два какія 

нибудь разм®щепія таблицы. Или они находатся въ одной вертикальной колонн%, 

и тогда различаются послЪдними буквами; или — въ двухъ различных кололнахъ, 

и въ такомь случа различаются, по крайней м$рф, порлдковъ двухъ пер- 

выхъ буквъ, какъ асі п сај. Заключаемъ, что веб размфщешя таблицы раз- 
зичны. Итакъ, она содержитъ већ размщешя 5-го порядка. 

Опред®лимъ ихъ число. Вефхь вертикальныхь колонпъ столько, сколько 
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двойныхъ размщеній изъ т буквъ, т. е. А или тт — 1); въ каждой ко- 
лони содержится т — 2 размЪщенія; сдъд. веБхъ тройвыхъ размфщенй 
т(т — 1)(т — 3). Итакъ А? = т(т — 1)(%— 2). 


З 
т? 


Разсматривая Формулы А’, А’, А’, замћчавмъ, что вов они составлены 
по одному и тому же закону: каждая представаяеть произведеніе чиселъ, послъ- 
довательно уменьшающихея на 1, начиная съ зе и кончая множителемъ, рав- 
чымъ числу элементовъ, мипусъ порядокъ размЪщевій, плюсъ 1; число же 
уножителей равпо порядку разуфщешй. Докажемъ общность этого закона, и дла 
этого выведемъ Формулу, выражающую зависимость между числами размЪщеній 
двухъ смежныхь порядковъ, напр. связь между А! п А". Вообразимъ, что 
мы составили веъ размЪщенія / — 1-го порядка, число которыхъ выражается 
СИМВОЛОМЪ Д и желаемъ составить размЪщевія /й-го порядка. Дая этого бе- 
ремъ поочередно каждое размъщешіе #—1-го порядка и приписываемъ къ нему 
поочередно каждую изъ остальныхъ буквъ, чпело которыхъ == т — (Б — 1), или 
т — Е--1. Такамъ образомъ составимъ столько вергвкальпыхъ колопиъ, сколь- 
ко размщевій / — 1-го порядка, а въ каждой колони э» — Е -|- 1 размщевій. 
Докажемъ, что пи одно разуфщеніе 2-го порядка ме повторепо два раза, в что 
ни одно пе пропущено. Въ самомъ дфлЪ: 1) сравнивая два какія нибудь раз- 
мЪщевія, вайдемъ, что они или находатся въ одной и той же вертикальной 
колоннЪ, и въ такомъ случаћ разнятся послъдпими буквами, или же принадле- 
жатъ двумъ различнымъ колопнамъ, и въ такомъ случаЪ разнятся, по крайней 
мЪрћ, порядкомъ 2 — 1 первых буквъ, какъ абс.... и сі....раћ. 2) Ни одно 
размЪщеніе /-го порядка пе будетъ пропущено; въ самомъ ДВ, пусть взато 
размщепіе # го порядка арс....'%. Для составленія этихъ размЪщевій мы брали 
поочередно каждое размЪщеніе Х — 1-го порядка, елъд. въ частности было взято 
и размфщеше абе....2; къ неху приписывали послфдовательно каждую изъ осталь- 
ныхъ буквъ, слъд. приписали, между прочимъ, и букву /, что и даетъ абс....1й. 
такъ, указанпымъ способомъ составлены ве размЪщенія 7-го пор. изъ 2% буквъ. 


Для опредъленія ихъ числа, очевидно, нужпо помножать число колоннъ, 


т. е. число размЬщеній /-—1-го пор. или г на чпсло размъщеній въ каж- 
дой кодово, т. е. на т — 2 --1. ИмЪемъ: 


Аво == АК. (т 1). 


Әто и есть Формула, связывающая числа А“ и Аб, Такъ какъ Формула эта — 
общая, то можемъ давать въ ней № веъ цЪлыя значепін отъ 2 до Е. Цолучимъ: 


А? — Аи(ш-—1) 


2% 
А, = А, (т — 2) 
№ = № (т — 3) 


А — А Чт — И. 


т \ 























В ЗВ 
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Перемноживъ почленно эти равенства, сокративъ въ обфихъ частяхъ общаго 
2 Е) = А 
множителя А. . А... . АЁ и замънивъ А> его значеніемъ тю, найдемъ: 


АК —т(т — 1) (т —2)(®—3)..... (241)... () 
Отсюда 


Теорема. Число размњщеній изъ т буквз по Ё равно произведеню 
Е цљлытљ чисель, уменьшающихся послљдовательно на 1, изъ которых 
первое равно т. 


714. Примъръ 1. Сколько можно составить трехзначныхь чисель изъ 
нечетныхь цифрь 1, 3, 5, 7, 92 


Искомое число, очевидно, есть число размщеній изъ 5 элементовъ по 3; 
олд. оно равно А ==5 х 4 Ж 3 = 60. 


ПримърЪъ П. Сколько можно бы было составить словъ изъ 20 созлас- 
ныть н б зласныхь, если каждое слово должно заключать З соласныхь и 2 
зласныхь, причемь тослњднія монуть занимать только второе и четвер- 
тое моста? 


. 3 
20 согласныхъ дадутъ размщевій по 3 буквы въ каждомъ: А»; въ каж- 
домъ изъ этихъ размъщеній, 6 тласныхъ, помфщаемыя по парно на второмъ и 
четвертомъ мъст, могутъ быть размЪщены А способами; елд. число иско- 


мыхъ словъ = А; Ж А5220. 19.18 х6. 5 = 205200. 


Перестановки (регшшаНолз). 


715. Способъ составленія и опредЪленіе числа перестановокъ. Перестановки 
различаются отъ размёщеній только тъмъ, что берутся већ буквы. Изъ этого 
прямо слфдуетъ, что для составленія перестановокъ изъ ® буквъ, надо изъ 
этихъ буквъ составить веъ размфщешя по 2, изъ нихъ разиъщенія по З ит. д., 
пока не дойдемъ до разифщешй по тт. Отсюда также слфдуетъ, что для опре- 
дъленія числа перестановокъ изъ тю буквъ нужно только въ Формул% 


А = т(т — 1) (т — 2)....(т —&--2)(т— 8-0-1) положить Б == т. Такинъ 
образомъ найдемъ 


ВА. 29, реа Пт 


Отсюда ТЕОРЕМА: Число перемњщенін изъ т элементовъ равно 
произведенію натурдльныть чисель отъ 1 до т. 


Можно доказать эту теорему независимо отъ Формулы числа размъщеній. 
Въ самомъ дъ, пусть составлены перемщенія изъ т-—1 бүквъ а, 0, с, @,..., 
№, 4, Е, и пусть число перемфщеній будетъ Р„.. Чтобы составить перемщенія 
изъ т буквъ, беремъ каждое перемфщене изъ тж —1 буквъ и вводимъ въ него 
т-ую букву 1, помфщая послФдовательно слЪва и справа этого перемфщеня и 
во всъ промежутки между его буквами. Такимъ образомъ мы составимъ воћ 
перемфщен!я изъ и буквъ, безъ повтореній и безъ пропусковъ. Безъ повторе- 


сла 


ній — потому, что одно перемфщене будетъ отличаться отъ другаго или поряд- 
комъ т — 1 первоначально взятыхъ буквъ, или мФетомъ, которое занимаетъ 
новая буква 7. Безъ пропусковъ, ибо взявъ перемъщеніе а 1с...й, напр., замћ- 
чаемъ, что оно произошло изъ перемфщеня аѓе.../:, составленнато изъ т— 1 
первоначальныхъ элементовъ, въ которое буква / введена на 3-е мето; слЪд. 
такая перестановка была получена. 

Итакъ: указанвымъ способомъ получимъ всЪ перестановки изъ уо буквъ. 
Опредфлимъ ихъ число. Каждая перестановка изъ 0 — 1 буквъ даетъ ә пере- 
становокъ изъ 2 буквъ, ибо буква [ можетъ занять въ первой т различныхъ 
мвстъ; олд. 

Ра == ир 


такова связь между Р, , и Р. Формула эта справедлива для всякаго т, бу- 
дучи совершенно общею; давая въ ней 2 послъдовательно всъ значенія отъ 2 
до т, находим: 

Е Е С СИ НЕ ИР ЕТА ; РР. м. 


Перемноживъ эти равенства, уничтоживъ общіе множители въ обђихъ ча- 
стяхъ, и замфчая, что Р, —=1, находимъ: 


е ИЕ По еее (1) 


Такое произведевіе т» первыхъ натуральныхъ чиселъ часто ветръчается въ Фор- 
мулахъ анализа; ему дано особое названіе — факторала т. 


716. Примъръ. Околькими способами 5 лошадей моцуть быть запря- 
жены въ дилижансь? 


Очевидно, искомое число есть число перестановокъ изъ 5 предметов; слФд. 
оно равно 1.2.3.4.5, или 120. 


Примьчане. Помощію перестановокъ въ прежнее время отыскивались ана- 
зраммы Фразъ и словъ. Такъ, изъ имени Генриха Ш Валуа, Непг! де Уа1015, 
выходить: УПаш Негоде, $; изъ имени убйцы Генриха Ш, Етёге Јасдпеѕ 016- 
теплі выходить: с’еѕё Решег ди! ш’а сгє6; изъ словъ Оошиз Геѕеіріа (домъ .Ле- 
щинскихъ) Яблонскій соетавилъ слфдующ!я Фразы: Аез іпсојитіѕ, ошпіѕ еѕ 
Іасіда, тапе 81408 10сі, ѕіѕ со]ашпа еі, І зсапіе зоНиш; въ послёдней ана- 
грамм было предсказане: Станиславъ сдфлалея королемъ польскимъ. Нахож- 
деніе подобныхъ анаграммъ весьма затруднительно, такъ какъ число перестано- 
вокъ изъ довольно значительнаго числа буквъ бываетъ чрезвычайно велико; напр. 
число перемщеній изъ 12 предметовъ будетъ 1. 2. 3. 4.5. 6.7. 8. 9. 10. 11. 12; 
это число представяяеть, папр. , сколькими способами могутъ 12 лицъ размћетиться 
на 12 м%етахъ; положивъ, что 1 перемъщеніе они уецёваютъ сдфлать въ 1 ми- 
нуту, что въ сутки они употребляютъ на это 12 часовъ и въ годъ 360 дней; 
найдемъ, что всЪ перемщенія могутъ быть окончены чрезъ 1848 лћть. 


Сочетанія (сошђіпаіѕопѕ). 


717. Способъ составленія и опредленіе числа сочитаній, — Пусть дано т 
буввъ: п, 0, с, а, ...., Ь, 1, Е это будуть сочетанія изъ т буквъ по 
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одной. Для соетавленя дғойвыхъ сочетапій беремъ каждую букву. кром по- 
слфдней, и приписываемъ къ пей послдовательно каждую ИЗЪ слдующяхъ 
за нею. Получимъ таблицу двойпыхъ сочетаний: 


а, ас, аа)... ., ай, а, а 
Рес, а, .... №, 01, Ы 

сд, ...., о, сі, еї 

1. 


Чтобы составить тройныя сочетатя беремъ каждое изъ двойныхъ, кром 
тфхъ, которыя содержатъ послФднюю букву (аї, 57, ...., 4) и припигываемъ 
послфдовательно каждую слфдующую букву; получимъ 


пе, 000, ађе,. . . ., п, а, а Ц 
аса, асе... > ас, асі, асі 

з 

о о У Б ДЬ але а ОИАТЕ ТД 


Этимъ мы изъ размщеній выдъляемъ такія, которыя отъ имфющихея уже 
отличаются только мЪетамп буквъ, и ел. получаемъ сочетанія. Но изъ спо- 
соба составлешя сочетаній трудно опредвлить ихъ число; легче это сдфлать 
при помощи слћдующей теоремы. 


ТЕОРЕМА. Число размњщеній изъ т буквъ по К равно числу со- 
четаній изъ т буквг по Е, помноженному на число перестановокъ изъ 


к чк 
К букв», т. е. А, = (С, .Р,. 

Вообразимъ, что мы составили таблицу сочетаній изъ % буквъ #-го порядка; 
число ихъ выражается символомъ с". Взявъ каждое изъ этихъ сочетаній (со- 


держащее  буквъ), сдълаемъ въ немъ всевозможныя перестановки, число кото. 
рыхъ (изъ одного сочетавія) будетъ Рк. Докажемъ, что такимъ образомъ мы 
составимъ већ размщенія изъ т по А, безъ пропусковъ и безъ повторен. 
Въ самомъ дЪлЪ, если взять изъ составленной таблицы два члена, то: или они 
происходятъ отъ двухъ разныхъ сочетаній, и въ такомъ случаВ различаются 
буквами; или же происходятъ изъ одного и того же сочетанія, — и въ такомъ 
случаъ разнятся порядкомъ буквъ. Олд. таблица не содержитъ повтореній. Въ 
ней нфтъ и пропусковъ. Въ самомъ дфл%, вообразимъ н%который членъ 2 груп- 


ПЫ №, не обращая вниман!я на порядокъ буквъ въ немъ; этотъ чзевъ пред- 
ставллетъ въкоторое сочетаніе изъ т буквъ по /, и елБд., если не обращать 
внимавія на порядокъ его буквъ, овъ находится въ групиЪ 0 ; такъ какъ бук- 
вЫ этого сочетая были перемёщены веъми возможными Кобб то 2 не- 
обходимо содержитея въ числъ полученныхъ размъщеній. Зная это, замћътимъ, 
что одно сочетавіе порядка & даетъ Рь переставовокъ, ояд. 


еа ры 


У: тт —1)(т— 9). „(т — 64-1) 
Р, _ а И 25 








откуда б (Ш) 
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Итакъ, имВемъ ТЕОРЕМУ: число сочетаний изъ т буквъ по Е равно произвейе- 
нію К цњълытъ чисел», погдњдогател но убывающихь на 1, первое изъ ксто- 
рыхь == т, дњленному на пронзсебене натуралънътхь чисеть отъ 1 до Ё. 


719. ПрамърЫы — 1. Вь обтегтвњљ изъ 12 лиць выбиралють коммиссію изъ 


5 чљеновъ, дљя разработки нљкотораго вопроса: сколъкими способами эта 
коммиссія можеть быть составлена? 


Такъ какъ одипъ составъ коммисіи должевъ отличаться отъ другато, и не 
содержать веъхъ тЪхъ же лицъ, то, очевидно, искомое числе есть число соче- 


А 12.11.10.9.8 
таній изъ 12 элементовъ по 5; елд. оно = (0%, = = {1.9.8 


1.2.8.4.5 
— 792. 





Ц. Сколько различныхь Фалон‘лей можно провести въ десятиуюльникь? 


Искомое число есть число сочетаний изъ 10 элементовъ по 2, уменьшенное 
А 10.9 
10-ью (10 стр. мног), и ел. = 02 — 10 = 9 — 10=35. 


719. Число с есть необходимо число цълое; поэтому изъ Формулы (П) 
прямо получается 


ТкЕоРЕМА. Произведеніе К послљдовательныхъ цълытъ чисель дњ- 
лится безъ остатка на произведеніе первыть К цњлыть чисель. 
720. Формула (Ш) можетъ быть представлена въ другомъ вид. Помно- 


живъ ея числителя и знаменателя на (т — А) (т — & —1)(т— Е — 2)....3.2.1 
или, что тлже, на 1.2.3....(т — №), найдемъ 


С" _ тт — 1) (т — 2). . (т— 6 + 1)(т —– ®(т—Ё—1...3.29.1 





Ш 1.2.3. #Х1.2.8.. ти) 


Прочитавъ чиелителя въ обратномъ порядк®, находимъ, что онъ предетав- 
ляетъ произведен!е натуральвыхъ чиселъ отъ 1 до #7; елъд. можно’ написать: 


Ф 
с — О иен т Ри 


5 о Е наа + А 
се и баво м (10). 





Замћчая, что 0 есть число цълое, изъ послёднахъ Формулъ прямо нахо- 
димъ слфдующую теорему. 


ТрорЕемА. Произведене ряди натуральных чисел» отъ 1 до т 
вседа дљлится на произведеще 1.92.3... . К, на произведеніе 1.2.3 
.... (т — К) и на произведеще этитъ двухъ прдизведеній , полагая К < ш. 

721. Свойства сочетаній. 1. - Число сочетпкїй изъ т буке по Е равно 
числу вочетаній изъ т буквь то т — №, т. е. 0® = С". 

Въ самомъ дл, по формул ГМ имемъ: 


к Р, тк Р, ЕЕК Ри” 
б, У Ре. Рк Ҹ бъ Б Ри Ри тк К Рак Ры 


откуда прямо сл%дуетъ равепетво 0“ = 07", 
Можно доказать эту теорему еще такъ. Выбравъ изъ эт буквъ какія нибудь 


= к 
Е буквъ, мы составимъ изъ нихъ одно сочетаніе группы (О, ; но остальныя т — # 





























ае в 
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буквъ дадутъ, своей совокупностью, одно сочетаніе грушы 07"; такимъ обра- 
зомъ всякому члену группы с“ соотвътствуетъ одинъ членъ рн Св и 
обратно: слъд. число членовъ обфихъ грушъ одинаково. 


П. Число сочетаний изъ т буквь по Е равно числу сочетаній изъ т — 1 
буквъ по &, сложенному съ числомь сочетаній изъ т—1 буквь по Е—1; т. е. 


С бы О. 


Въ самомъ дълЪ, по формул [У можемъ написать: 

















ск ЕЕ 1.2.8....(т — 1) (1 ==5 1.2.3....(т — 1) А 
т-1 7 ү.9....6.1.9...(т 2-1) 1 та 12...@—1.12.т—№Ю 
Окладывая, находимъ: 
К к-1 ИИ 1.2.38. ..(т— 1) 1 1 \. 
ба 02775 тагове РУ ет Рая 
т 
и а Г, 
Е к — 1.2.3. ..(т—1.т и. 
саёд. бы, 0а тта ПП. ва ив 


Теорема эта можетъ быть доказана иначе. Члены группы Се, могутъ быть 
разбаты на дв части: пусть первая содержитъ већ тъ сочетавія, въ которыя 
не входить буква а; ихъ число будеть С“ _,. Другая груша будетъ содержать 
сочетанія съ буквою а. Вынеся въ нихъ за скобки букву а, получимъ въ скоб- 


кахъ, безъ пропусковъ и безъ повтореній, веъ члены грушы 0%", составлен- 


ные изъ буквъ 65,с,4,...#,4,1. Итакъ, дАйствительно, число с" веть сумма чи- 
К к—1 
селъ баз Ио. 


722. ЗАДАЧА [. — Вь числь сочетаний изъ 12 буквь а№,6.0.... по 5 
сколько такихъ сочетанй. каждое изъ которыть содержало бы З отредњлен- 
ныя буквы, натр. а,ђъ,с? 


Для ръшенія вопроса папишемъ подрядъ буквы @,,6; къ этимъ буквамъ 
нужно посл%довательно приписывать парныя еочетанія изъ остальныхъ 9 буквъ. 


Г 9.8 
Искомое число и будетъ число парныхъ сочетаній изъ 9 буквъ, т. е. т р ИИ 36. 


ЗАДАЧА П. — Вь числь сочетаній из, т буквъ а,0,е,.... то К, сколько 
тажиль, которыя не содержать ни одной изъ р опредњленныт» буквъ а} ,0,...? 


ОтдЪливъ эти р буквъ, которыя не должны входить въ составъ требуемыхъ 


сочетаній, изъ остальныхъ » — р буквъ составимъ сочетанія /-го порядка: ихъ 
число и будетъ искомое, т. е. 


(т — р) (т — р 1)... (тр 1), 
1.2.3... Е 





ЗАДАЧА 1. — Въ числь сочетаній изъ т буквъ а,},6,... по К, сколько 
такитљ, которыя содержат», по крайней мърљ, одну изъ опредпленныхь р 
буквъ а,Ь,6,...? 
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Очевидно, искомое число сеть разность между полнымъ числомъ сочетаній 


лзъ т буквъ по # и числомъ сочетаній, не содержащихъ ни одной изър опре- 
тБленныхъ буквъ, т. е. равно 


т(т — 1)(т — 2)... (ШВ (три .. (тор) 
1.2.8 ... Е 1.2 8... .Е 








Соединенія съ повторенями. 


723. Разибщеня съ повтореніями. — Размёщенія называють полными или сь 
повтореніями, когда буквы въ разифщен!яхь могуть повторятљся нёсколько разъ. 
Пусть дано 2 буквъ: @,0,0,2,...,ћ,іД. Чтобы составить изъ нихъ двойныя раз- 
мщенія съ повтореніями нужно къ каждой изъ буквъ приписать последовательно 
каждую изъ данныхъ буквъ безъ исключенія; такимъ образомъ получимъ двойныя 
разм щения: 
съ буквою @ въ начал$: 24,06, а, . . . . . ,аһа,а; 
съ буквою б въ началЪ: Ва,66,%6, . . . . . „064,550; 
съ буквою с въ начал: со,сь,сс, . .. . . ›, 06,65, ит. д. 


Обыкновеннымъ разсужденіемъ докажемъ, что полученныя этимъ способомъ раз- 
ифщен1я всф различны и не содержать пропусковъ. Легко найти число ихъ. Съ каж- 
ҳхою буквою въ начал имфемъ 7% размЪщеній, и кавъ каждая изъ 7 буквъ пооче- 
редно ставится въ началђ, то всфхъ размфщен!й будетъ т.т или 77?. 

Для составленія тройныхъ размщеній беремъ одно двойное напр. аа н припи- 
сываемъ къ нему каждый изъ данныхъ элементовъ безь исключснія; двойное разм%- 
щеніе аа дастъ тройныя: 


ааа,аађ,аас, . . . . . „ааа, аб 


двойное разыфщен1!е аб дасть тройныя: 
ађа,ађђ,ађе, ... . . . , аб, 63,46; ит. д. 


ИзвЪстнымъ образомъ докажемъ, что поступая такъ, ни одного тройнаго разм. 
мы че пропустимъ, и ни одного не повторимъ лишній разъ. Число ихь опредфлить 
легко. Одно двойное разм$щен1е даетъ т тройныхъ; слФд. 71? двойныхъ размф щен! 
дадуть т х т? или 73 тройныхъ. 

Вообще число размБщеній 7-го порздка, обозначаемое символомъ АА» ,будетъ т”. 
Доказать это значитъ доказать, что если чисхо размЪщеній 7—1-го пор. есть т” 1, то 
число размЪщеній порядка т есть т". Въ самомъ дфлф, послъднія мы получаем», 
приписывая къ каждому размЬщенію 7 — 1-го пор. каждую изъ т буквъ; такимъ обр. 
одно размЪщеніе 7 — 1-го пор. даетъ тж размфщен1й порядка т, сл$д. 2! размще- 
ній ғ — 1-го пор. дадутъ т х 207—1 или т’ размщеній порядка ~. 


Примзры. І, — Сколько можно написать трехзначнытъ чисель изъ девяти цифр 
1,2, ..., 9? 


Очевидно, столько, сколько можно сдфлать тройныхъ разм щен! съ повтореніями 
изъ 9 элементовъ, т. е. 93 или 799. 


Ц, Окомкими способами момутъ вскрытьсл 3 чиральныя кости (костяные кубики 
съ номерованными гранями)? . 


Очевидно, 63 или 216 способами. | 
724. Перестановки съ повтореніями. — Вообразимъ % буквъ, въ числ кото- 
рыхъ буква а повторяется а разъ, 0 —В разъ, с — у разъ и т. д., причемъ а -|- В-- 
23 
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7--. - „равно или меньше т, т.е. что каждая буква повторяется, или что есть и непо- 
вторяющіясн буквы. Группы, получаемыя отъ всевозможныхъ перестановокъ этихъ т 
буквъ, называются перестановками съ повтореніями; число нхъ обозначаютъ танъ: РР... 

Обозначимъ чпело пхъ буквою х и опредфлимъ его. Въ каждой групп поставимъ 
у а буквъ, равныхъ а, значки 1, 2, 9, ...., «. Переставимъ эти значки всевозмож- 
ными способами; такъ какъ изъ а элементовъ можно сдфлаль Р, перестановокъ, то 


получится новая таблица, въ которой будетъ х.Р„ групъ. Эта таблица содержитъ 


већ перестановки изъ т буквъ, въ числ которыхъ В буквъ равны 6, у буквъ равны 
с, ...., а другія различны. Въ самомъ дъл%: 1) важдыя дв группы этой таблицы 
различны, ибо если они получаются изъ одной и той же грушы первоначальной 
таблицы, то разнятся порядкомъ значвовъ 1, 2, ...., а; а если происходять отъ 
двухъ различныхъ грувиъ, то отличаются порядкомъ буквъ. 2) Какое угодно перем%- 
щеніе изъ 2» буквъ, въ которомъ 8 буквъ равны 5, 9 равны с, ...., остальныя же 
буквы различны, находится въ этой второй таблицф; ибо если въ этомъ перемфщен!и 
уничтожить значки 1, 2, ...., а, то получимъ группу первой таблицы; а, по пред- 
положенію, буквы о въ этой групи% были снабжены индексами 1, 2, ...., “и 10- 
слБдніе перемфщены всевозможными способами. 

ЗатЬмъ въ каждой групп» 2-ой таблицы поставимъ у буквы б значки 1, 2, 3,...., В 
и перемЪстимъ эти значки всевозможными способами; получится 3-ья таблица, число 
членовъ которой равно 2. Р, . Рв . Бакъ и выше, докажемъ, что эти члены суть 
перемфщен1я изъ э буквъ, въ числ которыхъ у буквъ равны с и т. д. 

Прололжая такимъ образомъ, получнмъ перемфщеня изъ 2% буквъ числомъ 
2.Р,. Рв я Р. .... Но когда вс равныя буквы замфнятся неравными, то обра- 


зуютея перемфщеня изъ % буквъ, безъ повтореній; число такихъ перемфщев!й равно 
Р„. Итакъ: 








х Р 
2.Р..Рв.Р....== Р, Откуда Ср вов 
е . 1.2.4... . т . 
771.9 ..ах1.9.. .Вх1.2...ух.... 


Примъры: І. Околько можно составить пятизначныхь чисель цифрами З и 5, 
1435 которылъ первая повторяется 2 раза, вторая 3 раза? 


1.2.3.4.5 
Искомое число, видно, и, т.е. 10. 
очевидно, есть 1.9.1 оз т. е. 10 
П. Какъ велика сумма цифрь во всњаъ перемњщеніяхъ изъ цифръ 129334? 
Число вефхъ переиђцевій ==. 10, — 180; въ каждомъ перемЪщеніи сумма 
а 14 


цифръ — 15, сяфд. во всфхъ перемЪщеніяхъ она = 15 х 180 == 2700. 
Ш. Вь урнъ 10 шаров: 3 бълыль, 4 красных, 2 черных и 1 синій. Околько 
можеть быть перемтшеній изъ эпить шоровъ? 


Число пекомыхъ перемщеній = а вы 12600. 
Р.Р. Ра 
725. Сочетая съ повтореніями. Имя эв данныхъ буквъ а, 0, с, , ..., 
аа Б сес... П #, 5, 1, и взавъ букву а, присоедивимъ къ ней пооче- 
аф а ай редпо всф буквы, не исключая и буквы а; затћмъ къ 0 
ас . А Е 


присоединниъ послБдовательно всЪ слћдующія за ней 
тау буквы и самую букву 0; къ с— вев за ней слћдующія 
два и е, ит. д. Получимъ группы, различающіяся, по край- 
и И ней мЪрВ, однимъ элементомъ и называемыя сочета- 
аї мями изъ т буквь 2-0 порядка съ повтореніями. 
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ЗатБмъ, взявъ каждое сочетаніе 2-го порядка, припишемъ къ нему букву, кото- 
рою оно оканчивается и каждую изъ сл$дующихъ буквъ; составимь группы, разня- 
щіяся, по крайней мфрф, однимъ элементомъ 


ааа оъ... Шиш б 5 ; 
РО з о п образующая сочетанія 43% т элементов 
аас 3-10 порядка съ повтореніями, и т. д. 
. о Въ простыхъ сочетаніяхъ порядокъ ё былъ 
. о ое необходимо < т; въ случаЪ сочетаній съ по- 
Е н втореніями порядокъ ихъ м. б. какой угодно 
ай ае... 9 дыр ге 


т. е. Е можетъ быть є т. Напр. изъ двухъ 
буквъ @ и $ сочетанія съ повтореніямп могутъ быть и 3-го, и 4-го и т. д. поряд- 
ковъ; такъ полныя сочетанія 3-го пор, изъ двухъ буква а и 6 будутъ: ааа, аођ, 
50, ЪЪ. 

Пусть требуется найти число сочетаній съ повтореніями изъ т буквъ а, б, с, ..., 1 


порядка К. Всякое такое сочетаніе м. б. изображено одночленомъ а“ 0... А, 
тд а, В,..., суть т цБлыхъ, положительныхъ или равныхъ нулю, чиселъ, ко- 
торыхъ сумма = №. Всъхъ сочетаній будетъ столько, сколькими способами можно 
распредфлить Ё единицъ между м числами, нульными или положительными. Чтобы 
представить одно изъ такихъ распредфленій, расположимъ въ рядъ ж— 1 какихъ 
либо знаковъ, напр. 0; зат$мъ напишемъ единицы числа х передъ первымъ 0, еди- 
ницы В въ первомъ промежутеЪ и т. д., наконець, единицы числа \ за послЪдниыъ 
0; не ставя ничего, если показатель есть ноль. Такимъ образомъ получатся группы 
въ родъ: 0.110. . . . 01, состоящія изъ К единиць и тж — 1 раздБлительныхъ зна- 
ковъ. Сочетаній столько, сколько группъ этого рода, а число этпхъ групиъ есть 
число перемфщенй изъ ж-|-— 1 буквъ, въ числ которыхъ находитен / единидъ 
и т — 1 значковъ 0. Такимъ образомъ, назвавъ искомое число сочетаній чрезъ® 


соб ‚ получимъ: 





: 1.28 ыы &—1 
вск = Син ) амф) 
т 1.9.3. ..(т—– 1) х1.92.8...Е 
Эту формулу можно представить въ другомъ вид, сокративъ на1.2.3.. (т—1); 


найдемъ 





т(т -|- 1)(®-- 2)... . (т 1). 
сс = те гг: ВА 


Напр., число тройныхъ сочетаний съ ИИ изъ 4 элементовъ будетъ: 
з 4.5.6 





СО, = 2-90. 
4 1.2.3 
726. Иногда можно упрощать опред%леніе числа сочетапій съ повторевіями при 
помощи соотношенія: в 


13 1—1 
= Об соке» (В) 
Въ самомъ дфлЬ, на основан формулы (1) им%емъ: 


р: 8а. Е и 60" 1.2.3... (ии = 
е а кы — 1.2 о 1. . „Ё 
а эти дроби равны. 


соб 








Напр., СС:9=—00°, = ЕН = — 66. 


127. Примъръ. На сколько способовъ мозуть вскрыться 2, 8,... поральныя кости? 
На столько, сколько существуеть парныхъ сочетаній еъ повтореніямп изъ 6 эле- 
6.7 


5 = 91 способъ. 


| 


2 
ментовт, т, е, на СС, == 


— 


23* 
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.7.8 ы 
г ов — 56 способовъ. 





з 
Три кости могутъ вскрыться на СС, — 


728. Задачи. 


1. Сколькими способами могутъ размЪститься 30 учениковъ въ класс? 


2. Сколько различныхь чиселъ можно составить изъ цифръ 1,.2, 3, 4, 5, 0, 
полагая, что каждая цифра должна находиться въ каждомъ чиелф, но только 1 разъ? 
Числа, начпнающіяся нулемъ, не считаются. 


3. Сколько перемЪщеній можно составить изъ словъ: Филиить, Сатасаз, Мі851851рі, 
исопзииоттеПетен? 


4. Сколько перемфщеній можно сдфлаль въ произведеніи 0307с2? 

5. Изъ 7 буквъ, въ чиелЪ которыхъ есть нЪсколько а, можно сдфлать 210 раз- 
личныхь словъ. Сколько разъ входитъ буква а? 

6. Число размъщеній изъ ® предметовъ по З относитея къ числу размщеній 
изъ тБхъ же предметовъ по 4 какъ 1:20. Найти т? 

. з 

7. Опредфлить 9% изъ соотвошенія т: А, 1: 240. 

8. Сколько четырехзначныхь чиселъ можно составить: 1) изъ цифръ 1, 2, 3, 4; 
2) изъ цифръ 1, 2, . . ., 9? Въ томъ и другомъ случа цифры могутъ повторяться. 

9. ОпредБлить полное число разм$щев!Й безъ повтореній изъ 16 предметовъ по 
одному, по два, . . ., по 16? 


10. Доказать, что полное число размЪщевій съ повтореніями изъ т предметовъ 
"1 
ло 1, по 2, .. по т равно т... 
’ р) , р т—1 
Е 8 з 
11. Найти ® изъ соотношенія АА, : АА, — 537824. 


12. Полное число размЪщеніїй изъ р предметовъ всъхъ порядковъ отъ 1-го до 8, 
съ повтореніями, относится къ полному числу размщеній 1-го, . . ., 4-го пор., 
съ повторевіями же, какъ 1297 : 1. Найти 2. 


13. Сколько разхичныхъ произведеній можно составить изъ натур. чисолъ отъ 2 
до 13, перемвожая эти числа по 3? 

14. Еупецъ, имя 8 сортовъ кофе, хочеть сдфлать изъ нихъ смфси, соединяя 
эти сорта по-ровну, употребляя по 3 сорта на каждую смЪеь. Сколько различныхъ 
смф$сей можетъ онъ составить? 


15. НЪвто имфеть 5 брюкъ, 8 жилетовъ и 7 сюртуковт. Въ сколькихъ различ- 
выхъ костюмахъ можеть онъ являться? 


16. ИмҰется ә» различныхъ предметовъ. Какого порядка число сочетаній изъ 
нихъ будеть напбольшее? 


4 2, 
97. Оло: С, 211: 1; найти 8? 
18. Акціонерное общество, состоящее изъ 40 купцовъ, 20 адвокатовъ, 30 про- 
мышленниковъ, и 10 врачей желаетъ выбрать изъ своей среды коммпссію, въ составъ 


которой вошли бы 4 купца, З промышх., 1 медикъ и 2 адвоката. Сколькими епо- 
собами можеть быть составлена коммисс1я? 


19. Доказать, что со? —=06?_„- ССР". ЗатЬмъ, вывести отсюда формулу 
СОРА Сс СС... . 002 002", им 


1.2.3...р-|-2.8...(р4-1)4-....--т(т--1)....(т-}р—1) = тев), 





ЕВИ Н 
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ГУТ АРА 510.11. 
Биномъ Ньютона. 


Выводъ формулы бинома Ньютона для цфлаго положительнаго показателя.—Свойетва 
этой формулы.--Стенень пелинома.— Ариөметическій треугольникъ Паскаля.— Задачи, 


729. Произведеніе биномовъ (х | а) (2-1 0)....(= 4 №) (2-9). Прамымъ 
умноженівмъ находимъ: 


1. (еа В) Ца еа, 


80: 
2 (24-а) (24-5) (24-с) =2% 4-а Ро 06 
0 -Нас е 
+ | + 


3. (4а) Рис )(а- а) == 4-а 2° 4-а |а -- ас & + аса. 
+ь) ас) + 
| аа ас) 
+4| 9 5 

а! 
+ с | 








ит. Д. 


Внимательное разсиотръніе этихъ произреденй обнаруживаетъ слъдующіе 
законы ихъ состава: 

1) Число членовъ каждаго проигведенія единицею больше числа перемно- 
жаемыхъ биномовъ. 

2) Каждое произведеніе расположено по убывающамъ степенямъ общей буквы 
2 биномовъ,` причем; показатель буквы х въ первомъ членъ равенъ числу 
перемножаемыхъ биномовъ; затЪмъ показатели х идутъ постепенио уменьшаяеь 
на 1, до поелъдняго члена, который не содержитъ буквы х, или, что тоже, 
содержитъ х въ нулевой степени. 

3) Воэффиціентъ перваго члена равенъ 1; коэф. 2-го члена ревенъ суммЪ 
вторыхъ членовъ биномовъ, или, что тоже, суммЪ сочетаній перваго порядка 
изъ вторыхъ членовъ; коэф. третьяго члена равенъ сумм двойныхъ сочетаній 
изъ вторыхъ членовъ; коэф. четвертаго члена — сумм тройныхъ сочетаній изъ 
вторыхъ членовъ, и т. д. Наконецъ, послъдній членъ равенъ произведенію вто- 
рыхъ членовъ вефхъ биномовъ. 

Докажемъ общность этого закона. Для этого, допустивъ, что законъ вфренъ 
для т — 1 бинома, докажемъ, что онъ останется вфренъ и для произведенія, 
содержащаго однимъ биномомъ больше, т. е. для э» биномовъ. 

Итакъ, пусть будуть 2-- 0, 2-4-0, ас, ...., 24, ет 
т — 1 биномовъ, для которыхъ, то допущенію, вышеуказанный законъ в%- 
ренъ. Обозначимъ символами: 5,-— сумму вторыхъ членовъ этихъ биномовъ, 
5, — сумму двойвыхъ сочеташй изъ нихъ, 5, — сумму тройныхъ еочетаній, 
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вообще, 5, — вумму сочетаній # го порядка, и 5„, — произведене већхъ вто- 
рыхъ членовъ. По допущенію, произведеніе этихъ ю — 1 биномовъ дасть: 


(2+0) (2-5) (24 с)....(2--№) (2-4-4) а" Бат 4 5,2" Бат .... 
48,12% 4-9, 2"... 9. 

Введя зи-го множителя = -|- 7, найдемъ отсюда: 

(2+ а)(2 -|- 0)... т (НИ а" В, | 5%" 5, а 24 9, |а"-2.. 
+1 5, 1| Е «5 ви. 
... Е бь а О бил 
+80 

1. Видимъ, что показатель буквы х въ первомъ числ равенъ числу т 
перемножаемыхъ биномовъ, что въ слъдующихъ членахъ показатели буквы 2 


идутъ, послфдовательно уменьшаясь на 1, до послёдняго члена, гд этотъ 10- 
казатель есть ноль, т. е. гдф х не входитъ. 


2. Изъ закона показателей прямо слфдуетъ, что число членовъ произведе- 
нія равно ж-|-1, т. е. на единицу больше числа биномовъ. 

3. Коэофищентъ перваго члена есть 1. 

Коэо. втораго члена составленъ изъ суммы 5, вторыхъ членовъ первыхъ 
т — 1 биномовъ, сложенной со вторымъ членомъ 7 т-го бинома; :0л%д. онъ 
равенъ сумм вторыхъ членовь вефхъ т биномовъ. 

Коэф. третьяго члена составляется изъ суммы 5. двойныхъ сочетаній вто- 
рыхъ членовъ ә: — 1 первыхъ биномовъ, сложенной съ произведешемь 5,7 
суммы вторыхъ членовъ этихъ же тж — 1 биномовъ на второй членъ Г пос - 
няго 7-го бинома; другими словами, этотъ коэф. сеставленъ изъ суммы такихъ 
тройныхъ сочетаній 2 буквъ, въ которыя не входить 7, | сумма тройныхъ 
сочетаній т буквъ, въ которыя входить 1; а это даетъ полную сумму трой- 
ныхъ сочетавій изъ 2 буквъ. 

Коэф. четвертаго члена равенъ сумм% 5, тройныхъ сочетаній изъ вторыхъ 
членовъ первыхъ т — 1 биномовъ, сложенной съ произведенемъ 5,7 суммы 
двойныхъ сочетаній тћхъ же буквъ на новую букву { введеннаго бинома; дру- 
гими словами, этотъ коэф. составленъ изъ суммы тройныхъ сочетаний вторыхъ 
буквъ 22 биномовъ, сочетавій, не содержащихъ 7, | сумма тройныхъ сочетаній 
изъ тЪхъ же буквъ, но содержащихъ 1; это даеть полную сумму тройныхъ 
сочетавій 2 буквъ. 

Вообще, коэф. при 2" или коэф. (#-Р 1)-то члена составляется изъ суммы 
5, сочетаній д-го порядка вторыхъ чяеновъ первыхъ т — 1 биномовъ, -- про- 
изведенів 5,_,. Г суммы сочеташй (5 — 1)-го порядка изъ тЪхъ же членовъ на 
второй членъ { новаго бинома; т. е. этотъ коэф. слагается изъ суммы с0че- 
таній А-го пор. вторыхъ буквъ т биномовъ. сочетаній, не содержащихъ 7, -- 
сумма сочетаній /-го порядка изъ тъхъ же буквъ, но содержащих /; это даетъ 
полную сумму /-хъ сочетаній то буквъ. 

Наконецъ, такъ какъ 5„_. есть произведене вторыхъ члеповъ т — 1 пер- 
выхъ биномовъ, то 5„.,Г есть произведеніе вторыхъ членовъ эй биномовъ. 

Итакъ, законъ, допущевный для тж — 1 биномовъ, оказываетея върнымъ 
и для произведенія, содержащаго однимъ биномомъ больше. Но мы непосред- 
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хтвенно доказали его для четырехъ биномовъ; слёд. онъ вфренъ и для 5; бу- 
лучи в%рнымъ для 5, вфренъ и для 6 биномовъ, и т. д.; олд. онъ вЪренъ 
для какого угодно числа биномовъ. 


730. Формула бинома. Итакъ, имфемъ тождество: 
#--а)(-- (6)... Е (а = 2" 5,0-1 40 5,20" Буда -|- .... 
бека пене 


полагая, что число биномовъ есть р. Приэтомъ: 


312=44-524-с...... +5 | Для вывода изъ этого тождества Фор- 
Э,==00 | ас-|- .. . 45 | мулы бинома, т. е. (2-- а)", стоитъ 
5,==абе-| аһа -- . а только положить, что во вевхъ т би- 
а" 76 а= 0 = 0=....2= 42-1, Первая часть 


Эр = афс .... ®-- афс... ое тождества обратится въ (2 -- а)". 

2 Нее ЗатЪмъ, найдемъ, что: 

РА 0 о ад 47. 5,==04-04- 04+... . 4-6 
а 


какъ вофхъ слагаемыхъ здфсь 1%, 3 9, == та. 


ИР ) номахъ вторые члены равны, т. е. что 








5,==а* | а-а. . . . 4-а; причемъ слагаемыхъ здБеь столько, 
: (т — 1). 
сколько двойныхъ сочетаній изъ т элементовъ, т. е. 75; 65. 
т(т—1) а 
а= 9.8. 
5. =@--@--....--@; причемъ а? повторяется слагаемымъ столько 
: т (т—1)(т—2) 
разъ, сколько есть тройныхъ еочетаній изъ т» элементовъ, т. 6. оао; 
т (т — 1" — 2), 
такъ что 5, = тов 
Вообще, 5, = а* а--.... Ра; причемъ слатаемымъ а^ берется 


столько разъ, сколько есть сочетавій /-го порядка изъ т элементовъ, т. е. 
т(т—1)(т— 2)... . (т 8-1), т(т—1).. ии" 
ОМИ О 
Наконецъ, 5„=а.а.а. .. .а, ТД а повторяется множителемъ тж 
разъ; слЪД. Э„==а”. 
Такимъ образомъ, тождество (1) беретъ видъ: 


(х + а)" —2"-- таа" РЧ 1) ата 0) 2) азхт- з. 


Ги +0092. о н еа а... ча". 

Это и есть знаменитая Нъютонова формула бинома; пока она доказана 
нами для случая возвышенія бинома въ какую угодно степень чтьлейо т0л0- 
жительнало порядка. Вторая часть ея называется разложенаемь первой. 

731. Свойства оормулы бинома. Формула бинома обладаеть слёдующими 
замвчательными свойствами: 

Г. Члены ея расположены по убывающимъ степенямъ буквы 2 и по воз- 
астающимъ буквы ос, причемъ показатели буквы х идутъ посяЪдовательно 





з и салд. 9, = 





ве 


уменьшаясь на 1, начиная отъ т и до нуля (въ послднемъ член), а пока- 
затели буквы а идутъ, посл%довательно увеличиваясь на 1, отъ () (въ первомъ 
член) до 92; сумма же показателей при хи а постоянна и равна, въ каждомъ 
членф, показателю 7 степени бинома. 


П. Число членовъ равно т -|-1, т. е. единицею больше показателя бино- 
ма: это непосредственно видно изъ закона показателей. 
Ш. Коэооищенты бинома суть: 


т(т— 1) т(тр—1)(т— 2) т(т — 1)....(т — ®-Е 1) 
ВИ И а 


1, т, о" 1.2.3 ЕСИ: НОЯ 








т, 1, 


т. е. коэффиціентъ первало члена равен 1, а коэффиціенты членовъ, начиная 


со вторало, суть числа сочетаній изь т элементовъ порядка, равнало числу 
предшествующихь членовъ. 


ІҮ. Обыкновенно (#--1)-ый членъ, Формула котораго есть 


__ (т — 1)(т— 2)... .(т—Е- 1) ки 
Тин = 1.2.3. -. (ЕР 7—02 *, 





называетен общимъ членомь разложенія, потому-что изъ него можно получить 
већ члены разложенія, начиная со 2-го, полагая # равнымъ посл®довательно 
1,2,3,4,...., т. Въ самомъ дфл6, полагая 


т 
Е==1, ваходимъ Т, 194", а это есть второй членъ; 


т — 1 | 
в. « т, 9 Одна, т. е. третій членъ; 


—1 —2 
#9, ‹ = ти тж) а?1"-%, т. в. четвертый членъ; 


ооо О ЗВ . о С НИК ЗК о 


тт — 1)(т — 2)... 0.2.1 
а= т; ‹ Е ыы 5 е В т. а" — а", а это — п0- 





сл членъ. 


Такимъ образомъ для полученя изъ общаго члена — какого угодно члена 


разложения нужно только положить / == числу членовъ, предшествующихъ опре- 
дЪляемому. 


Ү. Коэффищенты членовь крайнихь и равно—удаленныхь отъ крайних 
равны между собою.—Въ самомъ дфлЪ, коэФ-ты 1-го и послфдняго члена рав- 
ны 1. Затбмъ, возьмемъ члены: #-|- 1-й отъ начала и #-- 1-й отъ конца. По 
свойству Ш, коэооиціентъ перваго изъ этихъ членовъ равенъ числу сочетаній 
5 го порядка изъ и эзементовъ, т. е. С". Замфтивъ, что отъ послЪдняго до 
&-- 1-го члена отъ конца, включительно, имћетея /: -- 1 членъ, а већхъ чле- 
новъ т 4-1, закиючаемъ, что (#--1) му члену отъ конца предшествуетъ 
(0-4-1) — (Е-- 1) или ж — Е членовъ, а потому его коэо., по пунк. Ш, ра- 
венъ 027°. Но мы знаемъ, что 0“ == 0"—* ($ 721, 1). 


ҮІ. Если показатель жесть число четное и = 2р, то число членовъ разло- 
женя будетъ нечетное 2р 4-1, а потому въ срединЪ разложенія будетъ коэт- 
фиціентъ не повторяющійся, съ обфихъ сторонъ котораго коэфФиціенты равны 
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и расположены въ обратномъ порядкъ. Очевидно, въ этомъ случа придется 
вычислить р -- 1 коэФФиціентъ. 

Если же показатель т есть число нечетное, напр. 2р -|- 1, то число чле- 
повъ будеть четное и = 2р + 2; коэвФищенты второй половины будуть тже, 
что и въ первой, но расположены въ обратномъ порядкЪ, а въ средин® разло- 
женія находятся рядомъ два равныхъ коэфоищента. Вычислить придется п010- 
вину, (р |- 1), вевхъ КОЭФФИЦіЄНтТоВЪ. 


УП. Вычисленіе членовъ разложенія елфдуетъ вести по елћдующему пра- 
вилу. Подетавивъ въ Формулу #-- 1-го члена 


_ тт 1)... .(т— В+ 2) — ВИ) акт. 








а = Тб. ЕЕЕ рае) 

 — 1 вм%сто А, на основаніи п. Г\№, найдемъ к-ый членъ 
"т... Вы, ні Р 
а= И а 2" И) 


Раздфливь (1) на (2), получимъ 


Т. В+ 1 —} 1 
=” т х 2, откуда П праи аван. х= о 9008) 





Итакъ: чтобы изъ #-0 члена вывести (Е -|- 1)-й член», а коэффиціентљъ 
К-00 помножить на показателя т — Е -|- 1 буквы 2 въ этомъ членъ и раздъ- 
° лить на число Е членов, предшествующихь опредъляемому; заттњмь показа- 
теля буквы а увеличить на 1, а показателя буквы х уменьшить на 1. 


Примъры. 1) Разложить (2 - а)". 


Число членовъ —7--1=8; поэтому, вычисляемъ 4 коэФоищента, а для 
другой половины разложенія ставимъ тё-же коэФ-ты въ обратномъ порядк%. 


7.6 
Найдемъ, примћияя правило УП, первые четыре члена: 27 -- Таа -- 5-41? 


+ Т ее ари, или 2" -|- 7а2° | 21а?2% -|- З5а°х‘. Все разложеніе будетъ: 
З 1 а) == 2° -| Таа -- 2102 4 35а -|- 35/3 -- 21а°2* 4- Тах | а?. 
2) Разложить (2 а). 


Е 8 
Вефхъ членовъ 9; вычисляемъ 5 первыхъ: 2% Ч 8а" 257 а 2% -- 


е - Е еты 79а’, ши 2" -|- 802° -- 2647" -- 56а" -- 70а*а*. Все 
разложеніе будетъ. 
| (=--а):—2%-8а27--98а%х%1-56а%5--70а4:4|-56а113-98а*%-8а72-а*. 


ҮШ, — Еоэффишенты идуть увеличиваясь до средины разложенія, а за- 
тльмь уменьшаются. 


Соотношене (3) пунк. ҮП показываетъ, что ие |} 1-го члена 


получается изъ коэФ-та /-го члена умноженіемъ на дробь ^ вш . Ол%д., 





когда этотъ множитель >> 1, коэффиціентъ (/ -|- 1)-й будетъ ны к-го; когда 


— 
саза зн, будетъ == 1, оба коэф-та будутъ равны; наконецъ, при“ саа «1. 
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послЪдующій коэФ-тъ будетъ < предшествующаго. Опредфлене, при какихъ К 





п — 64-1 . 
множитель 1 будеть 2> 1, приводится къ ршенію, относительно К, 
неравенства 
т— Е 1 


Е 1, откуда, замфчая, что А > 0, имћемъ: в". Пуни (1) 


Различаемъ два случая; т — число четное, и — нечетное. 


Первый случай. — Пусть т число четное и == 2р. Всъхъ членовъ въ раз- 
ложеніи будетъ 2р | 1; одинъ изъ нихъ занимаетъ среднее м%сто: тотъ, передъ 
которымъ находится р членовъ, и за которымъ слёдуетъ р членовъ, т. е. р-|- 1-й. 
Подетавивъ въ нер. (1) 2р вместо э, найдемъ 


1 
о 
1 
№ есть число чтълое, и оно должно быть меньше р |--с; это можетъ быть при 


&—0,1,2,3,...., 6: т. е. коэофиціенты возрастаютъ отъ начала до р-|- 1-го 
включительно, т. е. до средняю, который и будетъ наибольшей. Изъ п. Ү за- 
ключаемъ, что дальнйшіе коэф-ты будутъ идти уменьшаясь до конца разложе- 
нія. Итакъ, въ ередин% разложенія находится одинь чденъ съ наибольшим» коэ®- 
Фиціентом. 


Второй случай. — Пусть т— число нечетное и = 2р -- 1. Число членовъ раз- 
ложенія будетъ 2р-|-2, такъ что оно распадается на двъ половины по р-|-1 
коэтФиціевту въ каждой. Неравенство (1) даетъ 

Е<р+ 1, 
откуда слъдуетъ, что для полученія возрастающихъ коэФтиціентовъ надо давать 
К значевія 0,1,2, .... , р; т. е. коэФеищенты идутъ возрастая въ первой по- 
ловинф строки. Если затЪмъ дадимъ / значеніе Заа для вычисленія перваго 


= 


`` обратится въ 1; 





коәФ-та второй половины разложенія, то множитель 


слъд. (р--2)-й коэф. = (р-|- 1)-му (что слБдуетъ и изъ р №). 

Итакъ, при 22 нечетномъ, въ средин® разложенія находятся два равные 
коэффиціента рядомь, большіе остальных. 

ІХ. Сумма всъьжь коэффищентовь разложешя (2 -|- а)" вседа = 2". Въ 
самомъ дВлЪ, положивъ въ Формулъ бинома 2 —а-==1, замфтимъ, что первая 
часть обратится въ 2”; а во второй части всф степени буквъ а и 2 обратятоя 
въ 1, такъ-что въ этой части останется сумма коәофиціентовъ; именно: 


Е и Пи 5... зат 


Примъчаще. Замътивъ, что коэФФищенты, начиная со втораго, суть числа 
сочетаній изъ ө» элементовъ порядковъ 1-го, 2-го,..., т-го, и перенеся 1 въ 
первую часть, можемъ предыдущее равенство написать въ вид?ћ: 


Он: ВОО, 


Это значить, что полное число сочетапій изъ и элементовъ, порядковъ отъ 
1-го до зи-го, равно 2” —1. 
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Х. Разложеніе (1 — а)" получается изъ (2-4 а)" подстановкотю (— а) вм%- 

сто а; такимъ образомъ 
оа)" |е + (а) а" та)" Са 0 ата... (— а)" 
нате Ор Е оа) 
Очевидно, већ члены съ четными степенями (— а) дадутъ знакъ -|-, съ не- 


четными же знакъ —; поэтому знаки разложенія чередуются. Посл днему члену 
при 72 четномъ предшествуетъ (--), при т нечетномъ (—). Общий членъ будетъ 


а тт — 1). (т — 4-1) а, 
Та = 1.2. З. ий 





тд нужно брать знакъ -- при / четномъ, и — при  чечегномъ. Но если 
замЪтимъ, что — а= — 1.0, откуда (— а)“ =(—1)*.а^, и что это произведе- 
нів само собою принимаетъ знакъ (-|-) при / четномъ и (—) при нечетномъ Г, 
то, очевидно, цълесообразнъе дать общему члену видъ 


ЕЕЕ Б, 25 
Та. 0" о -" Е 1). аан 





? 


подъ которымъ онъ самъ собою принимаетъ надлежащій знакъ соотв тетвенно 
велкому частному значевію /:. — Подобно этому и послъдпему члену = а" цЪле- 
сообразнће дать видъ: -- (— 1)".а". 


Такъ, общий членъ разложеня (1 — 2)? будетъ 


.. .200—№ 
тЫ 


ХІ. Если въ ФормулЪ (о) положить х 0:1, то она дастъ 


0=1—т-+ п 1) тт а 2) , 





или, собравъ положительные члены въ одной части, а отриц. въ другой: 


1 9 -1) Е а СВ 


т, ё. сумма коэффиилентовь нечетныль мость равна суммь коэффиціентовъ 
четныхь мњет». 





Примъчанае. Написавъ посл днее равенство въ видъ 
2 4 6 1 з 5 
140,0, 0, шаа Е р са а А 


заключаемъ: если изъ 2 предметовъ составить сочетанія веъхъ порядковъ отъ 
1-го до эт-го включительно, то число сочетаній, въ составъ которыхъ вхо- 
дитъ нечетное число предметовъ , единицею больше числа сочетаній четнаго порядка. 
732. ПримзрРЪ. — Разаожить (71а — Заб?)5. 
Положивъ 745 — и, 36 0, имћемъ: 


СЕЛТИ лия 59% — 0 


(и — 0) == и — 5-5 
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Подетавивъ вмфето и и о ихъ величины и выполнивъ вс вычиеленя, 
найдемъ: 
(7475 — Зар?) — 16807а1%% — 36015а%% -- 30870480? — 13230763 -- 2835а%% 
— 243а%Ь*0. 
733. Степень полинома. Практическій пріемъ для разложенія степени полинома 
заключается въ томъ, что въ выраженін (а--6--с....)” разсматриваютъ 0---|- .... 
кавъ одну букву» п по формул бинома разлагаютъ [а-|- (5-- сУ- ....)]". Въ разло- 
женіе войдутъ различныя степени (6 --с-|- ....); надъ этимъ выражешемъ опери- 
руютъ такимъ же точно образомъ, разсматривая (с-|-@--....) какъ одну букву; 
продолжая тавимъ образомъ, получаютъ требуемое разложеніе. 
Отыщемъ общій членъ разложенія (0-4-5 -сУ-- 44. . . .)". Положивъ 
24-с 24-. . . . ===, имфемъ (045--с404-. . . .)"= (04 =)” = (8--а)". 


Обозначивъ этотъ общій членъ буквою Х, им%емъ: 


__ т(т—1)... сав, п-т еу 1.2.3... т ри 
х= 1.2.3. Га оа 0) 


ЗдЪеь Рр ао. полагая с--а-|.... == 
Разложеніе (у--5)”`" содержитъ и —--1 чженовъ; назвавъ общий членъ его, 
содержащій а”, буквою У, можемъ этому члену, согласно (1), дать видъ 
1.2.3... .(т— и) 
1.2....7.1.9.... (ия) 
Подставивъ въ (1) на мето х”`” общий членъ У этого выраженія, найдемъ 
1.2... ли. 1.2....(т — т) 
1.9..." .1.2....(т— 7). 1.2... 1.9....(т—т— и) 
или, сокративъ коэффищенть на 1.2... . (м — +): 
1.2.3... .т 
1.9... 1.9....77.1.2.... (тт т) 
Выраженіе это представляеть всЪ ть члены искомаго разложеніл, которыя со- 
держать а" и 5". Въ немъ у "= (е--а-е-+. у — (2-0) 7", 
полагая в=а--е--. 
Разложене (2-|- е)" = имфеть 0—7 — 7 -- 1 членовь; назвавъ общій его 
членъ, тоть, передъ которымъ находится 7” членовъ, буквою 7, получимъ 
1.2.8... .(в—7— т) 
1 9... .0"1.1.9.8,... (ттт —– 1") 
Замфнивъ во (2) выражеше у" его общимъ членомъ 7, имфемъ 


Хх 1.2....т. 1.2....(т—7—") о ато" ат" 
2...9... 1.9....(т—7—"). 1.9..." 1.9... (тии) 


или, по сокращен: 


№ == 











У = 


т ра 
У « 


Хх 


г р" 077-77 Ў 








х = А лае 00) 


ртр 
тр’ат-г-г-т". 


7 = 








1.2.3... т 
1.9....е. 1.2....77. ний, 1.2... (ти — 9") 


ате" атт" г 





ит. д. 
Если бы полиномъ ныЪль только 4 члена, то быль бы 2—4, и если обозначить 
тоу т —»" буквою 7”, то общій членъ разложенія (а Ь--с-- 4)" былъ бы 
1.2.8... .т 
о Е Др, ИЕ О 


гд ЕЗЕН или а 


Х = 


и АЎ! ут! 
то т м 
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Условивщись произведене 1.2... .Е принимать ==1, когда #—0, можемъ 
изь Х получить ве члены разложенія (а 6-1 с-- а)”, подставляя вместо 
г, 0", 0", Г" посляфдовательно већ положительныя цлыя числа, удовлетворяющия усло- 
вію ии |" 6 = т. 

Для получевія перваго члена, полагаемъ 7—7, и сл$д. “=” 5" == 0, велфд- 
стве чего вс произведения 1.2....7”’, 1.9... .т7и1.9... т" обратятся 
въ 1; найдемъ | 

И Е 1.2.8... .т 
71.9.8... ..1.1.1 


Желая найти члены, солержащіе а"-!, нужно положить г — т — 1 и сад. 
р 4" 1. Приэтомъ получится столько членовъ, сколькими способами можно 
удовлетворить ур-вію 7” 4-7 -|- 71 цфлыми положительными числами, со включе- 
ніемъ нуля. Очевидно этому ур-нію удовлетворимъ, полагая поочередно каждое сла- 
таемое —1, и приэтомъ каждое изъ остальныхъ двухъ равнымт 0. Такимъ образомъ 


Хх а" 00020 — а”. 





1. При “= — 1 беремъ у’ =1 и "у" 0, что дасть 
12... т 
№ == 
1.2... (т—1.1.1 
2. При = т — 1 беремъ 7/1 и’ = г” —=0, откуда, 
1.2....т 
Ва. с. 1) 1.1.1 
3. Наконецъ, при ’— т — 1, взявъ г" 1 и "==, — 0, имфемъ 
1.2... .т 
а. 
1.9... .(т1).1.11 
Желая найти члены, содержание а”-?, должны въ общемъ членф положить 


г—=т— 2, и сд. 774-7 0-07 2. Послфднему ур-нію можно удовлетворить 
6 способами: 





ат! 010020 — тат-16; 


ат -1 600140 — тат-1 с; 


ат 1 606041 — таж-14. 


9 и — и" — 0; 


Я" — и т" — 0. 
и" — Ви" = 0. 


1, Ри = 0. 


Ре 


тости] и р" = 0. 
6. ими" 1 и 0). 
Такимъ образомъ найдемъ члены: 
Е = 1.2.3....т =. 














1.2 О О тие О 
2. х=: 5 а ВЕ тает изя, 
1.2... т т(т — 1) 
3. Хх т-9 00003 — ИА -7 а”? да 
а о 
Ен 
Ё4. х= а а" 61140 — тт —1)а"-3 0с. 
1.2....т 
5. Х = Е ауа Е ат ей — т(т—Т)а”- 36а. 
1.2 ГД 
6. Х = 0-3 00141 т(т—1)а"3 сӣ. 


1.2....(т—2).1.1.1 








Ариеметичесвй треугольникъ Паскаля. 


734. Возвысивъ биномъь «--6 послъдовательно въ степени нулевую, первую, 
въ квадрать, въ кубъ, . . . ., въ р-го степень, выцишемъ коэффищенты этихъ 
= разложеній въ горизон- 








1. Е 50| 1 тальныя строки. Полу- 
о. («45| 1.1 чится таблица, содержа- 
3. (24-5) 1.2.1 щая Въ строк нумера 
4. (841-5): 1.3.3.1 (2-1) коеффиціенты раз- 
5. (а) 1.4.6.4.1 ОТЕТ 
М | (07 а Числа этой таблицы 
| | : | | | | : | . ў | | | | | составляють ариемети- 
А а И ИА ческій треуюльникь Пас- 
ИВ НИЯ каля; они обладаютъ раз- 
(0-1) | (@--8Р 1. 0 р с, | с, И 5 „1. 2ичными замфчательными 





свойствами, изъ которыхъ 
укажемъ ваиболће выдающіяся. 


І. ПЕРВОЕ свойство: Число, находящееся въ т-й зоризонтальной строктњ 
а въ Е-й вертикальной колонн, равно 


(т — 1) (т —– 9)... . (т Е--1) 
БЕ У теу | 


Въ самомъ дл, по самому построенію Паскалева треугольника, числа 71-й строки 
суть числа сочетаній изъ т— 1 элементовъ вефхъ порядковъ отъ 1 до ж — 1-го, 
причемъ въ #-Й колони% этой строки стонтъ число сочетаній #—1-го порядка; елд. раз- 
РАЯ (тю — 1) (т —– 2)... (тб 1), 

1.2.8... . (6—1) 





&—1 
сматриваемо число есть С т-—1 


: к 
Примъчаще. Когда № >> т, формула О, не имфетъ смысла; но можно усло- 
К 
виться, что въ этомъ случаћ О, 0. 
П. Второе свойство. Есон взять вь Паскалевомъ треутольниктњ три числа 
А, В, Н, расположенныя такъ, н 


А.В 
н 


что А находитея непосредственно влъво отъ В, а Н непосредственно внизь отъ В, 
то Н=А +В. 


Въ самомъ дав, если Абу ‚ то В= 007. Н 01, номы знавиъ($ 721,1), 


р+і? 
п 094-04"; слід, П А-В. 


что С р = 


ПТ. ТрЕТтЬЕ свойство. Если взять дв% послњдовательныл колонны Паска- 
лева треуюльника 
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ор 
= 


НА: 
я 


то О=1-А-В--С-....-К-НГ, ә. е. сумма в первыль чисель порядка р 
равна п-му числу порядка р -|-1. 

Въ самомъ дфлЪ, по второму свойству имЂемъ: 

=, ИЕК-К,...., СВ +В, В'==1 А; 
складывая и упрощая, находимъ 
О=1+А+В4+....ЕУ-1. 

Примњчаніе. Числа одной и той же колонны Паскалева треугольника ветр%ча- 
ются въ нёкоторыхъ вопросахъ анализа. Ихъ называютъ фиурными числами. Числа 
п-|- 1-й колоны называются фуиурными числами по порядка. Такимъ образомъ 
числа 2-й колонны: 1, 2, 3,. . . . суть фигурныя числа 1-го порядка; ихъ назы- 
ваютъ также натуральными. Числа 3-й колонны 1, 3, 6, 10.... т. е. фигурныя 
числа 2-го порядка называютъ треузольными, такъ какъ ихъ числа единицъ можно 
расположить треугольниками: 


Е . Я Е в $ . $ ит. д. 


Числа четвертой колонны 1, 4, 10,. . . . или 3-го порядка называютъ %1р0- 
мидальными, ибо они выражаютъ числа точекъ, которыя можно расположить въ тре- 
гранномъ углф на параллельныхъ плоскостяхъ. Числа пятой колонны или 4-го п0- 
рядка называются треуюльно-треуюльными. 

735. Приложеніе. Найти число сочетаній съ повтореніями изъ т буквь р-10 
порядка. 

440 се + 4--...... Для составлевя сочетаній множимъ 

а--ь {се - а-...... 044... самого на себя нсколь- 
Бе НЕ вое 4 а ко разъ, причемъ за МОНО принимаемъ 

И а ыы: только члены, находящіеся надъ членомъ 

Деве 7а множителя и лфвфе его. Такимъ образом», 

аф въ лослБдовательныхъ произведеніяхъ по- 

_ 5. и © ДКР лучимъ сочетанія съ повтореніями 2-го, 
- ааа -- 500 Е ссе | ааа... 3-го, и т. д. порядЕовъ. 


) 
4-а 4 вес | сда 4-. . . | Каждый столбецъ любаго произведе- 
| 
[ 
| 
) 


Соч. 2-го пор. 





—- ааъ + асс 4-44 4... пія содержитъ столько членовъ, сколько 
`4 66е | ааа ихъ находится въ верхнемъ столбц и въ 

+ аве + ссд столбдахъ съ лъвой стороны предыдущаго 

4 аас | 50 произведенія. Такимъ образомъ изъ способа 

-- асӣ составленія произведеній видно, что если 

а 1, а, В, 1,.... суть числа членовъ въ 

4 аа столбцахъ какого-либо произведенія, то 

-- аай числа членовъ въ столбцахь слёдующаго 


3-го пор. 


Соз. 
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произведенія будуть 1,14-а,1У4-а--8,14-а--0 4-7, . . . .; а это есть рядъ чиселъ, 
выводимыхъ изъ предыдущаго ло закону фигурныхъ чиселъ. Такъ для сочетаній 2-го 
порядка послфдовательные столбцы содержать 1, 2, 3, . . . . членовъ, или рядъ 
фигурныхь чиселъ перваго порядка; для сочетаній по 3 столбцы содержатъ 1, 3, 6, 
10,. . . . членовъ, или рядъ фигурныхъ чиселъ втораго порядка. Вообще для соче- 
таній по р числа членовъ въ столбцахъ представляютъ рядъ фигурныхъ чиселъ р—-1-0 
порядка. Полное чнело сочетаній или членовъ всего произведенія есть сумма ряда, 
доведеннаго до столькихъ столбцовъ, сколько дано буквъ. Поэтому, чтобы найти число 
сочетаній изъ жж буквъ по р., нужно взять сумму т фигурныхъ чиселъ р — 1-го по- 
рядка, илн, по свойству Ш, т-ое фигурное число р-го порядка. Фитурныя числа 
р-то порядка находятся въ (р -|- 1)-мъ столбцв, который начпнается съ (р-|- 1)-й 
строки. Начиная съ этой строки надо спуститься на э» строкъ, получимъ (р--%)-ю 
строку, въ которой беремъ р-|- 1-й членъ. Этотъ членъ будетъ ($ 734, Ов. 1). 
(т-р — 1) (т-р — 2)... т 
1.2.3... .р 

Такимъ образомъ находимъ прежде доказанную формулу для числа сочетаній съ по- 
втореніями. 





736. Примъчаще. Теоріей соединеній занимались уже индійскіе математики; въ 
алгебрБ Баскары ланы праввльныя формулы для опредЪленія числа различныхъ соеди- 
неній. Ариөметическій треугольникъ быль извћетенъ уже китайскимъ математикомъ 
ХІ столЪтія, а затЬмъ вновь найденъ былъ Паскалемъ въ ХҮП столътіи. Формула 
бинома дана Ньютономъ въ 1676 тоду. Она вырфзана на гробниц Ньютона въ 
Вестминстерскомъ аббатств%. 

737. Задачи. 

1. Найти пятый членъ разложенія (а5 — 20‹)', 

5 942 9/22 13 

2. Найти восьмой и девятый члены разложенія (3 +) . 
3. Разложить (2 — #)6. 


. Найти шестой членъ разложенія (а-|- 04)!6. 


4 
5. Найти коэффиціентъ при аб%с5 въ разложени (а | 0 -|- с)". 
6. Найти средніе члены разложенія (5а — 25). 

7 


. Показать, что средь! членъ разложенія (1 У 2)?" равенъ 


Еа) А 
Е РР ав 


А Т 1 \21+1 
8. Найти коэффиціентъ при 2+1 въ разложеніи (= — =) . 
& 
9. Найти 7-й членъ отъ начала, 7-й членъ отъ конца и средній членъ разложе- 
А 1\% 
нія (= — =) . 
2 
10. Доказать, что разность между коэффищентами при 2**+1 и 2" въ разложеніи 


(1-4 2)"%' равна разности между коэффиціентами при 2+! и 27! въ разложеніи 


(1-- =)". 





ОТДЪЛЪ ПЯТЫЙ. 


ТЕОРІЯ РЯДОВЪ И ЛОГАРИӨМОВЪ. 


глА ВА ЕАМ. 


Прогрессія ариеметическая.—ОбщЙ членъ.—Сумма членовъ.-—Вставка среднихъ ариө- 
метическихъ. — Безконечная прогрессія. — ОпредЪъленіе суммы одинаковыхъ степеней 
членовъ ариеметической прогрессіи. — Задачи. 


738. Опредћленіе. Ариометической прозрессіей наз. рядъ чиселъ, изъ ко- 
торыхъ каждое получается изъ предыдущаго прибавленіемъ постояннаго, позо- 
жительнаго или отрицательнаго, количества, называемаго разностью прогрессіи. 
Очевидно, что когда разность положительна, члены будуть возрастать, и про- 
гресеія наз. возрастающею; когда разность отрицательна, члены идуть умень- 
шаясь, и прогрессія наз. убивающею. Олово прогрессія обозначается знакомъ 


—:-; члены прогресоји отдфляются одинъ отъ другаго точкою. Такъ: 
Е ааг есть прогрессія возрастающая; разность ея —=3, 


—-5.2. —1.—4.-1.... есть прогр. убывающая; разность ея = — 3. 


Для полученія разности надо изъ какого-ниб. члена вычесть предшествующий. 
Когда число членовъ прогресеш ограниченное, она наз. конечною; при не- 
ограниченномъ числ членовъ—безконечною. 


739. Важные три смежные члена арием. прогрессіи составляютъ непрерыв- 
ную ариеметическую пропорцію. Пусть кана прогрессія въ общемъ видћ 


—4.6.с.4.е.....,а разность ея 7. 
По опредъленію прогресси: с — 5—7 и 0 — с», откуда 
а — с=с —Ъ: 
смежные члены 0,с,0 составляютъ непрерывную ариеметическую пропорцію. 


740. ТЕОРЕМА. Общий член. —п-й членъ прогрессіи называется общимъ 
членомъ. Пусть дана прогрессія 


о о. 8а ы а „ (1) 


• С 


24 
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въ которой + есть м-й членъ, а разность—д. Но опред леню прогрессіи имфемъ: 
$ —а-- 8, = 6, а=е-- 8... ., 8.4, 8—5--9, и=ё- 6. 
Складывая эти равенства, находимъ: 
Беа... . 4з 4-и=а- ре... НН; 
а отнявъ отъ объихъ частей по 6-- с-|- - . . . 4-5-2, получаемъ: 
и—а-|- (п — 1). 

Итакъ: общей членъ трогрессім равенъ первому, сложенному съ разностью, р 

помноженною на число предшествующихь чдендвъ. 


ПримвРЫы: 1. Найти двадцатый члень прозрессіи. 
—1.3.—. 
Здёсь 2-7, 0=—4, ®=20. Саёд. 
м==1-|- (20—1).(—4)=7-19.(—4)=— 69. 
2. Найти величину п-10 нечётнало числа. 


Нечетныя числа образуютъ ариөм. прогресошю, въ которой а —=1, 29; 
сл®д. п-е нечетное число —1-|- (п — 1). 2—2" — 1. 


3. Пространства, проходимыя свободно-падающимъ ттњломъ въ первую, 
вторую,. . . . секунду, образують ариеметич. протр., первый члень ко- 


торой = 9, а разность =9. Найти пространство, пробтлаемое въ п-ю 
секунду? 

Әто пространство 59 + (п — 1)9= (2% — 1): 5. 

741. ТЕОРЕМА. Бо всякой конечной ариометической прозрессви 


сумма крайнихь членовь равна суммъ двухз друтихъ, равноудаленнытљ 
отъ крайних. 


Пусть имфемъ прогрессію объ ю членахъ: 
ЛИТ РИГА ОА Е 


разность которой = 9; пусть, кром% того, членъ х имфеть передъ собою р чле- 
новъ, и пусть р членовъ слъдуютъ за у. По Формулћ общаго члена имфемъ: 


Еа ЕО о а оа о аР а) 


Написавъ прогрессію въ обратномъ порядкё: 
с-нт. Б... у... а. 0.6.0.0, 


замфчаемъ, что ея разность будетъ (— 9); въ ней передъ членомъ у находится 
р членовъ, и потому 
Уи р. (—5) (ен . (9) 
Складывая равенства (1) и (2), получаемъ: 
+ у=а- и. 
Примњчаніе. Можно бы было членъ у выразить и изъ начальной про- 
грессіи, принявъ въ ней у за первый членъ; въ такомъ случаБ члену и пред- 
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шествовало бы р членовъ, и потому и=у-- 05, откуда: у= и — рб, выраже- 
ніе, одинаковое съ (2). 

742. ТЕОРЕМА. Сумма членов» конечной ариометической прогрес- 
си равна полусуммь крайних, помноженной на число членовъ. 


Взявъ прогресію —@.5.с.4. . . .Љ.Е.б.и объ мп членахъ, и 
назвавъ ея сумму буквою 5, имфемъ 
5204-54-404. . . . 4-0-4-24-4У4и о... . (0) 
Написавъ слагаемыя въ обратномъ порядк®, имћемъ: 
9=и+44- 8А... 0.0.444 с4-04-а. . . . . (2) 
Складывая (1) съ (2), получаемъ: 
28 = (а-и) о (е--о-(а--.... 
+++ (+9 +60) + (и). 
Во вторыхъ, третьихъ и т. д. скобкахъ имћемъ суммы членовъ, равно- 


отетоящихъ отъ крайнихъ; по предыдущей теорем, каждая такая сумма—(0--и), 


слФд. вторая часть равенства содержитъ слагаемое (&-- и), повторенное и разъ, 
а потому 


25 = (04-и). п, откуда в=@ Е. *. 
Примњчаніе. Подставивъ вместо и выражене а-- (юв — 1), можемъ этой 
формул дать видъ 
&— 2а--(и— 1.8. 


%. 
2 
ПримвРы: 1. Найти сумму п первыхть натуральныхь чисель. Эти 
зиела образуютъ прогрессію — 1.2.3... . (и — 1). ә, въ которой пер- 


вый членъ == 1, разность 1, число членовъ —; а потому 
ЕСА 
а 2 


П. Найти сумму первыхъ п нечетныть чисель. 
Выше мы видфли, что э-0е нечетное число — 20 — 1; потому вопросъ при- 
водится къ нахождению суммы членовъ прогрессіи 
—- 1.8.5... . (0—1), 


въ которой первый членъ —1, разность — 2, посл®дній членъ == 2% — 1, число 
членовъ —. Такимъ образомъ 


ыы 
2 
Итакъ: сумма п первыхь нечетныхь чисель равна квадриту числа 
этихь чисель. 


Докажемъ, что обратно: если сумма членовь ариеметической прозресеви 
равна квадрату числа этить членовъ, каково бы оно ни было, то прозрессія 
есть рядь нечетнылъ чисель. 


24* 
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Въ ёамомъ дъа, каково бы ни было п, должно быть 
2и-- (т — 1)0 
2 


— ,& 
. п==и, 


или, располагая по степенямъ 2: 
(2 — 0) - (0 — 2а)т = 0. 
Такъ какъ полиномъ первой части долженъ быть тождественно равенъ 
нулю, то должны имфть: 
2—00 и 2—00), откуда 0==92, 20:0; 
или: а=1 и 6-2, т. е. рядъ будеть -— 1.3 5.7.... 


743. Вставка среднихъ ариеметическихъ между двумя данными числами. 
Между двумя данными числами 4 и 0 вставить тт среднихъ ариеметиче- 
вкихъ значить составить ариеметическую прогрессію объ э -|- 2 членахъ, кото- 
рой а и Ь были бы крайними членами. Очевидно, вопросъ приводится къ на- 
хожденію разности д прогрессіи. Такъ какъ члену 6 предшествуеть ж-- 1 
членовъ, то 
ь— а 


6—и-- (т-а). , откуда == чта 





— 
Й 


Такимъ образомъ прогрессія будетъ 


ъ—а ь— а 


р — 0 
М ара) (НН) А 
Примъръ. Между 5 и 32 вставить 8 среднижь ариометическихь. 
382—5 ; 
Разность будетъ 7—1, ми 3; слъд. имфемъ прогрессію: 
— 5 8.11.14.17.20.23.26.29. 32. 


744. ТЕОРЕМА. — Если въ прозресси — а.6.с.4....т.1.1щ 
между каждымз членомь и слъдующимь вставить одинаковое число т 
среднить ариеметическихь, то данные члены вмњстњ сз вставленными 
составят» одну сплошную трогрессію 








— о.9.8....№Ъ.а'. В'....А.с.а". В... а... о, В... и. 
Въ самомъ дълЪ, ве частныя прогрессія, такимъ образомъ составленныя 
—- а.а... —— Б.а. В....М№.с д... Бо). 80%)... и 
послЪдоватедьно имБютъ разности 
0—а с—0 ав и — 
та’ жі тт’ Е ' 
но 6 а—=ес—6=4—6=.... .=и-— і, по опредёленю прогресеіи, 


сяк. веъ эти отдъльныя прогресоіи имфютъ одинаковую разность. А какъ, при- 
этомъ, поелЪдній членъ одной елужитъ первымъ членомъ олћдующей, то сово- 
купность воёхъ прогресый составляетъ одну сплошную прогрессію. 

745. ТЕОРЕМА.— Бо всякой безконечной возрастающей ариөмети- 
ческой проресси члены приближаются къ -- ос, а въ убывающей 
къ — Оо. 
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1. Если буквою * обозначимъ я-й членъ, то требуется доказать, что веегда 
можно найти такое цфлое число ж, что и будеть больше веякаго произвольно 
взятаго количества М, т. е. что для и всегда можно найти цфлое значеніе, 





удовлетворяющее неравенству: 2-1 0(0 — 1) > М. . . (1). Въ самомъ два, 
перенеся а во вторую часть и дъля на положит. число 2, имфемъ 
М М — 
п—1> м 4 откуда ж = 9. 








мМ — 
Каково бы ни было М, всёгда Я 2 можно выразить пфлымъ или дроб. 


М —а 
нымъ числомъ; найдя цфлую часть Формулы 1-- п взявъ для ® цёлое 





число, большее ея, тфмъ самымъ удовлетворимъ неравенетву (1). 


Примъръ. — Съ какою мюста члены профессии — 5.8.11. . . . 
становятся больше 10000? 


м 5 


По предыдущему должно быть ө > 1-2 ‚ или 0 > 3332 2. сад. 


члены становятся больше 10000, начиная съ 38340. 


2. Если прогресеія будеть убывающая, т. е. 5 < 0), то всегда можно найти 
въ прогрессіл такой членъ и, который былъ бы меньше произвольно взятой 
величины М, т. в, всегда можно найти пЪлое число э», удовлетворяющее нера- 
венетву ва] 3 < М. Въ самомъ дл, неравенство даетъ (0 – 1)2<М—а, 
откуда, раздъливъ на 6 и перемънивъ емыслъ неравенства, имћемъ 


ав 
п —– 12 в а отсюда 2 > 14 —=— =: 


Взявъ для ә цълое число, большее 1 -|- т ‚ Уловлетворимъ неравенетву. 





746. РЪшеніе нфноторыхъ задачъ, относящихся нъ ариеметическимъ про- 
грессіямъ. 


Во веякой ариеметической прогресеіл Фигурируеть 5 количеств а, и, ё, 
т, $, связанныхъ двумя уравненіями: 


и=а 4 (0 1).8..... (1) ‚=@- 0” а (2) 


оо 


Слфдовательно, всегда можно найти два изъ этихъ количествъ, когда осталь- 

ныя три будуть даны; а потому можно предложить столько различныхъ задачъ, 
55 ? 

сколько существуетъ сочетаній изъ пяти элементовъ по два, т. е. 0; иди 10 


задать. Эти сочетая суть: аш, ад, ат, аз, ид, ит, из, п, 68, те; а сад. 
задачи таковы: 


Ланныя. Искомыя. 
1. а, , я и, $ 
2. а, д, а, 8 
3. аи, т д, в 
4. , и, 0 т, 8 
5. ‚2, м а, в 
6. ‚ип а, 5 
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7. за, п и, 5 
8. 8, и, б а, п 
9. за 8 и, ® 
10. 5, а, м 8, ж. 


Изъ числа этихъ задачъ только 8-я и 9-я приводатъ къ квадратному 
ур-нію, остальныя рёшаются ур-ми 1-й степени. 


747. ЗАДАЧА І. Околько нужно взять членовь въ ариеметической про- 
зрессди, которой 1-& члень есть 16, а разность 8, чтобы сумма членовь 
составила 18402 


Им%емъ ур-нія 
и—16-- (9—1). 8 и 1840—0819". 
Исключая изъ этихъ ур-вій м, находимъ ур-нје 


(1) 1840 = 2-16-98, идр н? Зи 460—0. 





РЪшая это ур-ніе, находимъ корни: *=—20, ®’——23. Заключаемъ, 
что нужно взять 20 члевовъ. Прогрессія будетъ 


сы 16.24.32.40.48.56.64.72.80.38.96.104.112.120.128.136.144.159.160.163. 


ОТРИЦАТЕЛЬНЫЙ КОРЕНЬ. — Подставивъ въ ур. (1) — ® вмъсто п, 
получимъ: 


1840 = ди оС Ор 
Таар 25у зау 
2 


ур-ніе, положительный корень котораго — 23. Заключаемъ, что, взявъ первымъ 
членомъ прогресеіи (—8) вмъсто 16, разность сохранивъ ту-же, а чиело чле- 


новъ увеличивъ на 3, получимъ сумму, равную 1840. И дЪйствительно, сумма 
23 членовъ прогресеш 


— —8.0.8.16.24.... .168 


равна 1840, ибо эта прогресія сравнительно съ предъидущей имфеть три лиш- 
пихъ члена: — 8,0 и -|--8, дающихъ въ сумм 0, а остальные члены —тћже, 
что и въ предъидущемъ ряд. 


748. ЗАДАЧА П. —Изь А выъзжаеть куръерь и проъзжаеть въ первый 
5 аа -1 
день 10 миль, а въ каждый сльъдуюций 790 мили больше. Спустя 8 дня, 


друюй курьер, ъдуний по тому же пути какъ и первый, выъзжаеть изъ 
зорода В, расположеннало передь 10родомь А, въ 40 миляхь отъ повльдняю. 


Р б, а, 2 
Онъ проњзжаетъ въ первый день 7 миль, а въ каждый слъдуюций день Е 


мили болње. Черезь сколько дней послъ вътъзда первало оба курьера встритятся? 


РъшЕНІЕ Штурм А. —Пусть искомое чпело дней будетъ х. Путь, прой- 
денный 1-мъ курьеромъ, есть сумма членовъ арием. прогр., которой крайне 
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члены суть 10 и 104-2, т. е. (20+ 2—1). 5, ИЛИ - Второй 
куръеръ находится въ дорогф, до ветръчи съ первымъ, 2—3 дия, и про- 


®вжаетъ [14-2922 =]. 2—2, или еы МИЛЬ. 


Ур-ніе задачи есть 


(0) 0922 79 9 400, иши (2) 52° — 1250-5520. 





Ръшивъ ур-піе, найдемъ: 2 = 5,72. . . ., 2" 19,27... . 

Но, приводя задачу къ ур-нію, мы предполагали, что х — число цълое; 
сл. найденныя ръшенія не отвЪзаютъ на предложенный вопросъ. Тфмъ не ме- 
нће, можно показать, что пфлыя части 5 и 19 корней означаютъ, что были 
дв ветрчи, первая по истеченія 5, вторая 19-ти дней. 


Во-первыхъ замфтимъ, что если буквою х обозначить путь, едвланный 
первымъ курьеромъ, и буквою В — пусть, пройденный вторымъ, увеличенный 
на 40 миль, полагая, что первый курьеръ находится въ пути цфлое число =, 
а второй --цлов число х — 3 дней, то имфемъ тождественно 


(3) 5а — 1252 552 = 24 (8 — а). 
Это, очевидно, слфдуеть изъ того, что ур. (2) было выведено изъ (1) пе- 
ремфною знаковъ у већхъ членовъ и умноженіемъ ихъ на 24. 


Подетавимъ теперь въ 1-ую часть ур. (2) вм%ето х сперва 5, потомъ 6; 
такъ какъ меньшій корень 5,72. . . . содержится между этими числами, то 
результатъ первой подстановки будетъ положительный, второй отрицательный. 
Но въ силу тождества (3), разность В — х всегда имфетъ одинаковый знакъ 
съ триномомъ 52° — 1252 -| 552; елд. въ конц пятаго дня а < 68, а въ конц 
шестаго В << х. Итакъ, первая вотръча, какъ и было сказано, имфла место 
между пятымъ и шестымъ днемъ. Подобвымъ образомъ докажемъ, что вторая 
ветръча ипхЪла мето черезъ 19 дней. Возможность этой второй вотрчи легко 
понять, ибо второй курьеръ, увеличивая свою скорость боле перваго, ветр%- 
тить его, будучи сначала перегнанъ первымъ. Это подтверждается изсл$дова- 
шемъ, въ конд сколькихъ дней оба курьера имють одинаковую скорость: 
найдемъ число дней 13, содержащееся между 5 и 19. 

Можно, дале, опредълить дроби, которыя слфдуетъь придать къ числамъ 
5 и 19, для нахожденя точнаго времени встрфчъ, предполагая, что скорость 
курьеровъ не измфняется въ течени цёлаго дня. Опредфлимъ, напр., время 
второй ветръчи. 

Чтобы найти промежутокъ, раздъляющій курьеровъ по истечени 19 дней, 
достаточно, въ силу тождества (3), подставить въ первую часть ур. (2) 19 вм%. 


З 
сто 2 и раздВлить результатъ на 24. Найдемъ (— 5); знакъ (—) показываетъ, 


4 
что въ начал 19-го дня курьеръ В не догналъ еще курьера А По скорости 
А и В въ теченін 19 го дня суть 10+ и 122 2 2 ИЛИ г и 17; елд, 


вели обозначимъ буквою у искомую часть дня, то для опредъленія у получимъ 
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үр-віе Ч Ни, откуда у—0,3; сяъд. вторая ветрфча имфла мћсто въ 
концъ 19.3. 
749. ЗАДАЧА Ш. — Въ двужь ариометическихь прогрессіяаљ 
—2.5,8.11.... и 3.1. .1.... 


заключающих, каждая, по 100 членовъ, сколько находится общих» членовъ? 

Членъ порядка = въ первой прогресс есть 2-- 3(2 — 1), или 3—1; 
членъ порядка у во второй равенъ 3--4(у — 1), или 4у — 1; чтобы эти члены 
была равны, необходимо, чтобы было 32—49. Вопросъ приводится къ нахож- 
денію цълыхъ положительныхь ръшеній, меньшихъ 100, удовлетворяющихъ 


неопредфленному үр-нію 32 4у. Выводя изъ него 2, находамъ ху 


сл®д. 2. должно равняться въкоторому цълому 5, откуда у — 3%, и олд. 2 41. 
Но’какъ х должно быть не болфе 100, то А можетъ получать только зваченія: 
1,2,3,...,25. Заключавмъ, что 06% прогрессіи содержать 25 общихъ членовъ. 


750. ЗАДАЧА [У. — Найти условзе, необходимое и достаточное для 
того, чтобы три данныя числа А,В,С были членами порядка т,р,0 одной 
и той же ариеметической протрессви. 


Обозначая буквами х и у первый членъ и разность прогрессій, о которой 
говорится въ условия, необходимо и достаточно, чтобы ур-нія 


А==--(® 00, ВЕ фЬ—1у, б=2-+-@-—1у 
удовлетворялись одними и тфми же значеніями 2 и 7; другими словами, искомое 
условіе есть результатъ исключешя х н у изъ этихъ трехъ ур-ній. Имфемъ 


А — В = (т ~ р)у, В — 0 (р — 0), 
а исключивъ у, найдемъ 
(\—В@#-—9=В—6)®— р), или (р — Ф)А (0 — т)В + (в —)6=0: 
это и есть искомое услове. 


751. ЗАДАЧА У. — Найти сумму одинаковыхь степеней членовъ аривметичес- 
кой протрессіи. 
Пусть пмБемъ прогрессію — @.Ъ.с.4....Ё.Ь, разность которой — 9, а число 


члеповъ 2 -|- 1, и пусть требуется найти сумму т-хъ степеней ея членовъ. — По свой- 
ству прогрессін имФемт: 








0-18, ера 00-4 ,. 0. ., А-а. 
Возвышан всё эти равенства въ т -|- 1-ю степень, по формул бинома Ньютона 
имћемъ: 
! — 
би (а 8)" атн (т 1476 Ее т = р и дт-16 рин 1) пъ- 263 .....4- ёњ 
еп (0 ё) рани (ви КҮТУ Е _ тие | Ре 1) расада... роты 
те дунон (т П)". (т +2 9 в 163 (т на а — —? т-108-|-..... бин 
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["+1— (1 +- $)" 1—_рт+ + (т -|- 1 "| ЕО 102 аа Гео ++ бт+1 


Складывая эти равенства, замфчая при этомъ, что члены б%+1, съ+1, 47+1,..,, 
ф7т+1 общіе обфимъ частямъ, взаимно уничтожаются, н полагая для краткости 


ат... = а... а; 
ат | т Виа... 6040424... 4-Е 81, найдемъ 


да (ть -[- 118.3. акд 8а се Ваа. 1) 81 иёт+ (1) 





Выражая отсюда 5„, находимъ: 


5 + дтн у на = Р хе (т—1)(т— 2) 


"и. — "т-2 2.8.4 = 


Помощію этой формулы можно найти 8„, если будуть извфетны суммы Би, 
Бааз. - ., 81. Прилагая эту формулу, нужно помнить, что число членовъ второй 
части равно т + 2. 





ааа... В в ..(9) 


85, есть сумма членовъ самой прогрессіи и выражене ея извфетно. Зная 8; и 
полагая т = 2, найдемъ 5. Зная 8, и 8, и полагая 0 8, найдемъ 93, и т. д. 


Сумма одинаковыхь степеней натуральнию ряда. — Положивъ а=1,8 —=1, 
-?=я-РЬ, обратимъ нашу прогрессію въ рядъ первыхъ ж -- 1 натуральныхъ чиселъ: 


1.9.8... .в.(п | ). Въ этомъ ряд будетъ: 


Е и ; Зв и 27 ‚Ня; 


Ва ==18--2°--.. НЯ, та. .. и. 
Формула (2) приметь видъ 
8, (+ 1)"+1—1 . т(т—1) 











т(т — 1)(т — 2) И) 
(т на 1) ана 9 Зал ЕА 5 : 3 Вы трен 9.8.4 _ 9-3 хе а 
1. Положивъ т==1, и замфтивъ, что рядъ будетъ имфть З члена, получимъ: 
а 
8, = мгр 06 2.80. Но 55==19-2%1-39-4-.....-1-н0—=14-1-4-1У4-.....4-1==ә; сл. 
(04-1) —1 п (0--1)2— (0 +10) (60--10)(04- 1—1) (04-1). 
8 = 5 = А =”. (А) 


результатъ, найденный нами въ $ 742. 


2. Положивъ 07 = 2, находимъ: 











з. 
Ва етп = —з · Бо. Подставляя величины, найденныя для 9, и 8,, 
получимъ: Й 
ЕРЕС са Е есе В 
тв. 3 — 3 гс 3 











ЕКС + Пи _ — пи” рО -- 2) _ @-- 1) _ 2п(п | 1) (0 -|- 9) —Зи®-- 1) __ 
2 22 6 5 
тт 4 1)02% 4-1) 

6 


Такова формула суммы квадратовъ первыхъ ® натуральныхъ чиселъ, 
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3. Положивъ т — 3, найдемъ: 
® 


1) — 
8: == Е: Е 2. 5, — 8; — т 8. - Подставляя выражен я, найденныя для 8,5, ‚Зо, 


получим: 


ао п(п-|-1)(2® --1) _ жж" _ п 
а 4 Е 4 на 4 


4 


— 1) ( 1) пин) 2-1) (и) 1000-1)—1—0(28- 1) 2а 
5 4 ЕМ 4 


оон) (в) е нов 1—21] па Е) 
5 Е 4 4 


4 
Ул аа Е 


Такимь образомъ: сумма кубовъ п первыть натуральныхь чисель равна квадрату сум- 
мы тхъ же чисель 











4. Подобнымъ образомъ нашли бы 


8, — п (п -|- 1)(3п —- 1) (Зи Зи — 1) 
„= | 











аи ...( 
9 9, 2 == 
а анар РОР. 
12 
ит. д. 
ту 

752. Предфлъ етт — Положивъ въ равенетвё (1) а=1, 2—1, ==, имфемъ 
пеп), "в, ОН 5, нове» 


Если бы перенесли всё члены, исключая втораго, въ первую часть, то нашли-бы 
въ ней полиномъ %-|- 1-й степени относительно л, такъ-что сумма 8» 7-хъ степеней 
первыхь я чиселъ есть цфлая фувкщя т-р 1-й степени относительно м, разематри- 
ваемаго, какъ перемфнное. Такимъ образомъ, полиномы З»_1, Эш, ...- СУТЬ фуН- 
щи отъ ө степени 2-й, т — 1-й,.... Сл%д., раздфливъь об части послфдняго 
равенства на 0т+1, замфтимъ, что вс дроби 


8» —1 52-8 Виз 


—- —- — ьс ао 


пт 9 пті ? рт 


обратятся въ ноль при я ОО, ибо степень числителя отн. ® каждой изъ нихъ ниже 
степени знаменателя. 


Значить, въ предл, при и ООо, равенство дастъ 





в . 8 1 
1—(т-|- 1). бт баи откуда йт тагтан 
; ._ 8 1 
Напр., по этой теорем имЪемъ: йт ма Ит =, ит. д. 


п 3 т 5 

753. Приложеніе І. — Вычисленіе кучь ядерь. Въ настоящее время въ артиллеріи 
употребляются ядра двухь родовъ: сферичесвля— для гладкпхъ орудій, и цилиндро— 
коническія—для. нарфзныхь. Т и другія скзадывають въ арсеналахъ въ кучи раз- 
личныхь формъ; займемся вычисленіемъ числа ядеръ, захлючающихся въ такихъ кучахь. 
І. Опредълить число ядерь пирамидальной кучи съ квадратнымь основаніемь. — 
Сферическія ядра въ этого рода кучахъ складывають слъдующимъ образомъ. На землћ 
Еладутъ ядра рядами, образующими квадратный слой, въ каждой сторон% вотораго ® 
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ядеръ; на немъ помфщаютъ въ промежуткахъ между ядрами другой квадратный слой, 
содержащій 7% —1 ядеръ въ каждой своей сторон$; п т. д. до верхняго слоя, въ к0- 
торомъ находится одно ядро. Такимъ образомъ число ядеръ въ кучЪ будетъ = 


(9—1) 09 —2)24-. - 29-19, 
т. е. сумм квадратовъ и первыхъ натуральныхъ чисель, или, по формул (В): 
ы Кава). 


еа 0. (9). 


Усњченная квадратная пирамида. — Если съ этой вучн снять нБсколько ядеръ, 
взявъ сперва верхнее ядро, затфмъ ядра (4) сл8дующаго слоя и т. д., то если енято 
будеть р слоевъ, получитси квадратная усфченная пирамида, въ основанін которой м? 
ядеръ, а въ верхнемъ слоф (р -|- 1)3. Число снятыхъ ядеръ получится изъ (а), гдЪ 
надо и замфнить буквою р. Число ядеръ оставшихся 


х ен 1) еве 0) (свв оњ а есЕуе 





Положивъ р == 0, найдемъ формулу (<). 


П. Найти число ядеръ пирамиды съ треуюльнымь основаніемъ. — Основавіемъ 
кучи служить равносторонній /\; въ промежутки его положены ядра, образующая дру- 
той равносторонній ДЛ, котораго каждая сторона содержитъ однимъ ядромъ мен%е; 
и т. д.; наконець, верхній слой состонтъ изъ одного ядра. 

Пусть нижній слой содержитъ въ каждой сторон э ядеръ; онъ будетъ состоять 
изъ и рядовъ, изъ которыхъ въ первомъ будетъ 1 ядро, во второмъ 2, въ третьемъ 
3,.... о) въ п-мъ т ядеръ. Олъд. число весБхь ядеръ вижняго слоя —=1--2-- 


3 
8....-Н», иди, по формул (А), мер), или е Полагая въ этой 


2 
формул » поелфдовательно равнымъ 1, 2, 3, . ..., ж, найдемъ: 

2 
число ядеръ 1-го слоя — ар 
2 2 
9 , 9% 
? т 2-го э 9 9 
З 32 
» э 8-10 „ эта 
и? 

» » 10, ЕЕ 5; слфд. число веъхъ ядеръ кучи 

1 
== (1+ 2+ 8+ а Т9 (РЕ ее 


или, но формуламъ (А) и (В): 


у=1 те, т эре пт 0@--э), 
2:50 2 го 6 > 6 





. › (В). 


Усњченная треуюльная куча. Снявъ р слоевъ сверху, получимъ усфченную тре- 
угольную пирамиду, содержащую въ верхнемъ ребрф (р 1) ядро. По формул (В) 
найдемъ число ядеръ въ ней 

уг (@ — 2) [ри — 3) 4- (и Е 0-2). 
6 

ПІ. Найти число лдеръ кучи сь прямоуюльнымь основащемь. Пусть меньшая 

сторона основанія содержить я ядеръ, большая и-Р р. Замфтииъ, что число ядеръ 
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въ измреніяхъ слоевъ будетъ всегда уменьшаться на 1, при переход отъ однаго 
слоя въ другому. Олд. разность между числами шаровъ въ двухь сторонахъ каждаго 
слоя всегда будетъ р. Верхній слой состоить изъ одного ряда, имющато р -|- 1 ядро. 
Число ядеръ нижняго слоя будетъ 
тт + р), иіп п? -|- ри. 
Полагая ® послфдовательно равнымъ 1, 2, 3, . . . . . . . 0, найдемъ 
числа ядеръ во веБхъ слояхъ: 








2 |р. 1 
94-р. 2 
3-р. 3 
Черт. 108. (т — 1) | р(ю — 1) 
т 4-р. п 
слфд. число всхъ ядеръ кучи 
2—(1--224-32-- ..... 4(0—1)2--2%)4-0(14-24-34- . . . . . -Ни—1)-Е»), пли 
7 _ и 1)(2т 4-1) т(п -- 1) _ "(+ В ааз 1) . 
— е = + р. ә (5). 


Обыкновенно дають число ядеръ сторонъ основанія; пусть ов р == т; формула 
приметъ видъ: 
тп -- 1)(3т —п-{ 1) 
= — О. 
6 

ІҮ. Куча цилиндро-коническихь ядеръ. Въ основаніп кучи находится прямоуголь- 
никъ, въ одноя сторон котораго (меньшей) т ядеръ, въ другой р. Въ виду формы 
ядеръ, надъ этимъ основаніемъ можно расположить прямоугольный слой съ р ядрами 
въ одной строк%, (и — 1) въ другой, и т. д. Число О ядеръ, будеть: 


О0=рп4-р(п — При... . р. 2У4-р.1==р. 


754. Приложеще ІТ. Опредљленіе объема шара и ею частей. а 
шаровой слой, котораго одно основэніе пусть совпадаетъ съ большимъ кругомъ; такой 
слой мы получимъ, взявъ на дуг АВ квадранта точку Р, опустивъ изъ нея перпенди- 
вуляръ РР’ на радіусъ ОА и заставивъ фигуру ОВРР” 
сдБлать полный оборотъ около ОА, какъ оси. Раз- 
дфлимь ОР’ = № на произвольное число ® равныхъ 
частей, изъ точекъ дБлевіл проведемъ перпенди- 
куляры къ ОА до встрфчи съ дугою, и на каждомъ 
изъ нихъ и на отрфзкахъ постронмъ прамоуголь- 
ники: получимъ рядъ описанныхь и радъ вписан- 
ныхъ прямоугольниковъ. При обращевін фигуры 
около ОА, первые образуютъ тло, состоящее изъ т 
цилиндровъ, объемъ котораго будеть больше объема 
№ слоя; вторые составятъ тБло, которато объемъ мень- 

Черт. 109. ше слоя. 

Для вычисления объемовъ обонхъ тлъ, описанваго и вписаннаго, обозначимъ 

радіусь шара буквою В, радіусы основан! описанныхь цилиндровъ будуть 


ве (1), уе. Ме... Ме]. 


Ре РУ. 








ыы = 
Радусы освованій вписанныхъ цилиндровъ будуть: 


Ме уе у 0907 


Объемъ описаннаго тБла будеть: 


м А (Р) Аер ( Ва ане на [07р]. А, 


л ® 





или, въ виду того, что число слагаемыхъ есть п: 
12 22 32 ЗОР . т — 1)? 
\М— «Вл — п. АЕ АЕ ба 
пЗ 
Для объема вписаннаго тфла такимъ же образомъ найдемъ: 


аера) 75А, 


$ 9 9 А 
ИЛИ Фк Қр — ж. 1% 2 ан а 20.4 рз 


- 73. 











Е 
Отеюда ваходимь: М — 0 о #3, слЪд. при неограниченномъ увеличеніи т раз- 


ность между обоими объемами м. б. сдфлана безконечно малою; а потому на осв. 
Теоремы І, $ 194, заключаемъ, что объемъ слоя есть общій предать церемънныхъ \ 
и 20. Итавъ, назвавъ объемъ слоя буквою О, имфемъ 


Он. {еВ =. ЕРИ 5 л ы). 


3 


Такъ какъ первый членъ ^В?И есть величина постоянная, то задача сводится 


. ар... т Д 
къ опредфленю і [ ЕЛЕ ЯЕӘЫ | я—205, который, какъ извЪстно, 
1 
равенъ Е 
1 72 
р — 82 — пра аи 
Итавъ: ОВ = = == «АЕ | Ў 


При помощи этой формулы можно опредБлить п объемъ такого слоя, котораго 
ни одно изъ основаній не есть большой кругъ. Въ самомъ дЪлћ, если изъ центра 
опуєтимъ перпендикуляры № и №" на основанія такого слоя, то, полагая № > л", 


можемъ разсматривать данный слой 0’ какъ разность двухъ слоевъ перваго рода; 
поэтому 


= [® — = |ы «[ка— = в" ] А", 


что легко привести (введя радіусы основаній и высоту слоя) къ обыкновенной фор- 
мулБ объема слоя. 


Если въ формулЪ (1) положимъ 2 — В, найдемъ объмъ полушара 0” == Ез, 


а отсюда объемъ цфлаго шара БЗ. 

Вычтя изъ объема полушара объемъ слоя (1), найдемь объемъ сферическаго 
сегмента: ква п .... (2). Отсюда получимъ обыкновенно да- 
ваемую въ геометрін формулу объема сегмента, если введемъ его высоту Н — Е — 1; 


Н ` 
отсюда й —В—Н, а подставивъ во (2), найдемъ =н ( В— 3) - 
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Для вычисления объема шароваго сектора, разсматриваемъ его какъ сумму се- 
тмента и конуса; назвавъ высоту сегмента буквою Н, находимъ для высоты конуса 
В—Н, а для радіуса его основавія \/ В — (В— Н)?; такъ что объемъ сектора 

Н т 7 - . @ 
будеть — =( В— =) Н-- [8° — (8—88 — Н), или, по упрощеніи, 3 "АЭН. 


Такимъ образомъ формула (1) рБшаеть впохнф вопрось о вычислени объемовъ 
шара и его частей. ! | 


755. Задачи. 1. Найти послёдвй членъ и сумму членовъ въ прогрессіяхъ: 


1.1, 1. 1, 2......(200 чл); — 63. 58.583 ..... (8 член.); — 2%. (2% -- 4м).....(14 чл). 
2. Найти разность и сумму членовъ прогресс, въ которыхъ давы: 1) 0:169, 
и—8, и=24; 9) 2-7, и=— 3,5, 1-36; 3) а= 2% и— 20 -|- 17а, 
п 35. 
3. Вставить: 1) 7 среднихь между 7 и—9; 2) 15 среднихъ между 36а? и 4а?. 
4. Даны: $3—9640, 6——20; и—15; найти я. 
5. Даны: @—91, 0==— 9, $—120; найти ». 
6. Раздфлить 85 на части, составляющія арием. прогр., въ которой было-бы 


4 в 
@а=— 7; 8 == 3. Опредфлить число членовъ и поелЪдній членъ. 
2 


1 
7. а Е 
8. а—=2, 5; 6—0, 3; $— 1020. Найти я? 


=, $ —7475. Найти ши и. 


9. Сколько членовъ нужно взять въ прогрессіи — 5. 9. 13 . . . чтобы ихъ 
сумма равнялась 12877. 
10. Найти сумму я первыхъ четныхъ чиселъ. 


11. Найти стороны прямоугольнаго треугольника, если извъстно, что они соста- 
вляютъ ариемет. прогр., которой разность — 25. 


12. Найти ариеметическую прогр., въ которой сколько бы ни взять членове, 
всегда ихъ сумма равна утроенному квадрату числа этихъ членовъ. 


18. Углы выпуклаго многоугольника составляють ариеметическую прогрессію, 
которой разность == 40, а наибольшій уголь — 172%. Найти число сторонъ. 


14. Углы прямоугольнато /\ образуютъ ариеметич. прогрессію; периметръ Л ра- 
венъ 24 футамъ. Найти стороны. 


15. Углы многоугольника объ я сторонахъ образуютъ ариемет. прогр., которой 
первый членъ = 0; найти разность. Приложить къ случаямъ: ®=3; м 4; п=9; 
и 0 15. 


16. При какомъ условін сумма двухъ кавихь угодно членовъ ариеметической 
прогрессін составляеть членъ этой же самой прогресеіи? 


17. Вставить между 1 и 31 столько среднихъ арием., чтобы ихъ сумма была 
вчетверо больше суммы двухъ наибольшихъ изъ нихъ. 


18. Показать, что квадраты выраженій 22 — 258—1, 2-1, а2-4-25—1 со- 
ставляютъ ариеметическую прогресею. 
2 1 1 1 
19. Если а, 62, с? образують арнөм. прогрессію, то п —— , 


Бе’ ера’ аъ 








также образуютъ арием. лрогресеію. 
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20. Найти сумму п первыхь членовъ каждаго изъ ся$дующихъ рядовъ: 


а) й—1 п —2 ә — 8 
р РД т, 9 т, рл . В - сі 


Ъ) (0-1-5), (42-4 02), (а — 5), . .. . 
а— 0 3а—% Ба — 3Ь 

2, ає+ъ° афь ' аъ" 

4) 1-3% 5%4-7 4... . 

е) 22-5: 8:4. 

а ов ариван Ух. 

а. ма а 


21. Изъ нечетныхъ чиселъ образуютъ группы 
113,5 [ 7, 9, 11 | 13, 15, 17, 19|. ... 


такъ, что группа я-ая содержитъ я членовъ; вычислить сумму чиселъ п-й группы. 





г 





22. Найти такую прогрессію, чтобы сумма э членовъ, начиная отъ перваго, рав- 
нялась бы (и -|- 1) разъ взятой половин члена, на которомъ останавливаются? 


4. . Зи — 1 2 
23. п-й членъ арием. прогрессіи равенъ 9) найти первый членъ, раз- 


ность и сумму первыхъ # членов. 


24. Если въ арием. прогресеіи 10-Й членъ есть среднее пропорціональное между 
4-мъ и 15-мъ, то 12-й чл. есть ср. проп. между 9-мъ и 16-мъ. 

25. Даны члены М и № порядковъ 7-го и 9-го арием. прогрессін; вычислить 
членъ Р порядка р-го. Примфръ: 3-й чл. = — 1; 7-й == 1; найти двадцатый членъ? 

26. Найти ариеметич. прогрессію, въ которой 7 и 5 были бы соотвфтетвенно 
5-мъ и 7-мъ членомъ. 


27. ти п суть членъ порядковъ (р -|- 4)-го и (р — 9)-то арием. прогр.; найти 
2-Й и 4-й члены. 


28. Если 8,, ба, 85,. . . ., 8, СУТЬ суммы ® первыхъ членовъ я ариеметиче- 
скихъ прогресей, начинающихся съ 1, и имБющихъ соотвътственно разности 1, 2, 
3, ... 0, 25 то доказать, что эти суммы также составляють ариеметич. прогрес- 


5 т : 1 
сію, и что сумма этой прогресеіи — УТ т(п | 1)2. 


29. Пусть. 8;, Вы, 853, . .. ., Вр означають суммы р прогрессій, имфющихт, 
каждая, п членовъ; пусть ихъ первые члены суть: 1, 9, 3, . . . ., р; а разности: 
1, 3, 5, ...., (2р — 1). 


Доказать, что 8, -- 5 4- . . . . 8, Е (пр — 1). 


30. Найти ариом. прогрессію, которой сумма членовъ выражается формулою 
Зп? | 4п, каково бы ни было число ® членовъ? 


31. Ариемет. прогр. такова, что отношеніе суммы ® первыхъ членовъ къ суммъ 
слБдующихъ 2и членовъ независитъ отъ тм. 
Найти отношеніе разности къ первому члену. 


32. Даны: первый членъ а и разность 7 прогрессіи ариөм.; зная, что эта раз- 
ность 7, число х членовъ и сумма ихъ составляютъ сами ариеметич. прогресеію, вы- 
числить # и разность этой новой прогресеін. ИзслЬдовать. 
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‘ 38. Крайніе члены одной прогресін суть а и 6; крайне члены другой суть 
а и 9’; первая имфеть ® членовъ. Каково должно быть число членовъ второй, чтобы 
членъ порядка р первой равнялся члену порядка а второй? 


34. Опред®лить коэффиціевты р и 9 ур-ыя 2 | 0х2 -- 9 =0 такъ, чтобы корни 
составляли ариеметич. прогрессію. 

35. При какомъ значенін 9% корни ур-вія 2 — (3 -- 5)а? -|- (т 1—0 со- 
ставхяютъ ариеметическую прогрессію. Вычислить соотвътствующіе корни. 


36. На прямой намфчено т равноотстоящихъ точекъ А, В, С, ),....; раз- 
стояніе между крайними точками = 0. Движущаяся точка выходить изъ А и, дойдя 
до В, возвращается въ А; затфыъ изъ А достигаетъ до С п снова возвращается въ А, 
и т. д., проходя дважды разстояніе отъ А до каждой изъ остальныхъ точекъ. Найти 
длину всего пройденнаго пути? 


37. Два курьера, выфзжая одновременно изъ двухъ мстъ, отетоящихъ другъ 
отъ друга на 1190 версть, Фдуть на встрЪчу другъ другу. Первый проъзжаетъ въ 
первый день 20 верстъ, во второй 30, въ третій 40 и т. д.; второй курьеръ въ пер- 
вый день профзжаеть 90 в., во второй 82, въ третій 74 ит. д. Черезь сколько дней 
ови встрЪтятся? 


38. Два тфла М и М’ выходять одновременно изъ точекъ А и В, разетояніе 
между которыми — 75 метр. и движутся отъ А къ В, причемъ первое догоняетъ 
второе. М пробфгаетъь въ первую минуту 1 м., во вторую 3, въ третью 5 и т. д. 
въ арием. прогрессіи. М’ пробфгаеть въ первую минуту 3 м., во вторую 4, въ третью 
бит. д. (въ арием. прогр.). Черезъ сколько минуть они встрЪтятся? 


39. Метеорологъ замЪтилъ, что отъ 8-го до 19-го іюня термометръ ежедневно 


1 А 
поднимался на 5 традуса, и что ариеметическая средина этихъ 12 показаній термо- 


3 } 
метра, составляла, 18 градусовъ. Сколько градусовъ показывалъ термометръ 8 іюня? 


40. По новфйшимъ изсл$дованямъ относительно внутренней теплоты земли ока- 
зывается, что при углублени на каждые 100 фут. температура возрастаетъ на 190. 
Если на поверхности земли температура = 10%С, то какова она на глубин 1000 ф., 
10000 ф., 1 мили (24000 ф.), и какова въ центр земли, полагая, что сказанный 
законъ ве измфняется до самаго центра земли, и зная, что радіусъ земли — 858 
милямъ. ЗатЬмъ указать, на какой глубин температура достигаеть киа н!я воды 
(100%), плавленія свинца (3346), плавленія желфза (12009). 


41. Кубическій сосудъ, наполненный водою, обращенъ поверхностью своей къ небу. 
Температура воздуха равна 30° въ первый день, и въ каждый слћдующій день уве- 
личивается на 10. Положимъ, что при температур въ 150 въ одинъ день испаряетси 
одивъ дюймъ (въ глубину), и при другихъ температурахь въ такой же пропорціи. 
Каждый вечеръ идуть дожди, въ первый вечеръ выпало на 3 дюйма, & въ каждый 
схфдуюцщий вечеръ глубина выпадающаго дождя убывала въ ариеметической прогрес- 
А 1 5 
сіи, разность которой равна 95 Количества воды, выпавшаго въ 1-й день. Въ концЪ 
41 дня нашли, что сосудъ опорожнился. Какова его вместимость? 


41. Корабль со 175 пассажирами имЪлъ запасъ воды, достаточный для окончанія 
путешествія. Спустя 30 дней, вслъдствіе скорбута, ежедневно умирало по 3 человћка. 
Велдствіе бури путешеств1е продлилось лишнихъ З недфли. Когда корабль достигъ 
гавани, весь запасъ воды не быль истощенъ. Кажъ долго продолжалось путешествие? 


ава 
43. Отецъ дарить каждому изъ своихъ сыновей въ день его рожденія столько 
книгъ, сколько СЫНУ ЛФть. Л%та 5-ти сыновей составляють ариеметич. прогресстю, 
разность которой — 3. Каковы были ихъ лёта, когда у нихъ составилась библіотека 
въ 375 томовъ? 


44. Вывести формулу площади треугольника, раздфливъ его высоту на равныя 
части, проведя чрезъ точки дленія параллели основанію и построивъ на каждой 


параллели и на каждомъ основаніи прямоугольники, содержащіеся между двумя по- 
слфдовательными параллелями. 


45. Подобнымъ же образомъ вычислить объемъ пирамиды. Параллели замфнятея 
здвеь параллельными плоскостями, а прямоугольники — призмами. 


ПЛАВА 2>Е/. 


Прогресеія геометрическая. — Общ членъ. — Вставка среднихъ геометрическихъ. — 
Сумма членовъ конечной прогрессіи. — Леммы о степеняхъ и корняхъ. — Суммиро- 
ваніе безконечныхъ геометрическихъ прогрессій. — Задази. 


756. Опредфлеше. — Геометрической троірессіей наз. рядъ чиселъ, изъ 
которыхъ каждое равно предыдущему, умноженному на постоянное количество, 
называемое знаменателемь протфесси. Кагда абсолютная величина членовъ 
идеть увеличиваяеь, прогресыя называется возрастающею; если же абсолютная 
величина членовъ идеть убывая, прогрессія наз. убывающею. Очевидно, въ воз- 
растающей прогрессіи абсолютная величина знаменателя больше 1, въ убываю- 
щей она меньше единицы. Для получевія знаменателя прогресеіи надо какой 
нибудь членъ раздёлить на лредыдущій. Слово прогрессія обозначается зна- 


комъ --; между членами прогрессіи ставятъ знакъ : . Такъ 

52:6: 18 :54:.... воть возрастающая прогр. съ знаменателемъ 3; 
а Е РЕ. : 1 
1: 9:5: со: в убывающая прогрессія съ знаменателемъ = 


Общий видъ геометрической прогрессіи будетъ 
И оное 
знаменатель обыкновенно обозначаютъ буквою 4. 

Каждые три смежные члена прогресели составляютъ непрерывную кратную 
пропорцію. Въ самомъ дълЬ, по опредъленію геометрической прогрессіи: с = 849 
и 4—9, откуда, раздъливъ первое равенство на второе, имфемъь с: 4—0: с. 

757. ТЕОРЕМА. Общій (я-й) членъ.— Пусть въ прогресйи (1) $ 756 членъ 
и будетъ 2-й; до опредъленію прогрессом, имфемъ; 

$ — а4, с==04, 69, . ..., =, исі. 

Церемножая почлепно эти (ю -—– 1) равенствъ и сокращая 06% части на’ 

Б.с... „1, найдемъ 


и — о! 
т. е. каждый члень протрессёи равенъ первому, помноженному на знамена- 
теля трогрессіц въ степени числа предшествующихль членовъ. 


25 
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Такъ, найдемъ, что 9-й чл. прогресси -::- 1:3:9:27: .... будеть 
= в 0.3. "3 
—1Х 3%, или 4374. Восьмой членъ 1-3: > :.... равенъ 3х (5 == 555 


758. ЗАДАЧА. Найти условіе, при которомь три данныя числа А, В. С 
представляють члены порядковь т, п, р одной и той же чвометрической 
проњессїм? 

Обозначивъ первый членъ этой прогресеіи буквою 2, а знаменателя бук- 
вою у, имћемъ үр-нія 

Дур В: О, 

Три ур-нія вообще не могутъ быть удовлетворены одиъми’ и тёми же зна- 
ченіями хи у; поэтому, чтобы найти искомое услове. нужно выразить, что 
существуетъ общее этимъ ур-мъ ръшеніе, т. е. исключить х и у. Для исклю- 
ченія 2; дфлимъ почленно первое ур. на второе, а второе на третье: 


А _ т-® В _ п-р 
в-7 » =. . 


Возвышая первое изъ этихъ үр-ній въ степень м — р, а второе въ степень 
т — я, ИМЂемъ: 


( — "= тп), (В "= тп) , 


т-р  т-% 
откуда (=) — (<) ‚ или А"-РХ В? (т 1; 
это и есть требуемое условіе. 

759. Вставка среднихъ геометрическихъ между двумя данными числами. 


Вставить т среднить зеомерическить или пропориональныхь между двумя 
данными числами а и 6 значить найти и такихъ чиселъ, которыя между с0- 
бою и съ данными составляли бы геометрическую црогрессію. Пусть 9 будетъ 
неизвћетный знаменатель этой прогресеш; послЪднему члену 2 предшествуетъ 
т -1-1 членъ, а потому 

т № 


р — ад", откуда у == 70" А 


Такимъ образомъ искомая прогрессія а 


71-1 р е и р 
а\/—: 2 ее. 
а г. 


Примъръ. Вставить 3 среднихъ геометрич. между 4 и 64. Знаменатель 


4 Г. = 
9 = т == 16 = 2; искомые ередніе члены суть: 4 х 2, 4 х 2 и 4Х 2°, 
или 8, 16 и 32. 


760. ТЕОРЕМА. — Если между послљдовательными членами чеоме- 
трической прогрессіш вставить одинаковое число среднихъ, то полу- 
ченныя частныя прогресс составят одну сплошную проърессію. 





Пусть данная прогресеія будеть т а: Р: е: ....:т:Ё:и, п 
пусть между каждыми двумя послфдовательными членами вставлено 9% среднихљ 
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геометрическихъ; отдфльныя прогресіи = а: 2: в и Л: В: 
о Вее А ея ОИ А а ас МОУ ИМА 
ютъ соотвътетвенно знаменателей ° 


ты Г. тн с г 
М2 у: 
р 


с КГА . 
№0 Ср. = =, тд 9-—знаменатель данной прогресеіи; сл%д, 


већ эти прогрессіи имъютъ общаго знаменателя; и какъ послъдній членъ одной 
служитъ первымъ членомъ слфдующей, то всЬ прогресін въ совокупности 60- 
ставляютъ одну сплошную прогрессію. 


761. ТЕОРЕМА. — Во всякой зеометрической прозрессіи произведе - 
ніе крайнихь членовь равно произведению двугъ друиаъ, равно удален- 
ных5 отз крайних. 


Пусть въ прогресс = а: ту - ЁГИН 
члену 2 предшествуетъ и за членомъ у слфдуетъ р членовъ; въ такомъ случа: 
даф. Т (1). Въ прогрессіи, начинающейся членомъ у и кончающейся 

1 а 
членомъ м, имћемъ 0: 9°, откуда а . . - (2). Перемножене (1) и 
(2) даетъ лу == аи, что ит. д. 

762. Сунма членовъ конечной геометрической прогрессіи. 

Пусть дава прогресмя 1 а: В: е: а... гиг, содержа- 
щая ж членовъ, съ знаменателемъ (у; сумму членовъ назовемъ 5. По свойству 
геом. прогр. имфемъ 


репе оаа р к т и: 
Складывая почленно эти равенства, находимъ: 
ера... еРи=(а-Но-Не-. .. 9. 
Первая часть этого равенства есть сумма 5 безъ перваго члена а, т. е. 


9 –-а, выражен!е въ скобкахъ есть сумма членовъ безъ послдняго, т. е. 5—0; 
слъд. равенству можно дать видъ 


В — а= (8 — и), или 9 — а= 80 — ид; 
рёшивъ это ур. относительно 5, найдемъ 


700 88 Ы . Е • 2 » ® е . » 
Ва ная | (1) 





т. е. чтобы найти сумму членовь зеометрической трогрессіи, нужно: послњд- 
ній члень умножить на знаменателя, изъ произведенія вычесть первый член», 
и раздњлить остатокь на разность между знаменателемь и единицей. 


Если въ Формулћ (1) замбнать и его величиною а29”', то Э приметъ видъ 
Со Е г 

В (2) 

Въ этой Формъ справедливость Формулы очевидна; въ самомъ дъЛБ, по закону 


чаетнаго отъ дћленія х" — а" на х — а, имћемъ 
25% 
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* 
—1 
ФЕ + 0° 98 4- обоа ++ 1, 
а умноживъ 06% части на а, найдемъ въ первой части Формулу (2), а во вто- 
рой: а а04- - : - - |-а9" 3-44" *-- а4"'; но эта сумма есть ничто иное 


какъ сумма членовъ самой прогрессіи. 
Друюй пріемь. Называя суммую членовъ прогрессіи буквою 5, имћемъ 


ЗАНЕ сец а а р 0) 
Умноживъ объ части этого равенства на 9, находим: 
59 =оа-- 9 а... . ами... ..: (4) 
Но, по опредфленю прогрессіи, 56—04, =... ., #=14, и=10; 
слъд. (3) можно написать въ видЪ: 
Б=а а 00 4. . . ми... -.... (5) 


Вычитая (5) изъ (4) замфчаемъ, что вс члены уничтожаются, за исклю- 
чевівмъ члена ма въ (4) и а въ (5); такъ что 


50 — 5 = ид — а, или 8(97 — 1) =% —а, 





мд — @ 
откуда 8 = о . 

ПримфРы: [. Найти сумму 6 членовь прощесси, которой первый 
члень == 1, а посљњдній 700000? 








Знаменатель 9 опредфляется изъ ур-нія 700000 — 7 . 9°, откуда а = 10; 
а АТ. ЕТ 100—1 у 99 
саъд. 9==а Е = 1 —=7 = —=7. 177177. 


П. Найти сумму 10 первылъ членовъ 1еометрической прозрессфи, кото- 


М А 1 1 
рой первый члень—=—, а знаменатель те ? 





р 7 
141% 
С бо = г 
== 7° ү, Ваи, помноживъ зислителя и знам. ва (—10'°): 
т. 
1 109—1 _ 
8= 2.1 тобто 1) = -1, 111 111 111 0,555 555 555 5. 


Безконечныя геометрическія прогрессіи. 


763. Изученіе безкоцечныхь геометрическихъ прогрессій требуетъ предва- 
рительнаго доказательства слъдующихъ теоремъ о степеняхъ; къ нимъ при- 
соединяемъ и соотвћтственныя теоремы о корняхъ. 


764. Лемма [. — Послъдовательныя цњлыя положительныя сте- 
пени положительнало числа, большаю 1, возрастают» съ увеличеніемъ 
показателя и мозуть быть сдъланы больше всякой данной величины. 

Пусть будетъ а >> 1; емыслъ неравенства не измфнится отъ умноженія 
неравенства на положительное число; такимъ образомъ пося®довательно найдемт: 

а > а, “> а?, и > аз, и т. д., вообще а"! > а”; 
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откуда видно, что степени въ самомъ дёлћ возрастаютъ. съ увеличенемъ пока- 
зателя. Но если доказано, что количество идетъ возрастая, то отсюда еще нельзя 
заключить, что оно можеть быть сдфлано какъ угодно большимъ: это еще 
должно быть доказано. Очевидно, будетъ доказано, что а" м. б. сдћлано какъ 
угодно большимь, если докажемъ, что для показателя т всегда можно найти 
такую „величину, при которой будетъ а" > К, тдв К — заданное количество. 
Пусть а превышаетъ единицу на а, т. в. а — 1-=а. Такъ какъ а> 1, то 
умпоженіе на а поведетъ къ увеличенію, и получится рядъ неравенствъ 

а —1==а 

а?а >а 

а —а? >а 


а"! ДЕ ат? > 4 


а" 4%! >а, 
откуда, складывая, найдемъ 
а" —Т>а-и--“--... аа, ии а" —1 > та, 
откуда о риа. 
Очевидно отсюда, что а" будетъ больше К, если будетъ 
1 та > К, 
откуда т> ве 


но очевидно, что каково бы ни было о, Всегда можно найти для т такое зва- 


. К — 1 
ченіе, которое будетъ больше = 


Примъвръ. — При какомъ значеши өе количество (1,001)” будетъ больше 
1000? 


1000 —1 
При т > О0о 
765. ЛеМммА П. Посльдовательныя цњлыя положительныя сте- 
пени числа а, меньшазо 1, идуть уменьшаясь съ увеличеніемь показа- 
теля и момтъ быть сдъланы как» узюдно близкими кз нулю. 
Въ самомъ дълЪ, изъ неравенства а < 1, получаемъ: а? < а, а? <а?, 


5а < а", т. е. степени становятся тъмъ меньше, чмъ показатель боль- 


› т. е. при в > 999000. 


1 
ше. Затъмъ, число меньшев 1 можно представить въ вид тра} Желая опре- 


1+ 


ДЪлить степень, въ которую нужно возвысить чтобы эта стенень была 


ЕР 6 

1--«? 
меньше заданнаго числа д, полагаемъ 

1 

(14 

а по предыдущей лемм%, это неравенство всегда м. б. удовлетворено. 


52 < д, откуда (1- а)" > 1, 


766. Леммл Ш. Корни уълалю положительноло порядка изъ числа 
болъшоло 1 уменьшаются сз возрастаніемъ показателя и монуть быть 
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сдљланы какз угодно близкими къ 1, оставаясь, однако же, всеъда боль- 
шими 1, и никода не дълаясь равными ей или меньшими ея. 


Пусть а 2> 1; надо доказать, что 
1. Уа < 2; аа, у, .. "а ҹа, 
2. "Уа не можеть быть ни ==, ни <1. 
3. Разность "Ул — 1 м. б. едълана < всякой, какъ угодно малой, величины. 


Для доказательства первой части теоремы приведемъ корни "уа и "уа къ 
общему показателю; найдемъ: "/а = "ая, и "Уа = "Уа, По пер- 
вой леми, а"+1 > а", а съд. п "дт > Ја" ила "а > "уа. 

Затмъ, положивъ "Уа = 1 и возвысивъ 06% части въ т-ую степень, на- 
шли-бы а= 1, что противно условію а >> 1. Допустивъ, что п/а < 1, нашли 
бы такимъ же образомъ: а < 1, что опять противорчимь условно. Итакъ, 
"Уа > 1. 

Докажемъ теперь, что для те всегда можно найти такое значен!е, при кото- 
ромъ "/а будеть какъ угодно мало разниться отъ 1. Обозначивъ буквою 6 очень 
малое положительное число, будемъ имфть биномъ 1 -- ? весьма мало разнящ ся 
отъ 1, но все таки большій ея. Въ леммъ І мы доказали, что всегда можно 
найти таков значен!е для 7, при которомъ будетъ (1-|- 9)" 2> К, тдъ К какъ 
угодно велико; слъд. какую бы величину ни имло «, всегда можно дать т 
значеніе, при которонъ будетъ (1 -|- 2)" > а, откуда 14-22 үт. бъ другой 
стороны доказано, что "уа >> 1, такъ-что "/а заключается между двумя кочиче- 
ствами 1 и 1 4-0, разность между которыми 2 м. б. какъ угодно мала; а п0- 
тому и разность "үа — 1 тЬмъ боле м. б. едблана какъ угодно малою. 


767. Лемма ІҮ. Корни цњлазо положилтельнало порядка изг числа 
менъшало 1 увеличиваются съ увеличещемь показателя, оставаясь все- 
1да < 1, кз которой они мозутзь быть сдъданы каке уюдно близкими. 


Для доказательства, Что "уа 2> %/а, приведемъ эти корни къ общему по- 
казателю; найдемъ: "уа = "а" "а "уан, Но а < 1, олд. а" 2> 
а"+1 (лем. 1), а потому "1/0" или "1/2 больше "ат или уа: т.е. 
корни увеличиваются съ увеличеніемъ показателя. — ЗатЬмъ, допустивъ, что 
'/а = 1, нашли бы, что а=1; допустивъ, что "/а > 1, нашаи-бы, что @> 1: 
тоть и другой выводъ противоръчитъ условію а<1. — По, оставаясь всегда 
<1, "Уа м. б. сдёланъ какъ угодно близкимъ къ 1. Въ самомь дфлЪ, озна- 
чивъ буквою 0 какъ угодно малое положит. количество, будемъ имфть: 1 — 8<1. 
Поэтому можно выбрать ддя т такое значене, при которомъ, въ силу леммы 
П, будетъ (1 —6)" < а, откуда 1 —2<"%/а, или 1 —"/а <, какъ бы 0 на 
было мало. 

768. ТЕОРЕМА. Бг безконечно возрастающей зеометрической тро- 


зрессёи абсолютная величина членовъ приближается къ оо, а в5 убы- 
вающей — кз 0. 
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Будемъ разсматривать абсолютныя величины членовъ прогресоіи, (усдовив- 
шись обозначать абсол. значеніе количества х знакомъ [2]): 


9 ъ 


рей те 


Пусть [9] будетъ >1. Въ силу леммы І, съ приближешемь я къ оо и 
[4"| праближается къ со, поэтому для и всегда можеть быть найдено такое 


1:99: ад: арс. . 


значеніе, при которомъ будетъ [9"| > [=], гдъ А какъ угодно большое число; 
а изъ этого неравенства: [49°] 2 [А], т. е. съ приближенемъь т къ оо, абсо- 
лютная величина членовъ прогресеіи приближается къ со. 

Если теперь 9 будетъ положительно, то и 4” будетъ положительно, елд. 
при а >> 0 вс члены прогрессіп положительны, а потому величина ихъ приб- 
лижается въ --со; при а < 0, они отрицательны п приближаютоя къ — Оо. 

Пусть, затъмъ, будетъ [9] < 1; на основаніи леммы П, при возраставін м 
до ос, [4"*] приближается къ 0, поэтому всегда можно дать ® такое значене, 


что будеть 8% < [2 гд х какъ угодно мало; а отсюда [49| <, т. е. 


[94]; съ приближеніемъ ® къ оо, приближаетея къ 0. 

Если, теперь, 92 0, то и у% 2 0, елћд.: если а 2 0), то члены прогресеіи 
приближаются къ 0, оставаясь положительными; при о < () они приближаются 
къ 0, будучи отрицательны. 


769. Теотрвма. Сумма членов» возрастающей профессии, при 
неораниченномь возрастаніш числа членов, приближается къ = оо, 


Р В (24 
а убывающей—ке постоянной величинтњ Та. 


а — а 
Для суммы ю членовъ мы имфемъ Формулу =“ которую можно 


представить въ видЪ 








ад" а 
и РА: 4 ео ини (1) 

І. 9>1. — Первый членъ, какъ Функція я, измняетоя съ измЪневіемъ 
числа членовъ, второй же, не содержа э, есть количество постоянное; измЪненіе 
суммы зависить, поэтому, отъ перваго члена. Мы доказали, что въ возрастающей 
прогрессіи съ положительнымъ знаменателемъ, величина ад”, съ приближепіемъ 
љ къ со, приближается къ -|- со при а> 0, и къ — со при а < 0; а потому 
и первый членъ, знаменатель котораго конеченъ и положителенъ, а виот съ 
тЬмъ и $, приближается къ со при а> 0, и къ — оо при а <0. 





а тъ 
П. Если у < 1, то при ® = со количество 409", а сл. и ты имфетъ пре- 
двломъ 0, а елд. сумма $ иметь предёломъ = ИЛИ т - Итакъ, 
при 9<1, 
А а 
Иш $ = = 


т. в. мредњлъ суммы членовъ безконечно — убывающей протессїи равны пер- 
вому члену, дъленному на 1 безъ знаменателя прогресін. 
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Это предложене можно доказать обратнымъ способомъ, разд ливъ а на 1—7: 
частное будетъ имфть неограниченное число членовъ, ибо одночленъ не длится 
безъ остатка на многочленъ, а члены его будуть слфдовать закону геометричес- 
кой прогрессій. Въ самомъ дъл%: г 








1—9 
8 [ а-Наа-| аа? ад . 2. . 
ел: ЯРИЙ 

49° 


44% 


Ш. Пусть у= -- 1. Взявъ конечную (объ т» зленахъ) прогрессію, имфемъ: 
7—1 0 
5 =, положивъ 0 = -|- 1, найдемъ 9 = а 
ля раскрытія неопредъленности, зам чаемъ, что 
раскр ред 


"—1=(а—1 (ета... . 4-9-1), вад. 


с 99 — 10014-04... аи. 
9—1 . 





отсюда видно, что неопредфленность — кажущаяся и зависить отъ присутетвія 
въ числ. и знамен. общаго множителя 4 — 1, обращающагося въ 0 при 9 1. · 
Сокративъ на 9 — 1, и положивъ потомъ 91, получимъ: 


5==а(14141+. Оо. 


Әтотъ результать можно было предвидёть; въ самомъ` дълћ, при 9 =1 


сумма а-- 94 -|- а9*-|-....--а4”-! обращается въ 0-0 4-а4- .... а, 


ИЛИ ВЪ ая. 





Если теперь положить т оо, то будеть: 5:0 . оо, т. е. 5== |+ оо 
при а > 0, и 5 = — оо при а < 0). 


ІҮ. 4 — отрицательное. — Если въ равенствъ 
44" — а 
а-|- аа--а?--.... Ба 
перемфнить 4 на — 9, отъ чего только нечетныя степени 9 перемфнятъ знакъ, 
то получится выражевіе для суммы прогресін съ отрицательнымъ знаменателемъ: 





Е А == 44 — а ад" а 
а — а9 -- а — а |... . = а те" 
94-49 — а + А Ба ЕЕ а 
Заключаемъ, что: 
1) При 9 большемъ 1, по абсолютной величинё, и при 0 = оо членъ 
00% БЕ 
99 съд. и 5—00. 
2) При < 41, по абсолютной величин, и при ®= оо, будеть ад" 0, 
а 
и 6л1д. в = 


14-9 
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В ЕВ 


3) При (=1, по абе. вел., 9, И 648. 5 равно или 0 (при 





четномъ числЪ членовъ), или а (при нечетпомъ числћ членовъ). Въ этомъ слу» 
чаъ прогресеія представляетъ рядь колеблющейся, 

770. РЬшеніе нЬкоторыхъ задачъ, относящихся нъ геоиетрическииъ ‘про- 
грессіямъ. 

Такъ какъ между пятью количествами о, и, п, 9, $ Фигурирующими во 
всякой геометрич. прогрессіи, существуеть только 2 различныхъ соотношенія 

аа 
и —а9°-'. .. 2% (0 5—4 6. (2) 
4—1” 

то, вакъ скоро даны 3 изъ этихъ количествъ, остальныя опредфлятся изъ ука- 
занныхъ ур-ній. Вакъ и въ случа ариеметической прогрессіи, можно предло- 
жить здесь 10 задачъ, изъ которыхъ рЪшимъ только 2 слъдующія: 





ЗАДАЧА 1. — Вычислить а и и по даннымь $, д и п. 


Исключая и изъ ур-ній (1) и (2), находимъ: 








=“, откуда а=5 х 213 ; 
подставляя эту величину въ ур. (2), получаемъ: 
и—5. 21. а. | 
ЗАДАЧА П.— Вычислить 4 и $, зная а, и, п. 
Изъ (1) находимъ: 
а= 4/1"; 
подстановка во (2) даетъ: 
—1 
а уе они поту 
| Ук —" Иа 
а 


ЗАДАЧА Ш.— Найти женератрису данной періодической дроби. 


1. Пусть чистая періодическая дробь ѓ== 0,3737. . . .; ве можно пред- 
ставить въ видъ 


1807281 87 
Ё == об 1008 К 10: | 


С4Ъд. Г есть предфлъ суммы членовъ безконечно-убывающей геометрической 
> 1 
прогрессіи, которой 9=-— и а= 81. Потому 





100 100 
37. 87 . 
ғ 100 _ 100 _ 37. 
1 780 99 
100 100 


результатъ, извъстный изъ ариеметики. 
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2. Возьмемь сифшанную періодическую дробь /— 0,32(745). Ее можно на- 
писать въ Фори® 


__ 32 745 745 745 
= 100 71 100 х 1000 1 100 х 10008 Г 100 х 10008 77 2 





32 745 1 1 
— то т00 х Е 1000 Ей 100021 ст ] 


Рядъ въ скобкахь есть сумма членовъ безконечно-убывающей геометрич. 














1 
прогр., въ которой 21, 1 = тосуу 5 РЯдъ әтотъ равенъ, слБдовательно, 
Е а потом 
т — 999 у 
1000 
р 32 + 745 __ 32 х 999 -|- 745 
— 100 ' 100 х 999 `` 1000 х 999 


Замфнивъ въ числителъ 999 разностью 1000—1, находимъ 


р 32000 — 32 -|- 745 _ 32745 — 32 
ыы 100 х 999 — 99900 ? 





откуда прямо слЪдуетъ извфетное изъ ариометики правило. 


ЗАДАЧА 1. Часовая и минутная стрълки показывают» полдень. Бъ 
которомь часу встрњтятся они снова? 


Примемъ за единицу времени часъ, а за 1 длины окружность циферблата. 
Черезъ часъ минутная стрлка возвратится къ циФр% ХІ, а часовая пройдетъ 


2 цихерблата; слъд. минутная стрълка должна пройти эту 3 циферблата, но 
въ это время часовая, движущаяся въ 12 разъ медленнфе минутной, пройдетъ 
2, отъ ть циферблата, или бз его. Олд. минутная стрълка должна пройти 
эту послъднюю долю циферблата, но въ течеши этого времени часовая прой- 


1 
деть ещеть; ИТ. Д. Итакъ, минутпая стрълка, чтобы догнать часовую, должна 


1 ер 
отъ полудня пройти путь: 1+ 5+ 5. + +, предотавляющійся 


подъ видомъ безконечно-убывающей геом. прогресеіи, первый члевъ кото- 


12 
ИЛИ = 


В 1 
ПредЪлъ этой суммы өсть — п‘ 


т» 
1— 18 

Такъ какъ минутная стрфлка единицу пути (циФерблатъ) проходить въ 1 часъ, 
1 | 12 3 

то г этого пути пройдетъ въ 1° х 1 Ее 59010 т" 


1 
рой —1, а знаменатель Та` 


ЗАДАЧА У. Соединяя средины сторонъ квадрата, получають вписан- 
ный квадрать; въ этотъ квадратъ, соединяя средины ею сторонь, вписыва- 
ють новый квадратә, и т. д. Предпололая, что эта операція продолжается 
неофаниченное число разъ, найти предъль суммы площадей всъхь этиль 
квадратов. 


< 
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Пусть сторона даннаго квадрата будеть а; площади послъдовательныхъ 
а? а? а? 


квадратовъ будуть: а”, и ДК Сумма ихъ будетъ 
ЕСЕ ОТЕ" | 
Виа о 
Предъль суммы прогресаи въ скобках = — е. =; сид. В — да^. 
1— — 
9 


ЗАДАЧА \'1[.— Число 195 раздњлить на 3 части, которыя составляли 
бы геометрическую трогрессію, которой третій члень быль бы больше пер- 
вазо на 120. 


Пусть первый членъ будетъ =, а знаменатель прогресін 4; имфемъ 
два ур-вія 
24 29 4 21? = 195, 24° — 2== 120, 
которыя можно представить въ вид% 
214-94 9%) ==195, 20 — 1) = 120. 
Раздфливъ первое на второе, исключимъ х, п получимъ квадратное урав- 


ненів 592 — 89 — 21 == 0, откуда: 4 == 3, ("= — =. Подетавля вмфето (у въ 


ур. 2(4° — 1) =120 сперва 3, потонъ — ©, найдемъ: 27 = 15, 2" = 125. 
Искомыя рЪшенія будутъ: 
= 15 : 45 : 135; - 125 : — 175 : - 245. 
771. Задачи, —1. Найти послфдн!й членъ и сумму членовъ прогрессій: 


а) = 56 : 28 :14:.... (12 ҹл.); у 2:2. са х Оа у 


213 
8260728. 
в) -- т? : тзи : т .... (7 ча.); В Е а: а(14-а) : (140)... . (8 ча.) 


за: 5... @ а) == ИС 


в а: Е. : (1041.; в) = Бернд: Кей: о... (в ча.) 


2. Указать порядокъ члена, превосходящаго 1000, въ прогрессіи 
22 1: 1,01 : 1,012 : 1,018: ..., 


3. Указать порядокъ ‘члена прогресеін = Э, р 22 : 228 ЕЕ ‚ Еоторый, 
"4 16 64 
навфрное больше 10. 
Бх 11 11} 
4. Указать порядокъ члена въ ряду 2—1: 15: (55) :...., ваврнов 


меньшаго 0,001. 


5. Вставить: а) между 3 п в три среднихъ геометрическихъ; Б) между 18 
и 13199 пять среднихъ геометрическихъ. 

6. Четвертый членъ геом. прогр. есть 9, седьмой == 15; найти прогрессію? 

7. Даны члены М и М порядковъ т и ® въ нћкоторой геометрической прогрес- 


} т-ра 
сін. Показать, что членъ Р порядка р равенъ Хе ' 
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, 8. Если А и В суть члены порядковь р |- 5 и р -- нфкоторой геометрич. 
прогресс и, то показать, что 


2 ВР 
р-ый членъ — МАВ, а #-ый чл. = А\/( ) . 

9. Найти предфль суммы каждой изъ слфхующихь безконечно-убывающихъ 
прогресеій: 

ви О Т ТР о м. а т. 

Тв . гуе изнета 

10. Углы прямоугольнаго треугольника составляють геометрическую прогрессію; 
вычислить ихъ съ точностью до 1”. 

11. Показать, что если въ геометрич. прог. вычесть каждый членъ изъ преды- 
дущаго, то полученныя разности составятъ также геометрич. прогрессію. 

12. Доказать, что въ геом. пр. сумма нечетнато числа членовъ всегда дЪлитъ 
сумму ихъ квадратовъ. 


`13. Сумма членовъ безконечно-убывающей г. п. вдвое больше суммы ея первыхь 





п 
: 1 
т членовъ; показать, что знаменатель — \/ 5 . 


14. Если а, 0, са . . . . сут п 1 количествъ, составляющихъ г. п., 
то показать, что обратвыя количествъ 08—65, 08 — сё, . . . . составляютъь 
также г. п., и что ихъ сумма — 

1 ап — 08" 
ых (ев, 

15. Показать, что если среднее арием. между а и $ вдвое больше средняго 
геометрич. между этими же числами, то 


а __2 РУЗ. 
в оз 
16. Показать, что если второй членъ арием. прогр. есть среднее пропорц. между 


нервымъ и четвертымъ, то шестой будетъ среднимъ пропордіональнымъ между четвер- 
тымъ и девятымъ. 


17. Если 5, означаеть сумму ® первыхъ членовъ г. п., то показать, что 


__ а4 (9% — 1) та. 
8, +845, -- АЕ +5, = (4—1) 790—1 


18. Показать, что въ безконечно-убывающей г. п. каждый членъ всегда нахо- 
дитея въ постоянномъ отношенін къ сумм% вофхъ слъдующихъ членовъ.—Каковъ дод- 


женъ быть знаменатель, чтобы каждый членъ равнялся р разъ взятой сумм веЪхъ 
слдующихъ? 





19. р геометрическпхъ прогрессій имфютъ общаго знамен. 9. Первые члены ихъ 
находятся въ ариеметической прогрессін а, 2а, 3а, . . . , ра. Если въ каждой 
изъ р денныхь прогрессій назовемъ сумы первыхъ р членовъ соотвЪтственно буквами 
51, 8, В, °.. ‚Эр, то доказать, что 


Ваа а аа а 





2 9—1 ^ 
20. р безконечно-убывающихъ г. п. пмфють первыми членами 1; а знаме- 
нателями соотвфтетвенно: 4, 4%, 98, · . . ., 9Р. Если би, бе, 93, + • · • Вр суть 


предфль суммъ членовъ этихъ прогресс, то доказать, что 


ЕЯ 1_ 401—9). 
таг” г "= — 1-9 


— 397 — 


21. Если 8, означаетъ предЪль суммы членовъ безконечно-убывающей г. п. съ 
знаменателемъ 9, а 8, предфль суммы квадратовъ членовъ той же прогресеіи, то: 
5,(1 - 9) = 8,1 —9). | 

29. Пусть 8=1--9-- @-- 93 ...... 

и 8в=1 а -.....- 
будуть суммы членовъ двухъ безконечно-убывающихъ прогрессій. Показать, что пре- 


хіль суммы 1 -- 94 -- 94-943. . + - равенъ 


23. Если положить 


85 к 
545—1 


И И ОО. р е СИЕ 
8—1- с Рав Ре безк., 9=1— + Е +16 = до безк., 


то 8 —=975'. 


24. Пусть а, 9, и $, означаютъ соотвфтственно-первый членъ, знаменателя и 
предфль суммы безконечно-убывающей г. п; 5'9, 4 и 5” первый членъ, знам., и 
предфлъ суммы второй прогрессіи; 5” 4, ди 5" первый членъ, знам. и предфль суммы 


1 
третьей; и т. д. Полагая, что < у» Доказать: 


19) что количества а, 5'7, 8”, 5'/9, . . . образуютъ убывающую геометрич. 
прогр.; 2%) вычислить предфль суммы членовъ этой прогрессіи, полагая что она 
безконечна. 


25. Соединяють средины А’, В’, С’ сторонъ треугольника АВС; затёмь средины 
сторонъ треуг-ка А’В’С’, ит. д. до безконечности. Доказать, что предфлъ суммы пло- 


8, гдБ $ пло- 


щадей веБхъ этихъ треугольниковъ (включая и данный) равенъ 3 


щадь даннаго Л\-ка. 
26. Та-же задача, замфняя треугольникъ параллелограммомъ площади 972. 


27. Въ кругъ радіуса В, вписываютъ квадратъ; въ этотъ квадрать вписываютъ 
кругъ, въ который снова вписываютъ квадратъ и т. д. до безконечности. Найти 
предёлъ суммы площадей веБхъ этихъ квадратовъ. 


28. Таже задача, замЪняя круги шарами, а квадраты кубами. 


29. Въ шаръ радіуса В вписываютъ равнобочный цилиндръ, въ этотъ цилиндръ 
вписывають шаръ и т. д. Найти: 1) предфль суммы поверхностей всћхъ шаровъ; 
2) предълъ суммы ихъ объемовъ. 


30. Данъ /\; стронтъ второй Л, имфющ сторонами медіалы перваго; и т. д. 
до безконечности. Найти предълъ суммы площадей всфхъ этихь треугольниковъ. 


31. Въ прямоугольномъ Л АВС опускають высоту АЮ на гипотенузу ВС; 
затЬмъ проводять перлендикуляръ ОЕ на АС, затфмъ ЕК на ВС, ит. д. безъ 
конца. Найти предЪлъ длины ломаной АРЕЕ...? Указать построеніе этого предфла? 


32. Въ правильный л АВС (сторона = а) вписывають Еругъ, къ которому 
проводятъ касательную А’В’ параллельно АВ. Въ л СА’’ вписываютъ второй кругъ 
и т. д. безъ конца. Найти предълъ суммы площадей всфхъ круговъ, т. о. построенных. 


33. Данъ прямой круглый конусъ, котораго сЪченіе по оси представляетъ пра. 
вильный д со стороною = а. Въ конусъ вписываютъ шаръ, къ которому проводятъ 
касательную плоск. параллельно основанію конуса; въ лолученный малый конусъ 
снова вписываютъ шаръ, и т. д. безъ конца. Найти предълъ суммы объемовъ вефхъ 
этихъ шаровъ? 
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34. Въ правильный /\ вписывають кругъ; въ этотъ кругъ вписывають правиль- 
ный /\, въ который снова вписываютъ кругь, п т. д. до безконечности. Найти: 
1) предлъ суммы еторонъ всфхъ полученныхъ треугольниковъ; 2) предълъ суммы 
радіусовъ, веЗхъ круговъ: 3) предлъ суммы площадей всфхъ круговъ; 4) пред. суммы 
площадей всфхъ треуг-въ; 5) обернувъ каждый /\ около одной изъ его выеотф, найти 
предфлъ суммы всзхъ полученныхъ объемовъ. 


. 35. Даны два равные полукруга, извнф касающіеся другъ къ другу. Къ нимъ 
проводять общую касательную и вписываютъ первый кругъ, касательный къ этой 
прямой и къ даннымъ»кругамъ; зат$мъ второй кругъ, касательный къ этому кругу и 
къ обоимъ даннымъ, и т. д. Найти сумму радіусовъ всхъ этихъ круговъ. 


Вывести отсюда тождество 


1 1 1 1 
12753 за Гав Аа 


\ 





гдф число дробей безконечно. 


36. Построить треугольникъ АВС, зная его высоту АР —1, и зная, что эта 
высота, стороны АВ, АС, ее заключающія, и третья сторона ВО образуютъ, въ 
сказанномъ порядЕЪ, геометрическую прогрессію. 


37. Найти три числа въ г. п., зная ихъ сумму 126 и произведенів 13824. 


38. Найти четыре числа, составляющія г. п., зная ихъ сумму 40 ип сумму ихт 
квадратовъ 820. 


39. Найти четыре числа, образующія г. п., зная, что ихъ сумма —=30, а отно- 
: 3 
шеніе суммы двухъ среднихъ къ послфднему равно а" 


40. Доказать, что корни возвратнаго ур-нія 
20% — 0203-4 ах — 08-10 
могуть составлять г. п. При какомъ соотношенін между @ и $ это имћетъ мъсто? 


41. Три цЪлыя числа образуютъ г. п.; если второе увеличить на 8, прогрессія 
сдђлается ариеметическою; но если посл этого увеличить послдній членъ на 64, 
прогрессія снова сдфхается геометрическою. Найтн эти числа? 

49. Доказать тождество 

098 | дт — [42741 9089-10 |- 908—3 — а 2 = 2" 


4 [0%"+1 = Оду 128 - 93?"- за .. С = Зуд? 2, 


ТУТАВА т, Т. 


О рлдахъ вообще; опредленія. — Суммированіе конечныхъ ряловъ. — Суммировавіс 
безконечныхъ рядовъ.—-О сходимости рядовъ.--Перемноженіе рядовъ.— Задачи. 


772. Опредбленя. Рядом» называется рядъ количествъ, изъ которыхъ каждое 
получается изъ предшествующаго по одному н тому же закону. Тавъ, ариеметическал 
прогрессія есть рядъ, завонъ котораго состоитъ въ томъ, что каждое количество со- 
ставляется изъ предшествующаго приложеніемъ къ нему постояннаго количества. 
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Геометрическая прогрессія есть рядъ, законъ котораго состоитъ въ томъ, что каждый 
членъ образуется изъ предшествующаго умноженіемъ на постоянное количество. 

Количества, составляющія рядъ, называются членами ряда; ихъ обозначаютъ въ 
общемъ видв такъ: и, 5, 03, . . . , 9, . . Членъ, которому предшествуетт, 
%®—1 членовъ, т. е. п—ый членъ, и„, называется обшимь членомъ ряда. Давая въ 
алгебрапческомъ выражени общаго члена и, букв п зпачевя 1, 2, 3, 
лучимъ послфдовательно ве члены ряда, начиная съ перваго. 

Сумму я членовъ ряда обозначаютъ буквою $,; т. е. 


Зои Р-Н... Ба 

Рядт называется конечнымь, если онъ состоитъ изъ конечнаго числа членовъ; п 
безконсчнымъ, если число членовъ безконечно. Если сумма я членовъ ряда, по мЪръ 
приближенія % къ ОО, стремится къ опредфленному конечному предфлу 5, то безко- 
нечный рядъ называется сходяшимся, а Ѕ его суммою; если же сумма 5,, по мър% 
прибляженія т къ ОО, сама приближается къ безконечности, то безконечный рядъ наз. 
растодяштмся; само собою разумФется, что о суммъ такого ряда не можеть быть и 
р%чи. Можетъ, наконецъ, случиться, что по мр приближен!я я къ оо, сумма ряда 
не возрастаеть до ОО, но и не стремится ни къ какому опредълепному пред$лу; 
такіе ряды называють молусходяшимися или колеблющимися; ихъ причисляють къ 
расходящимея. 

Тавъ, мы видфли, что безконечная геометрическая прогрегсія, которой знаме- 
натель д есть положительная илн отрицательная правильная дробь (—1 < 94 < +41), 


по- 





в : 
имфетъ конечную п опредфленную сумму Т ; такая прогрессія представляет, 
==: 


поэтому, примфръ сходяшазося ряда. Если же знаменатель безк. геом. прогресейи, по 
абсолютной величин, больше 1, т. е. если д> +|-1, или 9 < —1, то сумма про- 
трессіи будетъ равна ОО, и ся. прогрессія представляетъ въ этомъ случа ряду 
расходяшійся. При а=--1, прогрессія также есть рядъ расходащійся. Наконец», 
если 4=—1, то прогрессія беретъ видъ 
а: а: фа: -@а:.... 

Сумиа ея въ этомъ случа равна или 0, или а, смотря по тому, беремъ ли четное, 
или нечетное число членовъ; такъ что, по мр приближенія ® къ ОО, сумма чле- 
новъ не стремится ни къ какому опред$ленному пред$лу; однимъ словомъ, при 9—1, 
прогрессія есть рядъ колеблюцийся. 

Одинъ изъ важнЪйшихь вопросовъ, представляющихея въ теоріи рядовъ, отно- 
сится къ суммированію рядовъ. Суммировать рядь значить найти сумму его членовъ, 
не вычисляя въ отдфльности каждаго члена. Для р шен!я этого вопроса не существуетъ 
общихъ правилъ, и самая задача возможна лишь въ исключительныхъ случаяхъ. 
Въ предшествующихь тлавахь мы имли примфры суммировав1я членовъ ариемети- 
ческой и геометрической прогрессін и одинаковыхъ степеней членовъ первой. При- 
водимъ еще нЪекољко примфровъ. 

773. Сүммированіе көнечныхъ рядовъ.--—Когда рядъ разлагается нэ прогрёссіи, 
то формулы суммы ррогрессій и дадутъ возможность суммировать рядъ. 

Примтръ Т.— Найти сумму п членовъ ряда 


6-66 -[ 666 | 6666 |- 66666 -- . 
1-й членъ == 6х1 
9-й, == 6х 104-6 
3-9, = 6х 10 6х 10-6 
4 „ = 6х 104-6 х10 4-6 х 10-6 


ое. 
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т-й членъ — 6 х 10" 1 6х 10" 6х 10"... .- 6х 10-66 


Суммируя вертикальные столбцы, какъ геометрическя прогрессіл, находимъ 








__ 6(10"—1) , 6(10"-1—1) , 6(10*-2 — 1) 6(10—1) 
ТЕЗЕ тота е с 
— 6 а љ-1 9—9 == 6% 
= 95 10 4 10%-1-- 10% 4. . . . 4 10] о 
_ 60 Е 6% 
— (0—1 п 
Ряды ГЕОМЕТРИЧЕСКІЕ. — Пусть даны числа а, В, у, 0, ғ,. . . . Вычтя 


каждое число изъ слфдующаго за нимъ, получимъ числа 
В, у—– В, 6—1 2—0. . . . 


называемыя первыми разностями данвыхъ чиселъ. Обозначая эти разности буквами 
В, у, ®,. . . ., вычтемъ каждое число изъ слФдующато за нимъ; найдемъ 


7 — В, 6 — у, 2—6, . 2 
Числа эти называются вторыми разностями данныхъ чисель о, р, у, . . . . Обоз- 
начая эти новыя разности буквами у", 6”, ="... . . составимъ третьи разности: 


М, е7 0... 
и т. д. Если первыя разности В — а, у — В,. . . . постоянны, то говорятъ, что 
числа а, В, 1... . . образують прогресію первало порядка: таковы прогрессіи ариө- 


метическія. Если только вторыя разности дфлаются постоянными, прогрессія вазы- 
вается—-6т:0розо порядка. Вообще, ирогрессіей т-10 порядка называютъ рядъ чисель, 
которыхъ т-ыя разности постоянны. 

Напр., числа 1, 4, 10, 20, 35, 56, 84 образують прогрессію 3-го порядка, 
потому что третьи разности постоянны. Въ самомъ дфлф: 


Первыя разности суть. ... 3, 6, 10, 15, 21, 28; 
вторыя разности... ....... ..8, 4, 5, 6, 7; 
третьи разности , ......... О р РИК Е 


Геометрическимь рядомь называютъ рядъ чиселъ, получаемыхъ отъ почленнаго 
перемноженія геометрической прогрессіи на прогрессію опредленнаго порядка. 


Примзръ П.—Суммировать т членовь ряда 
5—=1--2а-{ 3 4а3-|- 54А--. ...- та... .... (1) 
Это есть рядъ геометрическій, полученный отъ почленнаго перемноженія геоме- 
ческой прогрессіни 1, а, а?, аз, . . . на прогрессію 1-го порядка 1, 2, 3, 4,.. 


Помноживъ объ части равенства (1) на а, имфемъ 


а8 —=а-|- 20 -- Заз -|- 444 -- 5а --....-- (п — Па -- то"... (2) 


Вычтя изъ (2) равенство (1), имфемъ: 


(&а—18=—[П- а ее... а 1) -4|- па", 





а" — 1 
— 1)8 == па — 
или (а ) т ат! 
откуда, К н аі 
ь паб (а 1) | о 
Приложеще.—Положивь 4— —1 въ предложенномъ ряд, имфемъ 


8=1—2--3—4--5— зе 


Формула (3) прямо даетъ 





причемъ верхній знакъ относится къ случаю я нечетнаго, НИЖНИЙ къ случаю я четнаго. 


Примзрт ПГ. Суммировить рядь (и членовъ): 





8 —=1-- 34-1 ба -|- 10а: .... + 5 (и а"-1. 
Умноживъ 06% части на @ и вычтя предложенный рядъ, имфемъ 
(а--1)8=5 (а -1- 1)" {1-98 4- За? -|- даз... . 4 па"-].... (1) 
Положивъ 5/1 4- 20 -|- За? -|-443-1-....--па”-1, по предыдущему имфемъ 
п  __ 
9. 2 Замфнивъ въ (1) 5’ его величиною, яаходимъ 
Е (6-1) 
(а 1)5 =" (њ -|- 1)а" ны с 
го (а — 1)’ 
откуда, 
$ — п(п-|- 1)а" 2ла" а 2(0"— 1), 
О 2—0 (0—1) 1 9(а—1)* 
Приложене.—ТПоложивъ а == — 1, получимъ 
ИВО ОЕ = @-1, 


и формула суммы даеть для этого ряда, 


. 8 —= р ЕЛЕ 
4 74 8 

Изъ приведенныхъ примфровъ видно, что всегда можно найти сумму даннаго 
числа членовъ геометрическаго ряда порядка т, полагая, что знаменатель геометри- 
ческой прогресси есть а". 

Если већ члены положительны, достаточно вычесть сумму 8 этого ряда изъ про- 
изведенія 0”. 8; остатокъ (а” — 1)5 будеть содержать новый гоометрическій рядъ 5’ 
порядка 0—1. Вычтя эту сумму 8 изъ произведенія @’5’, получимъ остаток 
(а^ — 1)5', который будетъ содержать новый геометрическій рядъ 5” порядка т— 2. 
Продолжаютъ такимъ образомъ до тфхъ поръ, пока дойдутъ до геом. ряда, котораго 
разности постоянны, т. е. до геометрической прогрессіи въ собственномъ смысл%, 
сумма которой извЪстна. Это дасть возможность опредБлить сумму Я” ряда перваго 
порядка, а слБд. сумму 5’ втораго порядка п, наконець, 5. 

Приводимъ еще примъры суммированія н%которыхъ рядовъ. 


ПрРИМФРЪ а п членовь ряда 


1 1 
а же" 
Замфтивт, что м-ый членъ м. б. предетавленъ въ видё 
1 1 1 
о анаа С 
полагаемъ въ этомъ равенств$ 2—1, 2, 3,...., 0; такимъ образомъ ве члены 


разложимь на разности, и дадимъ ряду видъ: 


нра) 
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Замфзая, что второй членъ каждой разности уничтожается съ первымъ члепомъ 
слбдующей, найдемъ, что останутся только крайн!е члены; а потому 





1 
иг 
Прим%ръ У.— Найти сумму п членовъ ряда 
1 1 1 1 
о а” ОЕ 


Понытаемся разложить общій членъ на 2 члена, употреблял для этого способъ 
пеойред%ленныхъ коэффидіентовъ; для этого полагаемъ тождество 


1 _ А В 
пп 10) -Е2) ‘зат и 0@- 2)’ 
въ которомъ А и В независять отъ т. Освободивъ отъ знаменателя, получаемъ тож- 
дество 1==(и-- 2)А 4- ЯВ, иля 











1 1 

(А В)и- (2А —1)=0, откуда: А= 5 и в=—> Сл%д. 

1 __1 2 А9 1 І | 

т(т -- 1) --2) 2 па) 2 (пу?) 

Полагая здфеь послфдовательно т 1, 2, 3,...., т, представимъ каждый членъ 
въ форм разности и дадимъ ряду видъ: 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 
9 — |. Каму Еси ЕРИ е ЛЕТАЛЕ ШЫННАН 
8 ге ва Тт) ее. 


откуда, какъ п въ лредыдущемъ примфр%, пифемъ: 





= Но = | 


Примъръ УГ. — Суммировать т членовъ 














1 1 1 1 
вее МЕНЕЕ БАИ ИРЕГЕ о а 
141 Г Е 
58 1 1 = Е 1 | 
Общій членъ я == жа) т | ны е . Полагая поелћдователь- 
1г1 1 
но 021,0, 3,...., ә, дадимъ нервому члену видт 1== Зр второму вилъ 
т [+ т третье п рт : и Сумма ряда б 
219 41 ? атов 21 1. аду сБ 
1 1 1 1 1 1 1 ‚1 1 1 1 
= ҶО ЕДЕ 
2 (1 (5 Є 5) = Е, п т 
В а а И 1 1 
и [( 1 +; ЕЕ З еа Ни). Є атте], 
1 1 
Члены, начинал съ 3 0 >, взаимно уничтожаются; такъ-что 
к= 5-13 а и 
2 Г п-т п 


Прим ърРъ УП. — Дана арчеметическая тротреггія съ разностью +: 


——а.Ъ.е. а А.Е. 





А 1 1 1 21 1 1 
1. Найти сумму и Р БЕ 57 ЕЕ р + зр Или У 5? 
Имћемъ ` 
1 1 0—а т 
а 077 ар 7а 
1 12—07 
ре 06 ГР 


[т 2: 
а тіа [А 
Эта формула даетъ простое средство суммированія ряда примфра, ТУ; стоптт толь- 


ко положить а=—1, 1, 1-0-1, и тотчаеъ паходимъ 
1 





8—=1——. 
т 1 
2. Найти сумму а -|- х Не 2 или, короче х1 2 
А а РУ ЛЕГ аро 
Им%емъ: 
1 1 бе ба 
ар 16 ае г абс 
1 100—0 27 
бе са 94а 7 Бей 
та 
о и мя тя 
Складывая, найдемъ: а С =9уУ т -, ОТК 
о - о ы 


11 ( 1 1 
Пе за НН 
По этой формул легко суммировать рядъ примфра У; положивъ а=1, =, 
&-:т-| 1, 7-п-[- 29, тотчасъ пмфемъ: 


в=. [> 1 А 


2.9 (Ф 1)(в-+ 2) 
Таким же образомт получимъ 
ны: ] а 
абеа  `З7афе АГ Ыга 


3. Можно вывести аналогияныя формулы для суммы произведен! послЪдователь- 
ныхт. члеповъ ариомстической прогрессін. 
Пазывая о, членъ, предшествующий о, п 7 — слдующіи за /, пмфемъ: 


$ — ар 9 , откуда умножая на а: ар — аа = ға 


с— а= 9р , Е $ » 0:1 Ве— ар = Әһ 
П 6—97, > „в: 041 — Ве 290 
Е, у ‚п П Е 91. 


25° 
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Сложеніе даетъ: Й, — аа, = 975, откуда 





< —_ — 40). 
9 
Такъ, взявъ рядъ натуральныхъ чиселъ: 1-4-2 4-3 4-....- 4- п, и положивт 
ау 0, 01, 1и, 1н 4-1, 1, получимъ 
в ЕО ОО: 
А 2.1 2 


Такимъ же образомт: 


с — ар == 37 ; по умножени на 25: обе — пуа — Зтар 


а—1—3* ; „ 5 „ №: д — аће = Зе 
1—1 = 37: „ т . М: ТТЫ ШЛ И. 
И — ) 
Сложивъ, получимъ: Хар — Е == байр. 
за 
Такъ, чтобъ суммировать 
52=1.92492.84-8.4--...... +4 (пт У 1), 
полагаемъ по 0, @=1. 6—2, К п. 1-=т--1, 1==п- 2, г-=1, и находимъ 


0" 1)(0-|- 2) 
в —- Е 3 б, 


ПЕП — абс 


а отсюда 
47 


Такимъ же образомъ найдемъ: хабе = 
==1.2.84|-2.3.4-4-3.4.5-+-....- (п 1) 2) = = 


774. Сүжмированіе безконечныхъ рядовъ. — Если удастся сумму т первыхъ 
членовъ безконечнаго ряда представить въ видЪ фүнкціи отъ т, то вопросф о сумми- 
рованін ряда булетъ приведевъ къ вопросу о нахожленїн предфла сказанной функцін 
при и: оо. 

Такъ, если взять безконечный рядъ 


1 1 1 эй 
0, АЕ Внно ЕИЕ КЕ РЕН 
ПЕ Вы е8 рд 





Я 1 
то, какъ указано въ примърЂ ІҮ, сумма » первыхъ его членовъ равна 1 Ет ЕА 1: 


положивъ здфеь п — оо, находимъ въ результат$ 1. Заключаемъ, что предфль суммы 
членовъ даннаго ряда есть конечная величина 1. Отсюда видно, что данный рядъ 
есть сходяшійся. 

Но такой методъ суммировавія безконечныхъ рядовъ примфнимъ лишь въ рЪд- 
кихъ случаяхъ;4 высшій анализъ показываетъ, что обыкновенно легче дать формулу 
суммы для всего безконечнаго ряда, чфмъ для его первыхъ э членовъ. Но какт скоро 
данъ безконечный рядъ и лоставленъ вопросъ о его суммированіи, то предварительно 
долженъ быть разръшенъ вопросъ о томъ, существуетъ-ли искомая сумма, что бы не 
пришлось потратить время н трудъ на опредфлене такой величины, которая не м. б. 
опредфлена; иначе говоря, нужно предварительно изслЪдовать — сходячийея данный 
рядъ, или растодяиийся. 


775. Условіе сходимости. — Дал того. чтобы рядъ быль стодяшимея, необходи- 
мо, чтобы члены ©10, начиная съ нњкоторато мњста, болље или менње удаленного 
отз начала ряда, стремились къ нулю. 


` 
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Въ самомъ дёлЪ, если ряде ии. ни-ни. -Н.... ёсть схо- 
дящійея, то онъ имфеть конечную сумму 5. Въ такомъ случа, назвавъ черезъ 5, 
и 8, суммы первыхъ я — 1 п ® членовъ, зам$чаемъ, что по мфрф приближенія п 
къ оо, 06% суммы стремятся къ предфлу 5, т. е. 

Вы & = %, Ни 8,1 =5, 
откуда, вычитая, находимъ: ішо 5,-- Шю 5, 1=0; или, какъ разность предфловъ 
равна предЪлу разности перемнныхъ, то Нм (5, — 5,1) ==0; но В, — 5,1 == 0; 
сл$д. въ сходящемея рядф 
Пт (и,) 0. 

Иначе: если въ ряду положительных членовъ члены, хотя и уменьшаются, но 
не стремятся къ нулю, такой рядъ никогда не можеть быть сходящимся. Въ самомъ 
дълВ, если всЪ члены будутъ больше нЪкоторой конечной величины г, то 


ш 05 а -- РЧ >:4+:4-:4 4 НБТ Р 

Вторая часть, содержа безконечное число конечныхъ слагаемыхъ, безконечно 
велика; тБмъ болЪфе, свойство это приваллежить хвой части, которая больше правой; 
слЬд. рядъ и -|- 04-93 --...... расходится. 

Итавъ необходимое условіе сходимости рлда состоитъ въ томъ, чтобы члены его 
неограниченно уменьшались, приближаясь въ нулю. Но одного этого условія, по край- 
вей мЪр%, для рядовъ съ положительными членами, еще недостаточно. Въ самомъ 
ДЪлф, есть такіе ряды, члены которыхъ хотя и приближаются къ нулю, но сумма 
рада не имфетъ Чите и Это можно видфть изъ сл6дующихъ примфровъ. 


427 ЕРЕ е 
уз Уз. Уз 


—0. Не смотря на это данный рядъ— 


1. Члены ряда - +. стремятся къ нулю, 


х Р 1 1 
ибо при п — со, На и, == Ши (---)=- =: 
Мп! үоо 
расходящійся; въ самомъ дЪлЪ, назвавъ г тп членовъ его черезъ 5,, имфемъ 
1 1 1 


В. = а, 20 
= лу’ и а тя 
т. е. 8, 2 тту или 8,2 Ув ‚ Откуда, при ъ= оо, На Шю 9, = ОО: значить, 
и 


рядъ-—-расходящійся. 
2. Для другаго примфра возьмемъ такъ называемый гармоническій рядъ, члены 
котораго суть обратныя величины чиселъ натуральнаго ряда: 
1,1 1 1 О 


- ! — — С. — = - — ое 
тр ма т о 
. 1 1 
Ҷислы его стремятся въ нулю, ибо Ши ( 7" = 55 — 0; иоднако, это—рядъ расхо- 
дяиайся. Въ самомъ дълф, если взять я членовъ за #-мъ, то сумма ж а -- р -... 


1 1 1 
Е ат больше р взятой я разъ, т. е. больше 5" Сад. если сгруппировать 


члены ряда такъ: 5 


(А) (а 


то видно, что эта сумма больше 
1 1 1 1 
т Да а. еа 


но послФдняя сумма — ОО, слфд. и гармонич. радъ — безспорно расходящійся. 





1 1 
ае 
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И такъ, одного прибзиженя членовъ къ нулю недостаточно дая сходимости ряда. 
Отсюда--необходимость указанія призваковъ, по которымь можно бы было отличать 
сходящіеея ряды отъ расходящихся. Укажемъ простЪйшіе изъ этихъ признаковъ, раз- 
лпчая случап: 1) рядовъ, члены которыхъ имфютъ оданаковый звакъ: 2) рядовъ, 
У которыхъ знаки членовъ мФняются 


Признаки сходимости знакопостоянныхъ рядовъ. 


776. Теорема О’А лАМБЕРА.—1. Если в5 ряду положспттельныхъ членов» 


115 1, ауа И Чаар Инн, 


А а 


съ возрастанемь п членъ а, приближается во нулю, а отпощеніе т о предьлу а, 
меньшему 1, то рядь будеть сходящійся. · 

Въ самомъ дБл®, предетавимъ себБ правильную дробь 9, которая заключалась 
бы между = п 1 (а<9< 1). По условію, отношеніе РЕ приближается къ такому 


п 
предЪлу а, который меньше 4; во это возможно не иначе, какъ только тогда, когда 





т. 

съ нкотораго мБста ряда отношеніе = сдфлается п будеть оставаться 34. Зна- 
^ 

чить, съ этого мфста будуть справедливы неравенства 


142 2 1+3 1 
< 4 <, 


а И л+2 2+3 


г 
+1 


< 4, (в 


Умножая обБ части каждаго неравенства на положительнаго знаменателя, мы 
этпмъ не изм$нимъ смысла неравенетвъ И найдеуъ 


+2 < Ч. Нант, 2+3 <. 1+9; Мака <1. НЫ 
замфняя во второмъ неравенствЪ и„,›, большею величиною 4и,.1, въ третьемъ и„.з 
большимъ количествомъ 42. и, 1, - ·- · · мы не нарушимъ смысла неравенствъ, и найдемъ 
1+9 <4- а-15 И +3 «т М.а ЦИЯ < 93 Мане 


Сложивъ этп неравенства и прибавляя къ обфимъ частамъ 1,1, имфемь 
| ' ШРС 
1+4 -- И „+9 4- 1+3 + Иа -- < (е! ОН 9? 57 + тә х ). 
Первая часть есть сумма ряда, слБдующая за љ-мъ членомъ и пазываеман остат- 


комә ряда; обозначимъ ее чрезъ 7„; безкопечный рядъ въ скобкахъ есть сумма чле- 
новъ безконечно-убывающей геометрич. прогресеін (ибо 4 < 1), равная копечной 


1 
величин$ ү; ТАБ образомъ позучаемъ 
< 


2 Ч 
ГЛИС • 
во 1—7 
Сумма 5 даннаго ряда состонтъ изъ $, -|-7,, Ід и 5, есть конечная величина, 


какъ сумма конечнаго числа конечныхъ слагаемыхъ. Значить 
. и 
бя, 
1—9 
`е. е. сумма даннаго ряда меньше конечной положительной величипы, а потому сама 
тесть величина конечная, а данный рядъ—сходящійся. 
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1+1 





П. Ксл въ ряду положительныхь членовъ отношете ‚ съ возраспиийемь п, 


ъ 
приближаетсл къ предњлу «>> 1, то рядь есть расходншійся. 


Въ самомъ дфлЪ, вообразимь между х и 1 нЪкоторую неправильную дробь 7, 


т. е. > > 1. По условію, отношене а приближаетен къ такому предфлу а, 
ъ 


который больше 9; но чтобы это было возможно, необходимо, чтобы съ нъкотораго 
места ряда сказанное отношеніе сдБлалось и оставалось больше 9. Съ’ этого 
места, слфд., возникнуть отношенія, большія 4, а потому будутъ имфть м%сто не- 
равенства 


ЕСУ 0 2+3 СЩ 
— 2 9; 2 45 Ч на 
Маал 11 +2 1 +3 
Изъ нихъ имБемъ 
1+2 >49. Чд Мааз > 4. Ино мад >14. Ча... 
а отсюда 
Ино 2 8. 11413 0+3 > 1? > Ч 11-1 > 13 О 
Складывая и иридавая къ обфимъ частямъ 0, ‚ү, имфемъ 
аа аә аз: > 1014-94-94-94. ..... ) 


Обозначивъ сумму первыхъ я членовь ряда чрезъ 8,, и придавъ къ обЪимъ 
частямъ это количество, получимъ 


Ва а Рина 228,40, (14419456 .) 
Первая часть представляетъ сумму всего ряда; затЬмъ, 4>1, и слёд. 1-9 -- 
е-...... — Оо; неравенство означаетъ, такимъ образомъ, что данный рядъ— 
расходящійся. 


Примфняя эту теорему, должно: составить отношеніе общаго члена къ предыдущему 
и найти предфлъ этого отношенія при я — оо. Если окажется, что этотъ предфль < 1, 


Е 7 
заключаемъ, что данный рядъ есть сходящійся; если предфль —^" при њ==00 бу- 
п 
; А 1 
детъ >> 1, рядъ будеть расходящійся. Если же окажется, что На [| == |5 
ИЗ п= 0 


наши теоремы ничего не рёшаютъ относптельно сходимости ряда, пбо нервь доказа- 
тельства— въ томъ, что съ опредълевнаго мфста отношеніе 1, : и, должно оставаться 
меньше или больше 1; это предположеніе уже не находитъ себф мета, когда ска- 
занное отношеніе имфеть предломъ самую 1, п потому въ посл$днемь случа радъ 
м. б. какъ сходящимся, такъ и расходящимея. Волросъ рЪшается въ этомъ случа%ћ 
другими признаками. | 


777. Примъры. І. Изслљдовать въ отношении сходимости рядь 





2 22 23 а" 
1 тт ато СТАЕ Ир 
өъ которомь предполелается х > 0. Имфемъ 
м ат+і 
ма: —_, а 22 м 
88 7 У О 
ЕТ. РА р 

сад. Шт п ш —_—; но при веякомъ конечномъ 2 дробь —-— обращается 


в 1 п 1 
въ 0 при 55; Заключаемъ, что радъ сходится при всякомъ опредфленномь конеч- 
номъ х. Но не лишнее — прямо удостовфриться въ сходимости ряда, пбо съ нерваго 
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взгляда можеть показаться, что при нфсколько значительной величинф =, напр. при 
500 
х— 10, рядъ—вакъ будто бы расходащійся, ибо имфемъ: 1-10 5 50-2 — ас 
Но хотя вначать члены ряда идутъ возрастая, все-таки позднфе наступить схо- 
димость, вакъ въ этомъ можно убфдиться сл$дующимъ разсмотрніемъ. Въ $ 361, 
ч. І, мы имфли: 
2 2 


Е ИК у) | 


Ра 
Произвольное цфлое положительное число /: выберемь такъ, чтобы ү / =, пли 
к> 42, и разложимъ рядъ на двъ части: 








х 2? ит 
ср, г Е 
ЕЕ. х 5+. Е е) 
а 24 ауа А 
Е Ет мт е р. С 77 


Первая часть есть конечный рядъ и пифеть конечную сумму; вторая часть меньше 


Г те 


а \Е РЯ к+1 РЯ +9, 
«(ау ) 0) в 
т. е. меньше суммы геометрич. прогреееіл, представляющей восходящія етспени нра- 


а 
вильной дроби р СлЪд. данный рядъ съ мета / > 22 сходится сильнфе сходящейся 


геометрической прогрессін, а елъд. есть безспорно сходящійся рядъ. 
П. Въ радв 


1--1.1- 1.2. 42--1.2. 343--1.2.3.4.21-...... 
и 1 т” 


т" Я 
нифемъ =“ с (п 1). Предфть этого произведенйя, при я = оо, безконеченъ при 
4 


всякомъ значенш 2, отличномъ отъ нуля; если же 22-0, рядъ не существуеть (иб 
приводится къ 1). СлБд. если рядъ существуетъ, то онъ всегда — расходящііїся. 
ПІ. Въ ряд 











б сы 
ЕЕ. а М" ЕТ! =. 


Т’Аламберовой теоремою вопросъ о сходимости ряда не рБшается; но если замфтимъ, 
что члены даннаго рала соотвЪтетвенно больше (пачиная со 2-го) членовъ гармони- 


ческаго ряда, завфломо раеходящагоея, то расходииорть данпаго ряда становится 
вав всякаго сомнфная. 





ТУ. Въ рад 
гоа 3} Ы 
о ОР а РО ИНА 
1 : Б ЕЕ 3 Ц т ГТА : 
58-1. п 1 
тд 20 0, Е. Мане = Ц. Я 1 
д ет =. ке & т елд. предфль этого отношенія при 


— 409 — 


т== оо, равенъ г. Заключаемь, что при 2 2> 1 рядъ--расходящшея, при 1 -— 
сходятся; при 2—1 — соми%ніе. Но, замфтивъ, что въ послФднемъ случаъ рядъ 
Обращается въ гармонпческій, заключаемъ, что и при 2-1 опъ расходящійся. 

778. Въ послёднихъ двухъ примфрахъ для рЪшенія вопроса о сходимости въ 
сомнительномъ случа, приходилось прибЪгать къ сравненію даннаго ряда съ другимъ, 
сходимость или расходимость котораго уже известна. 

При сравненін двухъ рядовъ, въ которыхъ члены положительны, можно пользо- 
ваться слБдующею теоремою. 


Пусть ве члены ряда 
иран... 


положительны и ндутъ, постепенно уменьшаясь; въ такомь случа, очевидно, имфемъ 
соотношен1я 


нус; 

9и == 2и 

41 < -9щ 

8и < 20; и 1-90 -|-- Зи 


10116 < 2094 2и 4-24... 4}: 20 
ит, д. 
Складывая, имфемъ 
пу [219 -- Ч Е Виа | 16и 4 (н роь 4-р 4) 4... (0) 
Если первопачальный рядь и |] 4-а --.... сходитеа, то сумма его ко- 
нечна, а слФд. правая часть (1) есть также величина конечная; слФд., лЪвая и по- 
давно конечна, а потому производный радъ м, -- 2. --4н,--.-.. сходитси, если 


сходится первоначальный. 


1 
Раздфливъ (1) на 2 и придавъ къ обфимъ частямъ РИ дадимъ неравенству 


(1) ВИДЪ: 
1 1 . 
а |а Рига... > — 415 (8 т 2083 4 404 1884-5 6). 


Если производный рядъ расходится, то, какъ члены его положительны, сумма 
его будетъ == ОО, тБмъ болфе будетъ безконечна сумма первоназ. ряда, т. е. если 
производный рядь — расходящійся, то п вачальный таковъ же. 


Дале, очевидно, имфютъ мБето неравенства 
ш = и 
2, > и -- 
Ч 2 1 1-и 
Виз 2 из 4-е о -- |з 


ит. д. 
откуда сложеніемъ паходимъ: 
ш 4 2% 44. + 86 4... ть аа щ-.... 


Изъ этого неравенства заключаемъ: 1) если начальный радъ расходится, то тБмъ 
боле расходится производный, и 2) если производный сходится, то сходится и 
начальный. 


Результатомъ соединенія этихъ четырехъ предложеній является: 
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ТкорЕМА Коши. Два безконечные рада 


зи вещ... и 0906 | 80 4. 


сходятся или расходятся одновременно. 


Такимъ образомъ о сходимости нян расходимости начальнаго ряда можно судить 
по сходимости или расходимости проинзводнаго. 


779. Однимъ изъ замъчательныхъ приложеній этой теоремы является изсл$до- 
ваніе сходимости ряда 


1 1 
Рав аа б 
т ++ + РЕ (и--1)* 
: п ү! 1 ы 
Въ данномъ случа, отношеніе „41: и, == (=) = ———-\; предбль 
п--1 1 
а де 

его, при == 00, есть 1 : сомнфвіе относительно сходимости ряда. Производный 
радъ будетъ: 

14-254 40,4 8 4...1 491-8 441-8 80-16084... 

1+2 фк. 
Но это есть геометрическая прогрессія съ знаменателемъ 21-й; для сходимости 


91 
ея необходимо, чтобы знаменатель быль < 1, т. е. чтобы 21% или ак <1, т. е. 


> 1; во вефхь другихъ случаяхъ прогрессія расходится. По теоремъ Коши, и дан- 
ный рядъ будеть сходящимся при Е >> 1, п расходящимся при 2 < 1. Отсюда, напр., 
прямо видно, что изъ четырехъ рядовъ; 





т +. .., (3) а Ро НЕ не: (4) 


два Енев послдніе два—расходящіеся, между тъмъ какъ дал всћхъ 
Ши (иги) =1. и 

СомнЪв!е, оставляемое теоремою д'Аламбера, можно иногда разрфшать при по- 
мощи слБдующей теоремы. 


780. ТЕОРЕМА Дюгамвля. — Рядь Зи ии + Чы 

СЯ “2 

члены котораю постепенно уменьшаются, будетъ сходяшійся, если радъ 5== 
о а--...-№-.... сдодяиыйся, и, начиная сь нњкоторао члена, 
быы. 


: Маі 
отношеніе 2+" < 
СО т, 
Наоборотъ, первый рядъ будеть расходяшійся, если второй расходится, 1 


Т Ф 
отношенів +1 > 1+1, 


ия ИА 
141 0+1 
Въ самомъ лфлф, если рядъ 5’ сходитея, то изъ неравенства а га 
ъ в 
находимъ 
1 А 5, 
ааа < ааа 5 и к 
: 2, 0+1 9» 
отсюда 


144 и 


Иа < ба › Из < баз 
0а п+8 


Снжй 
У 





1, +2 ы ШИ р ША А И 3 24 +9 КГ 
Н аан И 5 Ы а ке 090107 гал, а 
+9 СІ 7» 1+3 1+2 0р 
СаЪдовательно 
Иж 
а р та 
+1 41-948 +: а= 0. (0.4 1 виз е 2133 = ), 
тъ 


& это значить, что остатокъ В, перваго ряда меньше произведеня остатка Е’, вто- 
1а я т / Р Я 7 ры 

раго на“. Если рядъ 5’ сходяшійся, то В’, стремится къ нулю, а потому изъ 
в 


послфдняго неравенства заключаемъ, что и В, стремптея къ нулю, и что слЪд. рядъ 
8 — сходящійси. 


ФА 
Если рядъ 5’ расходящійса, то условіе "а > о поведетъ къ неравенствамъ, 
т п 
а оть вышенашсанныхъ смысломъ; такпыъ образомъ, найдемъ, что 


К,> К... Но если 5' —– рядъ расходащійся, то остатокъ В’, не стремится въ нулю, 
5 радъ р 
ъ 


а потому и К, не стремится къ пулю; слфд. $ есть строка расходящаяся. Напр., 
для рада 





11.3 1.3.5 7.825: 0 
Те. СаПа х, Е 
Бата ата 67 Ет У 59 
МИСТЕ 
, _2п--1 т 
найдемъ, что и ТИ, = 2548 —- 5 ел. при й — 20 даеть 1. Но, срав- 


о 


нивая этотъ рядъ сь гармоническимъ, завБдомо расходящимея, для котораго стно- 





А п 1 2% 1 _п-1 
шен!е соотвћтствующихь членовъ есть ————-, находимъ: = =. ‚ а потому 
п 3 оп 7 т --2 


заключаемъ, что взятый рядъ — расходящійся. 


Ряды зпакоперемънные. 


781. Теорема, Лода знаки членовь чередуются (4, —, |, —,....) то 
рядь будета сходищійел, если съ нькотораю мьста члены сю пеопредъленно умень- 
знаются, приблиэкалеь къ нулю, т. е. єсан Шт и, == 0 при ъ= ОО, 

Вь самомъ дълБ, пусть съ опредъленнаго мфета п2=/, каждый членъ больше 
слЪдующаго за пимъ, т. е. 

к > 1 >> + > Шз" ор 
ш кром% того іт и, 0. Обозначимь буквами БК,, В, В.,.... величины: 
В, = 
В; — ив — (Ин на) 
Ву. (ир рад) — цы) 


Замфчая, что већ разности въ скобкахъ положительны, имфемъ 


к> Е Куа... (1) 
Съ другой стороны, положивъ 
Вии) 
В: — (и — 9а) - (на ез) 
Во — (п 01) 4 (а из) нь — з) 


ок 
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им%емъ: № < В ЗВ. еее... (2) 
Наконецъ, для неопредфленно возрастающаго т ` 

іт (Ви -— Вар) == отл =0. ель + + (8) 

Итакъ, если съ мЪста Е (съ котораго члены идутъ убывая) брать суммы нечет- 

наго числа членовъ, и суммы четнаго числа членовъ, то изъ (3) прямо слБдуетъ, что 

эти суммы Ви: п Б, приближаются въ нёкоторому общему предёлу В; причемъ 

суммы К, приближаются въ нему, постепенно уменьшаясь, суммы Во„ постепенно 

увеличиваясь. Затмъ, общій ихъ предлъ В, во-первыхъ, положителенъ, какъ не- 

посредетненно ясно изъ неравенствъ (2), а во-вторыхъ, будучи, въ силу неравен- 

ства (3), меньше каждой изъ величинъ В,, Вз, В; ‚ онъ представляетъ опре- 


Ҙэ 


дфленную конечную величину. Велёдствіе ур-нія Ё = іш Ви =Ни Б,„: 


тр ат 


а сл®д. при данныхъ условіяхъ рядъ ир 1, -Р.... еходящійсл, а потому схо- 
дится и первоначальный рядъ 


по 80-6 6 С 1) 0 40 С П) (и а на ыз) 


п теорема, доказана. 





Такъ, напр., рядъ га 4 З — 1 -- Е .... сходящ ся, а сумма его со- 
держится между слфлующими, болфе и болфе сближающимися числами 
1 
1 и 1— 9 
1 1 1 1 1 
ата НЕЕ 
1 1 1 1 1 1 1 
Е Е и 
и т. д. 


782. ТеорЕмА.— Дая сходимости ряда, въ которомъ знаки членовь мпияютсл 
то какому у100но закону, достаточно, чтобы рядь оставался сходящимся по пере- 


мън всъль знаковь на -|-. 


Въ самомъ дЪл, абсолютная величина суммы втораго ряда, очевидно, больше, 
нежели перваго, такъ какъ во второмъ всЪ члены положительны, а въ данномъ н$- 
которые изъ этихъ зленовъ отрицательны. Но, по условно, сумма втораго ряда ко- 
нечна, елд. и сумма даннаго конечна, т. е. данный рядъ — сходящійея. 

Олд. о сходимости даннаго ряда можно судить, примБняя къ производному ряду 
вышенайденные признаки сходимости дзя рядовъ съ положительными членами. 


783. Условная и безусловная сходимость. — Нерфдьо приходится встрћчаться 
съ такого рода мнніемъ, что предложеніе, имфющее силу для всяколо вонечнаго 
числа величинъ, должно оставаться вЪрнымъ и въ томъ случаф, когда число вели- 
чинъ дфлается безконечнымь. Первый, доказательно убБдившій въ несправедливости 
такого припцина, быль „Тежень-Дирикае (въ 1837 г.). Онъ ноказалъ, что предложеніе 
о неизм®няемостн суммы отъ перем$ны мфетъ сзагаемыхъ, вообше, невћрно для без- 
конечнаго числа слагаемыхъ. Примфръ его быль слёлующий. Возьмемъ рядъ 


О Е О О Ч 


и. З а Т 
Е Ш ТЕ (0 





и сгрупппруемъ его члены по четыре: 
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а бен 


і 


е 1 1 1 
е а таан 


гд общая труппа ость ®-ая. Такимъ образомъ сумма с равна сумм зпаченій, прл- 
нимаемыхъ 7-ою группою, если въ ней давать у всЪ цЪлыя значенія отъ 1 до Со, т. е. 


Р, 1 1 1 1 
—х = Е РС ЕЕ Е а в 4: < 
И (8 4—2 Т 4% 1 =) (9 








Зат$мъ въ сумм (1) переставимъ члены такъ, чтобы за двумя положительными елъ- 
довалъ отрицательный; получимъ рядъ 








1 1 1 1 1 1 1 1 1 
= | ЕЕ. 22 расе Ере ИЕ (7) 
а ТОТОН г (9 
и сгруппируемъ его члены по три: 
1 1 1 7/1 1 1 1 1 1 
ль та 


р (2+ 1—5) Ч 


гдћ общая группа есть и-эя. Сумму 5 можно сокращенно представить въ видъ 





о, р 1 1 
— те - 4 — а а? еа а Саг тарле са 7ч 
5 ив 4® —1 ж) (0) 


Наконецъ, сгруппировавъ члены ряда (1) по два, не измфняя ихъ порядка, 
лолучимъ 


ЕЕН Е Еве 


гла общая груша есть ъ-ая. Эту сумму можно представить въ видћ 


Вычитаніе дэетъ: 





(5 1_ То 2.) (Е 1 | 1 0 1 Іү 1 1 1 А 
4—3 4—1 9 41—33 4—9! 4п-—-1 4п! = (553—5): 


Если въ этомъ тождествЪ положить послфдовательно п:—1, 92, 3,... 
жить результаты и перейти къ предълу п — ОС, то получится 


К, 1 1 1 ко 1 1 1 1 
Б ТЕ т 4% — 1 = а“ 4% — 2 а 4-1 = 
Т9 1 1 
ате) 


3 
или 3—6 — т откуда и т. е. суммы 5 и $ различны. 


. 7%, ело- 








Отсюда вытекаетъ необходимость различать два рода сходящихея рядовъ: ряды 
условно-сходяищеся, котла сумма ихъ зависить отъ порядка членовь, и безусловно- 
стодямиеся, если сумма остается всегда одиваковою, какъ ни переставлять члену. 
А отсюда задача объ опредфлени признаковъ безусловной сходимости. 


Пусть будетъ С, сумма нкотораго я-членнато ряда: 


ПР. еее. ‚ (1) 
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п пусть предфль С, при поо будеть опредБлепная конечная величнна О, слёд. 


` О ще-а Рю 4 о 0) 


т. е. пмБется рядъ еходящйся. Узнать, будетъ-ли новый безконечный рядъ 


04-9 а еее еее: (3) 

’ отличающийся отъ первато только перестановкою членовъ, пмфть ту же сумму 0. 
Возьмемъ въ новомъ ряду р первыхъ членовъ п положимъ 

я Үр ЕН +. Я ера к (4) 

Можно взять р настолько большимъ, чтобы всф я членов суммы 0, содержа- 


лись въ сумм У’. „Кром того, пусть въ У} будеть еще р — 2. членовт, совокуп- 
ность которыхъ 


р 1 
21-9-4194. св 
будетъ имфть индексы 4, 7, 5, .... большіе п — 1. Поэтому 
ү—0,==%-4|-%----.... 


а слЪд. при неограниченномъ возрастаниг и и р 


Ви Ур б= іт (и, -р....). 
Чтобы рядъ 704 е --%--.... пмфль сумму С, должно быть: іт Ү,==0, 
а слЪд. должно быть 
Бю (ще, НР. о 0000... (0) 


Это п есть признакъ безусловной сходимости ряда (2). 


Можно найти другую форму такимъ путемъ. Если радъ (2) съ опредфлепнаго 
мета содержить только положительные члены, то можно 2 взять на столько боль- 
шимъ, чтобы въ ур-нін 


0,8, а а Ба 
справа находяниеся члены всф были положительны; сумма ии а--.... есть 
такъ называемый ослатокъ ряда и имфеть предБломъ нуль, ибо при тоо лЪвая 
часть обращается въ С — іт С, т. ©. въ ноль. 


Дале, что касается суммы и--",--...-, Число членовъ которой = р-- т, а 
каждый ивдексъ >п— 1, то какъ веБ члены положительны, имфемъ 
Оки, ей < 4-9,4 1-8 ро 
лд. при п пр приближающихся къ оо: 
Шт (мы, Ри... )=0; 
слфд. при взятомъ предположеши рядъ сходится безусловно. 


Когда первоначальный рядъ содержитъ члены, частію положптельные, частію 
отрицательные, и нфтъ такого мета, начиная съ хотораго шли бы члены одинако- 
ваго знака, къ такому ряду приведенныя заключенія неприложимы, и сходимость 
въ этомъ слүчаф возможна только условная. 


Но въ частномъ предположеніи, что рядъ остается сходящимся, если вмћето его 
членовъ взять ихъ абсолютныя зваченія, можно дале вестп изелБлованіе. Означая 
абсолютныя велечины членовъ скобками, пусть рядъ 


на)... 


будетъ сходящійся. По предыдущему 


ш Се: 10, 


т. е. абсолютное значеніе суммы „р и,-|-. - - . м. б. сдблано какъ угодно малымъ. 
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` 
РА 


Отсюда же прямо сл$дуетъ, что м, -|-м,. . . . также имфеть предбломъ нуль, а слёд. 
рядъ безусловно сходится. Отсюда 


784. ТкорЕМА ШЕЙБНЕРА. — Безконечный рядь сжодитея безусловно, если 
сохраняеть сходимость и тода, кода всъ члены ео замънимь чаъ абсолютными 
значенями. 


1 
Этимъ объясняется, почему рядъ = о е 5а .... оказался лишь 


условно сходящимся; въ самомъ дфлВ, рядъ изъ абсолютныхъ значеній его членовъ— 
расходящійея. 


785. Перемноженіе рядовъ. —Т корем л.— Если имтемь двп сходящіеся ряда. 


Сема ча Уеа. 
знакопостолнные, или знахоперемънные. но въ послъднемь случат тожіе, что оба. 


или, покрайией ларь, один», напр. С, остается сходящимся посль замњны — на |; 
то доказать, что троизведеніе СУ выражается безконечнымь рлдомъ 


ии... и. 
члены хотораго составляются по сльдующему закону: $ 

4 = 

169 == 4% + ТАСА 

аии | 4-8 

вообще 20 о, | оа 4: Чт 

т. е. что п-ый членъ произведеня равенъ суммњ троизведеній первыхъ п членовь ряда 
О на первые п чченовъ ряда У, взятыть въ обратномъ порядкъ. 


Доказать, что ОУ выражается безконечнымь рядомъ 0 -|-0-|-. · . · значить 
доказать, что ОУ есть пред®лъ, къ которому приближается сумма т членовъ: 


Уи ар... 
прп леограниченномъ возрастани т. Для этого составимъ развость между суммою №, 
п произведеніемъ двухъ суммъ 


Прыщи... и Үе 0584-6 46, 





т, % — 1 
тлф 0-4-9", причемъ: если м четное, то 7—9 5, ® При п ночетпомъ р ——.— 
п 1 теу 
а == - ав ` Ве$ члены произведеня СУ, содержатся въ сумм ҮҮ,, ибо въ про- 


паведеніп ОУ, пндекеы при м п о не больше р и 7. Вынеея въ У, за скобки 
т, 19,55 чы Можемъ эту сумму представить въ вид 


(4а ое еа) 
т. (0 4-9-4 - - аер ре су е) 


С ое ЗА е БРЕ 0 
чабаар. 
Составивъ произведеніе 17, У, и вынеся также за, скобки т, %%,.... имћемъ: 
Ср У (а Н.Н) (а 4-00) 66: 
Баба 0). 


Внычтя это пропзведеніе изъ У, находим: 
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Ж, 0,7, (00... о) 4а НН Но: Будаа 
ТЛ еа 1) м р-9(01 НН... 4-04) 4: Ч. 
При увеличен!и я до безконечности, неограниченно возрастаютъ и р и 9. Такъ 

какъ рядъ У сходящійея, то его общій членъ є, и суммы #,.--:-:--- --°,„, 
ба -К- адс 7 7 7 стремятся къ нулю; а суммы первыхъ членовъ: 0; -|- 0% -|- 
ер 1 будуть конечны. Подетавпвъ вмфето первыхъ суммъ положи- 
тельную безконечно-малую величину =, большую каждой изъ нихъ, а вторыя суммы 
замвивъ положительною величиною А, также большею каждой изъ нихъ, найдемъ, 
что вторая часть послёдняго равенства будеть меньше 





{ 
а(н -|- 15 РЕЯ 4 н) + Аа 1 РЫ НН и,). 
Но рядъ О еходящійея и, пд условію, не теряетъ сходимости и посл замфны 
его членовъ ихь абсолютными величинами, то сумма и; -|-%-[-. . . .-|- ир, будучи 


меньше суммы абсолютныхъ значепій своихъ членовь, будеть меньше нфжотораго ко- 
нечнаго положительнаго количества В, а остатокъ этого ряда и, + 1-0... фо ед 
лается менфе нфкоторой положит. безконечно-малой В. Итакъ, при достаточво-боль- 
шомъ 9% будеть 
У, —С,\. < Вх-|- АВ, 
т. е. наша разность м. б. слФлана какъ угодно малою; а потому въ предфлф, при 
п 00, На (Ж, — ЧУ) =0, или М = 0У. 
786. Задачи. 


Суммировать конечные ряды объ я членахъ: 
1. —123, 193 123, 123 123 123, 123 123 193 123,...... 











2. —1-+ 4а%-4- Эа -|- 1698 -|- 258 +...... | пда?"-?, 
3. — 14| 5а 41-1242 22а3-|- 85 4... ... 92039 — ти, 
4. — 1-5 9а-|- 25а -- 4902 4-. ..... 4 (2 — 1)?а"-1. 
5. —1-480-- 27а2-|-64а3--125а*4-..... . 4-а". 
6. —1-- 274-4 125а2 1 34303-1... .... 1. (2т — 1)3а"-1. 
= 1 2 3 4 т 
! 1 за Е ВЛАСА Бат 
8. —1.92--9.324-3.4%-...... 7 (п 1). 0°. (в —1 чл.) 
а ағ, ар аз аи 
9. 28. Е Е ЕЕЕ ране РЕР РИСНА Ама х 7 
17] + 7] 4 бд? Р 693 + ЕЕ ъд" (ю -|-1 чл.) 
10. С б й Е 
· Суммировать безконечный радъ 5 + Е КЕСЕ 


11. — Суммировать безконечное число безконечныхь прогрессій: 
р Ве 





ат”. 
1 1 1 
+ а. ва 587 ГИ 
р 1 
Пе ан ае 
а ел 
1 1 1 


Тан Кири е 


до безконечногти. 
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Опред$лить сходимость рядовъ: 


12. 1-р РЕ, р. РЭ 57 


ГД ри 2 — положительныя конечныя количества. 











ЕНА ИИ пуя 

14. ео а: п 5а р гант Я 
"т: | 5 3 

15. =. ааа га САРАЕ 


16. — (ао а-я... 
17. — 12-29. те: а 


1 1 
в + = +: 
ЕЕ 1--у4 
19. Первые члены нЪкотораго рада суть 1, 7 п 19; во забыть законъ ряда; 
извЪетно только, что общий членъ и, есть цфлая квадратная функція отъ т. Возета- 
новить рядъ и доказать, что сумма первыхъ я членовъ его равна #3. 








Распространеніе формулы бинома Ньютона для всякаго дЪйствитсльнаго показателя. — 
Остатокъ биномйальнаго ряда. — Приложенія. — Задачи. 


787. Формула возвышенія бинома въ степень, доказанная для показателя цБлаго 
положительнаго, можетъ быть распространена на какой угодно показатель. Замфтивъ, 
что (2-|- 5)" достаточно разсматривать только при неравныхъ о и б, потому-что при 
ас=0 эта степень приводится къ одночлену 27а”, преобразуемъ ее вынесеніемъ & 


Ы \ 0 ү" 2у" 
за скобки въ бином8 0-0; найдемъ (а4-0" [а (1-2) =а"(1+-.) == 


4 


Ь А 
а"(1-- а)", полагая — = 2. Вопросъ приводится такпмъ образомъ къ разложенію 
Г а 


(14-2)". 
Когда показатель 7% — число цфлое н положительное, мы имфли прй всякомъь х 
конечный рядъ 


И =1 тд -- ! пт 1), 0.1 с А 
1 == 


те“ то. ЫРУ 


4 с= 8 а ты ЕО, к... Дая, 


содержащій т--1 членовъ. Коэффиціенты при степеняхъ х представляли числа сочс- 





таній изъ т элементовъ по 1, по 2,..., по Е, .... Условившись обозначать эти 
числа буквою 20 съ индексами 1, 2, 3,...., т. е. 

т. (т — 1) е аа 

р 0) Зет с-(т),; А —(т);, вообще 


21 


— 418 — 


оаа ан — (и)... . . . (1) 
можемъ короче написать разложеніе въ форм: 
(142)" 14 (п) (т) (та-та От) ат .... (2) 


Спрашивается: если тт не есть цфлое положительное число, то можно-ли пред- 
ставить (1--х)” въ вид ряда, расположеннаго по восходящимъ степенямъ буквы =, 
съ коэффиціентами закова, выражаемаго формулою (1)? 


Здфсь прежде всего замъчаемъ, что коэффиціентъ 


СБ лай АЕ Савана. а А 
с2а ВЕ 


при 7 пцфломъ положительномъ можетъ обратиться въ нуль, велёдствіе чего рядъ (2) 
булетъ законченный. Но если т: — чнеле отрицательное или дробное, то число членовъ 
ряда будетъ безконечно. ДЪйствительно, при 7% отрицательномъ множители 7%, 7% — 1, 
т—9,.... числителя выраженія (т); будутъ идти увеличиваясь по абсолютної ве- 
личив%, и потому ни одинъ коэффищенть ряда не можетъ сдфлаться нулемъ. Когда 
т — дробь, то и вс множители 0—1, т — 2,.... будуть дроби, и не могутъ 
обратиться въ ноль: рядъ биноміальныхъ коэффиціентовъ будетъ безконеченъ. Ол%д., 
если только возможно разложеніе въ рядъ закона (2) бинома (1-|- 2)", гдъ т ве есть 
цфлое положительное число, то такой рядъ долженъ быть безконечный. Это замћчаніе 
заставляетъь формулировать нашу задазу окончательно такъ: безконечный рядъ, распо- 
ложенный по восходящимъ степенямъ буквы 2, съ коэффищентами закона (1), при м 
ве цБломъ п положительномъ, т. е. рядъ 


14-2 -- туха тух3 4...0... И ЕС 
можетъ-ли представлять разложен!е степени бинома (1--=)”? Для ршевія вопроса 
нужно найти сумму этого ряда; если окажется, что эта сумма (1-4 2)", вопросъ 
будеть рЪшенъ въ утвердительномъ смысл; еслн окажется, что сумма не равна 
(1-- =)", — въ отрицательномъ смысл. Но о суминровавін безконечнаго ряда рЪчь 
можетъ быть только тогда, когда мы напередъ знаемъ, что это-рядъ сходящійся; по- 
этому прежде всего необходимо опредфзить, при какихъ условінхъ рядъ (3) будеть 
сходящимся. Но изъ предыдущаго мы знаемъ, что (3) будетъ безусловно сходящимся 
рядомъ, если сходится рядъ, составленный изъ абсохютныхъ значевій его членовъ. 
Итакъ, нужно взять предзъ отношенія %,,12"+!: т,2% при п ОС. Им%Ђемъ: 


я т — п р т-|-1 
іт (а, аат : та" = Вт яда х= Ш {— ит” г}. 


При поо, при вефхъ конечныхъ значеніяхъ 28 и 2, второй членъ обращается 
въ ноль, и саъд, 


Пи {т.251 : тд" } =. 

Заключаемъ, что рядъ будетъ сходящимся, когда абсолютная величина —х б+- 
деть < 1, т. е. когда —1<х<--1, или, короче, когда 22 < 1; если же абсолют- 
ная величина количества (—2) бүдетъ >> 1, рядъ — расходящійся. При &—==1— 
сомнфн{е; рБшевія вопроса въ этомъ случа мы касаться не будемъ, въ виду ег: 
сложности. Итакъ, полагая — 1 < 2 < -|- 1, найдемъ сумму ряда (3). Обозначивъ эт 
сумму чрезъ 5„, гдф значекъ т показываетъ, что эта сумма завпситъ отъ п, пмћекз 

+ 
82—214 12 -- ты ть. ..... 


ПеремЪнивъ т на другое дЪЙствительное количество р, получимъ: 


Яр=1- рад рад раз. 8:079 
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Такъ какъ оба эти ряда сходятся безусловно при 21 < 1, то можно приложить 
къ нимъ теорему о перемноженін рядовъ; найдемъ: 


8.144 д (тт ро Нато... 
раа 41-Р 1-а)" | . В сена но аса (4) 


Докажемъ, что коэффищенты его составлены пзъ -]|--р по такому же закону, 
какъ коэффиціенты рядовъ В» и Бр составлены изъ э» п р. Во-первыхъ, такъ какъ 
т — т и рур, то тр ==т-|- р. Затмъ: 


тутыр, р" 0) ыр 1) = "уер тро) 





а 0 (и 0) --0—1), 
1.2 59 
а это есть ничто иное какъ (т-|- р). 
Чтобы доказать, что 


|, 40 т, әрә Ср рота +2, =(@®-р),„- е: 908 (5) 
допустимъ, что равенство (5) вфрно, и докажемъ, что слъдующій коэффященть есть " 
(т-р), л. Но этотъ слЬдующій коэффипіентъ есть 

та | т 1-7, 4084: Блу Ч рьл 4 т ьа 
Чтобы онъ быль равенъ (ж- р), .1, нужно, чтобы онъ представляль произведеніе 


т-р —т 


предыдущаго коэффищента, по допущенію, равваго (и -|- р),, ва — р Состав- 





ляемъ это произведеніе: 
тр—п 
ти тара тара тараа р) та) 


: т —п 
Члены этого произведеня имфютъ видъ тр +р 


һаа п-|-1 





‚ а это выражене 


можно представить въ форм 





тъ — 11 р+4-ћ—– т 
т . р . 2—————— ; 
Ра т-1 тә ГИА и 1 з 
эн — № р 
ие (у Эт но предетави" т (11-й) = ; 
но т, Е пал? 970 равенство можно представить въ вид эл, (т-—й т а (й--1); 


а на основаніи этого равенства имфемь 
ИЧ ие А") р (0—1). 


Сад. 
. т р— № п — № 1 ГА 1 
ш р Мае а ВОЯ р Е т р Ен А 
ТТИ п-- 1 ВР т-а. п 34-1 1 һал п- һр + 1. 
Полагая здЪсь послЪдовательно й 0, 1, 2, 3, ...., п, получимъ вс члены 


произведевін (6): 
1 
Раа Е тиф, . „1 


т 2 
-- ”, ил Е 25 ра * 1 


п — 1 3 
рад Ги р 1 | 28 р-а в 1 
п — 9 
80а прл аа 
п — 5 
Ч И + тә 03 . в! 


— 40 — 


п — 1 


+, ар: тте 28 · в! 


в 
+ ч ега ВА т.р" ал 


1 А 
4 т ты * 
Н эВ - п 5 и 1 -- 


Суммируя по діаговалямъ, имфемъ: 


Вал Ни р» -- тр, -- УВ 77-1 2 + т. + Та, 1; 
а это есть ни что иное, какъ (№-- ах 


Итакъ, допустивъ, что коэффицієнтъ при 2” есть (| р),, мы доказали, что 
слБдующій коэффиціентъ есть (љ-|-р),, 1. Но непосредственнымъ вычисленіемьъ мы 
убфдилиеь, что третій коэффиціентъ —= (т -|- 0),: сл., по довазанному, четвертый — 
(т -|- р)з, пятый (00-р), и т. д. Такимъ образомъ, ур-ніе (4) прпнимаетъ видъ 

81-4 (т ре 4- (т - ру (въ р)... Ни Ев... 
то-есть 

ртр в 1) (ж--р)(т--р—21)(0т--р—2) 

Н Бр Е 1.978 саб 

Вторая часть представллетъ рядъ, составленный но тому же закону, хакъ рады 


8 и 5р, еъ тою разницею, что выфсто т или р находится т -|- р; сл. рядъ этотъ 
мы можемъ обозначить тфмъ же знакомъ 5, но съ указалелемь т | р. Сл. 





р е не аа е 
Положивъ 00 р, пмБемъ: 
За Зв = әл, НИ [5,,]2— 55. 


Помноживъ обф частн на 5» п Е въ произвеленію 9›„.5» формулу (7). 
вифемъ 


[52] = З3т 
Продолжая такимъ же образомъ, получпмъ для какого угодно цфлато числа Ё: 
Еа == 5. 
Если теперь 22 есть положитезьная дробь = 1, гЬ 4 и ғ — цЬлыя положи- 
тельныя числа, то мы можемъ произвольное цфлое Ё взять равнымъ знаменателю г. 


п позучимъ 
7—8 
Б Ч ] = $. 
г 
Такъ какъ д есть цфлое положительное число, то 5, представляетъ, какъ извфетно. 
конечный рядъ, сумма котораго равна (1-2); а 
= т СРУ Я 
[№ | (14 2)"; 
1. 
извлекая изъ обфихь частей корень порядка г, пмћемъ 
8 г. 
5 К == (1 = т) 
г 
л 


этимъ п доказано, что (1 4 2)” разлагается въ безконечный рядъ того же закона. 
кавъ и при цфломъ показател%. 


— 421 — 


Если въ равенств (7) положимъ, что 2% есть `число отрицательное, цёлое или: 





дробное, и что р=- 9", то равенство это дастъ 
БА -8 - — ===. 
Но  —1: слёд. и 9».9„==1, откуда 
1 
Зы а_° 


—т 


Здфеь — т >> 0, а для этого случая доказать, что 8„=(1- 2)"; ел. 


% 1 Я 
"—=п-=з=а + 2)": 


этимъ формула бинома доказана для отрицательнаго показателя. 

Итакъ, мы доказали справедлавость формулы для всякато соизмфримаго показа- 
теля. Чтобы распространить это ур. на несоизмримое эт *), пусть будетъ р — со- 
измћримое число, безконечно къ нему близкое, и « безконечво-малая разность т— в. 
Формула (7) даетъ: 

Ви — Зра == Би . Ба. 
Но р — число соизмфрнмое, елёд. Зи =(1-- =)“; затмъ, формула (3) даетъ 
а еее. 
а — 1) — 2 
1-а {= Е сей И 200 ( о —2) р сс } Е 


ыы 
Рядъ въ а потому что отношен1е каждаго члена къ пре- 
дыдущему въ предълћ даетъ — х2, что по абсолютной величивв << 1; елд. сумма 
этого ряда есть яЪкоторая конечная величина А; а потому 


—=1-Н=А, и 8„=(@а- я) (14- А). 
По мр приближен1я р къ т, х приближается къ 0, елд. 14- А — къ 1, а 
вторая часть къ (1--2)”; а какъ эта часть всегда = $, то 


| —=(1- ж)". 
Итакъ, при всякомъ дЪйствительномъ %: 
Ст и... 
1.2.3 

причемъ, когда % — цфлое положительное число, х можетъ быть какою угодно дбй- 
отвительною величиною; если же т не есть цфлое положит. число, то должно 
быть — 1<4<1. 

Примьъчане. 1. Идея вышеизложеннаго доказательства общности формулы бинома 
Ньютона принадлежитъ Эйлеру; а усоверщенствованное доказательство — Комен. 

Примъчице 9. Теоркыл.— Одна и таже функия разлатается въ стодяшійся 
дядь, расположенный по иљлымъ положительнымь степенямь перемьиноло, единствен- 
зымь способомъ.—Въ самомъ дЪлф, пусть, если возможно, будутъ два различныя раз- 
дожен1я одной и той же функціи. 


% -- ва -- 4% --... а”... и Роя... НЫ. . 
сходящіяся то и другое при всфхъ значешяхъь 2, меньшихъ Х, по абс. зпачен!ю. 
Тахъ какъ, по усл., оба эти разложен1я должны имфть равные предфлы для всякаго 
2<.Х, то дзя этяхъ значений перем®ннаго должно быть 


(по — 5) 4 (0 — 0) -|- . 5 .4- (а, — В). д, 


2д% =, — разность остатковъ рядовъ, которая, какъ и эти остатки, д. б. безконечно 








е 


*) Опред%левіе степени съ несопзмЪримымъ показателемъ см. дале, $ 792, 
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малою при #9 == оо, при всяком» = < Х. Какъ бы велико ви было значене, взятое 
для п, всегда можно взять = настолько малымъ, чтобы совокупность члевовъ 
(а — 0,)=4-.. - .-|- (0, — 0,)а*% была какъ угодво мала, а отсюда слдуетъ, что 
а, — равно разности двухъ безк. малыхъ. Слъд., какъ а, — б, не зависить ни отъ 
п, ни отъ х, то оно строго равно нулю (на основан1и очевидной истины: постоянное, 
о которомъ можно доказать, что оно менфе всякой данной величины, есть ноль; ко- 
роче: постоянвая безконечво-малая есть ничто иное какъ ноль). Такимъ образомъ 
@ == 0, и равенство приводится къ 


а[( — 6) 4 (0 — В)... (а, — в 1] 6,5 
но чтобы первая часть была безконечно мала при всакомъ 2 < Х, необходимо, чтобы 
скобки были безк. малы, откуда, по предыдущему, заключаемъ, что а, — 0, == 0, т. е. 
а == 0,. Продолжая такимъ образомъ, убфдимся, что всЪ коэффиціевты равны каждый 
каждому. 

Лримњчаніе 8.—Эту теорему (служащую основанемъ способа неопредфл. коэф-въ 
для безконечныхъ строкъ) можно иримЪнять къ разложенію функцій въ безконечные 
степенвые ряды, но только въ такомъ случаЪ, когда напередъ м. б. доказано, что 
функщя способна разлагаться въ сходящійся степенной рядъ: въ противномъ случа% 
способъ этоть можетъ привести къ невърнымъ результатамъ, такъ какъ въ немъ не 
обращается вниманія на остатокъ ряда. Кром% того, по этому способу трудво быва- 
етъ №йти общую формулу для членовъ ряда. Въ виду этого какъ для бинома, такъ 
и для другихъ функцій у насъ указаны другіе, болфе строгіе, тріемы разложевія 
въ ряды. 

.788. Остатокъ биномтальнаго ряда. Разложимъ биноміальный рядъ на дв+ 
части, изъ которыхъ первая пусть содержитъ первые Ё чхеновъ, а вторая, которую 
мы назовемъ остаткомъ ряда и обозначимъ чрезъ В,, остальные члены. 

Итакъ, положимъ: 


(Ех) 14-24) т2з34... тла 4-Е... (0 


тдъ остатокъ Вх будетъ 
Ве та-же. 











дЪеь 
т(т— 1). (т — ин 
Е 
т(т — 1) . (т —–к4- 10)(% — 0) т—®. 
И а р ТЕ 
т(т—1)....(т—Ю. (т--0——1) (т). (6—1), 
ма га РВ =” Р) А 


Вынеся во всфхъ членахъ за скобки т, 2%, получимъ: 


== т — Е (т — к) (т 8 — 1) 7 
вети (1 геч рар +) с 


Различаемъ слЪдующіе случаи. 





1 случай: ољ — иљлое положительное число. — Понятно, что въ этомъ случа% 
Е < т, рядъ будетъ конечный объ (т-Г 1) членахъ, и если: 


1. 27> 0, то сумма въ скобкахъ (2) будеть больше нуля. Съ другой стороны. 
если во множителяхъ числителей коэффиціентовъ отбросимъ вычитаемыя, а во мно- 
жителяхъ зваменателей вторые члены, то всЪ гории, увеличатся, и ряль 
въ скобкахъ будетъ меньше 








2 
т т т 
1 —-ж- —-х =: ...... 
РР , 
а 4 А 
_". е. конечной геометрической прогресейи, которой звамеватель =-, а послБдній 
т 
_ тленъ (2) ; потому сумма ея — 
} 
т, т-к+1 
= (>; 
Б 
тх 
1: 
Такнмъ образомъ остатокъ В;, заключаясь между 0 и А 
т т-К+1 

‚— (т) 

туд; 5 Е 
1% 4 
Е 





1робь р; т. е. 


-авенъ произведенно послФдняго выражевія на нфкоторую положительную правильную 


аут 
а) 
(Г) В. —=в. т аа тада тд$ 0 <р<1. 

Је 

К 
2. а < 0. НЪкоторые члены будутъ положительные, другіе отрицательные; и если 
головимся абсолютную величину количества 2 обозначать знакомъ [2], то сумма въ 

кобкахъ (2) будеть содержаться между 


ан) а) 
ТаКЪ-чТо легко заключить, что въ этомъ случа 


1— [т 
Ў к в 
(П) Вус р. та. т —1 4р4 1, 


их 
у= ЕЯ 
т. е. р есть положит или отрицат. правильная дробь. 


Формулы (Г) и (П) можно соединить въ одну, одинаковаго вида съ послфдней, 
`амфтивъ только, что при 2 > 0 должно быть и р> 0. 


т-0+1 


тх 
Въ частномъ случа, когда = есть правильная дробь, будетъ и 
эпа +1 
1—[1] < 
троизведеніе этой правильной дроби на дробь р << 1 дастъ также правильную дробь; 
чазвавъ нослфднюю буквою в’, полузимъ для этого случая болфе простую формулу: 


6’. тк 


(1) В, — би гдф == 1 < р’ = -- 1. 
ва | 
Я здћеь также при 2 >> 0 будетъ р’ >> 0. 


2-й случай: т — дробное положилтельное число. — Биноміальный рядъ будетъ 
лезконечный и сходящійея при —1 < 2 < 4-1; тоже самое относится и къ ряду (9). 
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Возьмемъ произвольное цфлое положительное число [>> т, и раземотримъ опять два 
случая — положительваго и отрицат. х, пменно: х —-- 5, #=—&. 
Въ первомъ случа рядъ _ будетъ 
&— Е — т) - т -|- 1 
и, ее... а 
Вт (и 2)%-+ 9) 





во второмъ: 
к— т, (Е — т)(& —т--1 
41 дА (к 106-9) 





1+ 


Такъ какъ факторы 
к—т Е—тУ4-1 Што 
17 Е ’ ЕФЗ 
суть положительныя правильныя дроби, & также < 1, то въ обопхъ рядахъ каждый 
членъ больше е отсюда легко заключить, что сумма ряда (3) ғаключается 


, 


между 1 и 1— Ён потому положительна; также непосредственно видно, что 


т 


и сумма (4) положительна. Затёмъ, очевидно, что сумма перваго менфе суммы вто- 


раго, а эта послфдняя меньше 1-8 -| #2 8... .— в Вобразивъ между 
ё и 1 еще правильную дробь (5 << 1), имфемъ 
1 1 
1—& < 1— = 


: 1 
сумма каждаго изъ рядовъ (3) и (4) содержится между О и ү # 19970му ту и дру- 


гую можно представить подъ общимъ видомъ 22 гдБ р положит. прав. дроб». 
—.6. 


Итакъ, для остатка имёмъ формулу 


р тух" 


(У) В 


1 — 
въ которой: [2] << 1, &>т, 0 <р < 1, и [2] озвачаетъ абсолютную величину г. 








З-й случай: т — отрицательное число; пусть ют = — ^. Рядъ (2) при 22 0 
будетъ 
вл, 1 ета, 
= Е 58 —. о р (5. 
1 (+10 9) 
а при 2 < 0: 
ва, 4) -РА--1) е 
ё [5 оны “Ма во 1: (6+ 
Е ара 1 
Въ виду того, что Е при неограниченномъ возрастаніи @ приближается 
1 - 
ЕУ4-^ Е 
къ пред%лу =] ибо іт ЗЕ. Ё — іт —" =] и какъ &<1, то можно 
ута е" 
для Ё выбрать на столько большое значеніе, чтобы 
Сге 
На 


гдф е прав. дробь, лежащая между 5 п 1. Въ самомъ два, предыдущее неравенств” 
даетъ 





з это требованіе всегда м. б. выполнено. Какъ скоро для Ё выбрано такого рода 
значеніе, то тфмъ въ большей мфр справедливы будутъ неравенства 




















ЕЕ за я: 
>р вра» 
пли 
Т ие, .Ё «<: ®--А--2 ое 
ка +63 ОВА 
олфдовательно 
АЕ) асаа, ЧЫРАЕ ОЭ) а ира 
Ф045) вез) 
Суммы рядовъ (5) и (6) будутъ, слЪд., положительны н менфе 
пера... . 


п потому могутъ быть представлены подъ общимъ видомъ 7: и для остатка им*- 
Е —`# 


мъ выраженіе 
р. туб 


(0) ВР, 


—= 


‚__ [7%] —е 
тъ [2] <:<1, № ЕЕ 0<р<1. 


Это изслфдоване можно резюмировать такъ: 


Если та не есть цтълое положительное число т х? < 1, то остатокь Ньыюто- 
нова, ряда выражается обшею формулою 











Е 
0", 
1 —= 
т [2] <е<1, 0<р< 1; 
причемъ слъдуеть брать: Е т, есмь т положительно, т Ё > а, вели т 
отрицательно. 
789. Примљры. — Примфняя формулу бинома, найдем»: 
з 
= 3 8 1 8 
1. (1+ 2 — + 0 4 д — 23 соё аас . 
= 
1 
я 1 1 1.8 1.3.5 
(1+ 20—16 р 2 р к 
а ое 
Я | 
Е 3, 1.3.20 1.3.5.26 1.3.0.7. 48 
9 4 д а 010. И Ро о АЕ тей \ 
МЕША 9 { ря Ра да На бо 46 8.48] 


ит. П. 


790. Приложенія формулы бинома Ньютона. — Укажемъ нЪкоторыя приложенія 
формулы бинома. 


І. Извлеченіе корней.—Пусть дребуется извлечь корень порядка ғ изъ ифлаго чис- 
ла М. Разобьемъ М па дв части такъ, чтобы первая а” представляла точную 7-овую 
степень и была бы возможно больше по сравнен1ю съ другою частью $, которую въ 
этихъ видахъ можно брать п отрицательною. Всегда можно взять о” >> р. Получимъ: 
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1 
г 


1 
ар а +2) ==?) =ва+2 ‚ полагая — 








ђ — 
Р 
Примфняя формулу бинома, найдемъ 
РЕ 2 иас х СРР 
КЕЕ аа] 
1 
Напр. 3199 1254 4 — 5(1-- 15) з — 
1 4 2 4 \? 2.5 4 \3 
55-3 15—61) 13.6. Е а Бау | 
о, м-в -...... 
16 
= —— = 5,05333 3 
м5 теб 5,053333333 
ТЕ = . а. = м == 0,0005688889_ (= 
5,0527644444 
из = 5 . 25 по = наа и, = 0,0000101136 (У) 
ВИ 5, 0527745580 
8 4 64 
"н, == 19 125 "з == 3. 1000 13 == 0, 0000002158 (—) 


5,0527743499 ит. д. 


Вслфдствіе чередованія знаковъ искомый корень всегда заключается между двума 
смежными зваченіями. 


П. Рљшеніе уравненія ах? -- ъх-|- с 0, кода коэффищенть а весьма маль: — 
Взявъ формулу корней, можемъ ей дать видъ 
1 


=. ь _ О асу 5, Е. 
и и 


Когда корни уравненія дБйствительные неравные, мы имфемъь 62 — 4ас >> 0, от- 
с 
кула 5 < 1; но при а— весьма маломъ дробь эта будетъ весьма мала и получится 
быстро-сходящійся рядъ; а именно 
|, 1 /4ас 1/4ас\*° 1/4ас\3 
о 7087 - 
а (3) (ыы) вы) | 
ПІ. Раскрытие неопредъленностей. — Приводимъ прим%ры. 


у т 


бь? А 0 
1. Дробь таваа, гд$ т и н— какія угодно числа, обращается въ у при 


&-@а. Полагаемъ х=—а-- № и разлагаемъ числителя и знаменателя по восходящимъ 
степенямъ №; затЬмъ полагаемъ д —0; так. обр. паходимъ: 








= Е т 2а ани К М а) — ) — а”. СЕ — 
ака Саак «(1+ 0 а) о) | 
т(т — 1) 18 
в. _@ ты — 2 Э, ЕС 
а". ЫА һ 0—1) я Я , 


а 1.1 ах 
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й | 
Вс члены числителя н знаменателя содержать множителя --; совративъ на —- 
а а 
и положивъ й —0 (чтобы имфть величину дроби при 2 — а), находимъ, что већ члены 
т 
числителя п знаменателя, кром первыхъ, исчезаютъ, и получается ГЕ 


2. Дробь У? —Уа Буа 


уз 





== @ обращается ВЪ 9 при 2 == а. Положивъ а-—ж--й, 
даемъ ей видъ 
а ЕСОН С саасан а Са 0А 
Уй үа 4-һ Ув Мать 


сдфлавь приведеніе и раздфливъ числит. и знам. на У, имфемъ 











а 





| 1 
что при #й—0 обращается въ —. 
2а 

ІУ. Элементарный методъ Жоффруа для вывода рядовъ, служатшмиањ къ вычи- 
сленію П. 

1. Взявъ окружность радіуса В, = 1, проведемъ въ точкћ Е касательную, затмъ 
на окружности возьмемъ в'Бкоторую дугу АВ и проведемъ радіусы ОА, ОВ, продол- 
жене которыхъ пусть встр$чаеть касательпую въ )очкахъ С и П. Сраввимъ хорду 
АВ съ дугою АВ. Опустивъ изъ центра перпендикуляръ ОТ, ва АВ, возьмемъ отно- 
щеніе площадей треугольвиковъ ОАВ и ОСО, имфющихъ общій уголъ: 


ЛОАВ__ОА х ОВ__АВ х ОТ о какь 1, АВ 1 
л000 06 х 00 орх ов’ 00-66 хорхо 


Замфвивъ ОТ единицей, и ОЮ линіей ОС, мы уйеньшимъ вторую часть, и потому 





АВ 1 = АВ 1 
с 2 06 `` (1): Съ другой стороны ӧр < 00‘ (2). Довазательство нера- 
1 1 1 
венства (2) сводится къ доказательству, что 0670р. тої < бў? или 660701 < 05 А 
ИЛИ 65< 55: но, проведя АМ параллельно СО (пусть У есть точка нересъченія 
ОА _ ОМ 
АМ съ ОТ, а точка М съ ОВ), имфемъ: 06205’ а какъ ОА—1, и ОМ<ОУ< ОТ, 
о ЕА 06 этимъ неравенство (2) доказано. Итакъ 
06 0р: р Э 
1 
оо < 00% `` (8) 


Если положимъ, что АВ стремится къ нулю, то и СГ будеть приближаться къ 
. АВ 1 
нулю, и въ предълё: Шиа ср 01%’ ибо ОС и ОР сливаются въ предл. 
Если на касательной возьмемъ часть ЕР —1 и соединимь Р съ 0, то дуга 


п . 
ЕН • Для вычисления этой дуги, раздълимъ ЕР на я равныхъ частей и точки 


дленія Е, 0, С соединимь съ центромъ. Эти прямыя дадутъ на окружности вер-, 
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п 
шины неправильной ломаной, которой периметръ бухетъ приближаться къ = по м%р% 


увеличен1я я. Пусть будетъ АВ одна изъ сторовъ этой ломаной; соотвФтетвуюний 


А 


1 
элемептъ СП касательной — = По доказанному, мы имфемъ 


АВ 1 


А Д 5 2— 202. 
ср Зов: 7% 0081 ЕЮ 


Цусть р будетъ число дфленій отъ Е до р: сл. ЕЮ ==р. 1. Ср =; 


< —- , „Л 
АВ< = МИЕ пли о 


Итакт, периметръ Р вписанной ломаной меньше суммы дробей вида Ея , 
тлб р нужно измнять отъ 0 до ®— 1. Сл$д. 
1 1 1 1 1 
— к Е ор реа 
РЕ а ат я Рите» 
Въ предфлф, при! п— оо, Р сливается съ дугою ЕН, елд. 
1 1 1 1 
Рита ' = (5) 
Съ другой стороны, мы нашли, что 


АВ 1 
св 200 ' 





1: о (0) 
З т *[ 


та 002—1 ЕС2 1 ры РЈ, 


тё. 
= т А 
п (р + 1 
Взявъ сумму этихъ неравенствъ 0тъ р 0 до р-п — 1, найдемъ 


1 1 
Р атара агада О 


откуда 


Сближая неравенства (4) и (6), найдемъ два значенія для Р—одно по избытку, 


. 1 1 1 
другое ло недостатку. Эти два значевія разнятся на љ (= а. сл. оба 
1 я 


П 
они стремятся къ 4. Взявъ п достаточно большимъ, можно вычислить П съ желае- 


мою точностью. 
Формула (5) послужить намъ для разложешя П въ сходяшійся рядъ. Взявъ въ 


РЕ 1 
скобкахъ общій членъ о еа? ИЛИ (п% 4- р?)-1, разложимъ его по формулћ бинома: 


а р? 
1 у" 
8 у А 
т | р би т га ЕР мо 
Полагая лослЪдовательно р — 0, 1, 9, 3,...., п — 1, найдемъ: 
1_1 
та п? 
1 1 1 1 1 
О ОБИ Е 





1 1 3,31 88 





1 21 (6—1), (п 1) Сав ике о 
ий | (п — 1) т2 т^ тб 18 
Складывая по вертикальнымь столбцамъ, умножая ва п, и обозвачая суммы 
вторыхъ, четвертныхъ, .... степеней т —– 1 первыхъ цфлыхъ чисель знаками бо 
В: .... , Ваходимъ: 
п 8 
= ИИ 1—2 3 5 а .. С 
4 ( пг п5 м ) 
8 1 8 1 
По Шт =, На =“ ——, ит, д. Потом 
13 8 И 5 д у 
П 1 1 1 1 


—— 1 ыы а аат ЕЕ) 
4 3 с: 5 7 кт 9 
одинъ изъ рядовъ, которые даетъ интегральное иечислевіе. 


2. Взявъ четверть круга ОАВ,. положимъ, что радіусъ ОВ =—1. Раздфлимъ его 
на п равныхъ частей и изъ точекъ дфлен!я проведемъ параллели другому радіусу ОА. 


П 
Такимъ обр. дуга АВ == будетъ раздфлена на т нераввыхъ частей; хорды, какъ 
СП, стяғипвающія эти дуги, образуютъ вписанвую ломаную длины Р, предфломъ которой 
П . : 
при в — оо, будеть служить 5. Пусть ЕЕ будетъ дфлен!е радіуса ОВ, соотвътству- 


ющее дуг Ср. Проведя ОТ перпендикулярно къ хорд® СО, ІН перпендикулярно къ 
ОА, и СС лерпендикуляръ на ПЕ, найдемъ изъ подобныхъ треугольниковъ СПб и 














са оН 
ОТН, что О 01 ‚ Но СС = ЕЕ, елд. 
. ЕЕ ОН _ Е . 2 ЕЕ, 
Пт = — Ш от = т; ® 101041 іт Ср = Ша ғр’ 
р? 
Далћо: ЕЕ = ее 1 ; ЕЮ = у002 — ОЕ? = 1—5 если р означаеть чи- 
сло дБленій отъ 0 до Е. ме 
Ив Ор == -- г 5 іа сы = 
> 
іп 4/1 25 ур 
и 
Но а Р есть сумма элементовъ, такихъ какъ СО, сл. 
1 
Р.О = у 1 - 





т Ги" уе 


П : 
а какъ з = і Р, то 





СЕТО а ЮЕ ЧЕ. Е ОН 1 ИЕ: ПЕ 
р а Е о тЫ реле 


Взявъ общій членъ, имЪемъ 








Е 1 1 3 135 
1 Е 2 эо 9085 
——— = (в 40?) 2 — рі — р? 213-3 ріп $ В оо ао 
Ми — р? +1 рег егу ИЕТ 
1 13 135 





22490 























Полагая р 0), 1, 2, 8, ...., ®— 1, имфемъ отсюда: 
л 24 
вот 
1 13 135 
1 9 1 428 това 
Уз—1 № ее ты 1:8 тиа 123 мг 
1 1 3 18 5 
1 за зва ао а 
Ми? — 98 — 7 Е а из | 1.2.3 а 
1 13 15, 8 А 5 
1 2 (0—1) 22 (п—1)0, 2 @ © (п 1) 
е +22. + 
Па (0—1) а тз 1.2 18 1.2.3 тї 
Суммируя, найдемъ въ предл 
1 8 135 
п 22 5 24 8 8 
В 08 НЕ Зра Вы РОНЕ А 
2 Ы +3 РЕ 5 1.2.3 т | 
&, 
или, подставляя іш =. ‚.... о окончательно 
1.3 1 1.3.5 1 1.3.5.7 1 
5 =1 Д а 
+5. ая $ Рае та 8 э+ 
другой рядъ, предлагаемый въ курсахъ интеграловъ, 
791. Задачи. 
1. Вычислить: \/103; 565; 4/260; 59/260; {/108. 
а 1 1 1 
7 57 г 8 т 
2. Разложить: (3—6) ; (42—1) ; (22 С о 
2 4 
1 з аг. н Я К БЕ 
—; (24-22%) °; (2а. ее: : 
(а — 23) 
З. Показать, что общий членъ разложенія (с -- а)" есть 
т.т. т(т аа Е о. атаач), 


4. Показать, что общій члень (1 — а)" есть 


т тт | 1)... (т 4 — 1) т (тт), 
мы — 1: Жо 





р 
5. Показать, что общій члевъ разложения (д-Р- а)! есть 
ИЯ 


Флаер ду р(р — 0 25 г 6 О 





6. Найти обшіе члены разложеній: 


1 1 
— 4 = 22у 1 


аә); 048) (1а) 3 0—9) (1а)? пер а-®. 


х 


— 481 — 


т р р в 


и) ?; а @—3) 49 е0". 


Тер, 
7. Приложить формулу бинома въ рфшеню ур-ній 20 80, $ 481. 





8. Найти истинное значеніе неопредћленностей: 


Ма 4 а: - 22 — Май — ах 23 




















а) ване Е при #=0; 
Ма =— Ма — = " 
3 
11а \/2а 12 — а#)° 4-2 —а 
5) уе — уда. при #— а; с) Са прп 2-а; 
Ма 2х — За (14-2 — а) —1 
а" 2 руи 
а) —————- при 22-0; с) са Та при 220; 
а — үа" — а" а — 2025 — ая 
од? 2 9 9; жа г 
Г) үа + 22% - 2 уак при 2 = 0; 9) + а уз при 22а. 
= —& а — уаз 


ГЛАВА Е МІТІ. 


Изолдованіе свойствъ показательной фунеціи. — Общія свойства логариемовъ. — Си- 
стемы логариемовъ. — Условія соизмЪримости логариемовъ.—Приложен!е къ десятич- 
нымъ логариемамъ, 


Изелћдованіе свойствъ показательной функціи. 


792. Опредфлене. Функція а”, ГДЪ а количество постоянное, а 2 — пере- 
мфиное, называется показательной функціей. Изелбдован!е свойствъ этой Функ- 
цін служитъ основапіемъ теори логариемовъ. 

Докажемъ, что если а > 0, то Функція непрерывна на всемъ протяженія 
дЪйетвительныхъ значеній 2, соизмъримыхъ или несоизмримыхъ, положитель- 
ныхъ или отрицательныхъ. Изелфдоваше это подраздфлаемъь на дв части: 
а> 1 и а<1. 


793. ТЕОРЕМА. Если а> 1, функція а” возрастает» непрерывно 
отз 0 до -|- со, кода х возрастаетз непрерывно отз — оо до +- оо. 


Г. Во-первыхъ, пусть х измфняется отъ — оо до -- оо, получая соизнљ- 
римыя значения. 


1) Если эти значепія будуть цфлыя и положительныя, то въ лемм% Г, 
$ 764, уже доказано, что еслв > т, то и а" > а”. 


А А 
2) Пусть 2: получаетъ соизмфримыя дробныя значенія т и 7 ‚ и пусть 

а а! 

- > ту Отеюда: а8’> «В, и такъ какъ это — числа цлыя, то шо предыду- 


В 
щему: 4“ 2> а”Р. Извлекая изъ объихъ частей корень порядка 88’, мы не на- 





> 





























2.1 


а а’ 


 ОШИНесНАЦ с а —— —- 
рушимъ смысла неравенства, а потому Рав” > Ады, или аВ > а?, 
что и требовалось доказать. 
3) Дадимъ показателю х отрицательныя значевія, цфлыя или дробныя; 
пусть —т> — п, г ти т положительны. Изъ неравенства имфемъ: 7и < м; 
а слъд. а"<а"; раздфливъ 0бф части на положит. количество а". а", находимъ: 


‚ или 2" <0"%: 





то же заключене. 


П. Наконецъ, дадимъ д-су несоизмюримыя значепія, п прежде всего ойрс- 

дљљимъ, что слфдуеть разумфть подъ степенью съ несоизмЪримымъ показате- 
Е 

лемъ; напр., что означаетъ а ? 


Возьмемъ рядъ приближеній къ /3, по недостатку и по избытку, точныхъ 


оа 1. 
д0 10’ 100° 10007" `‘° ° 10"; 1011чимъ два ряда 

ТУ 1,73 1,732 то 

1,8 1,74 1,733 а, 


общимъ предъломъ которыхъ, по опредъленію, служить /3. 
Затъмъ напишемъ два ряда степеней а съ этими показателями: 


х 


ый ал178 ау732 г ел (1) 
ар 
ал 8 а"? ал138 Е? а) 


Такъ какъ эти показатели сопзифримы, то, по вышедоказанному, степени 
(1) идутъ возрастая; но существуелъ безчисленное множество состояній величины, 
какихъ эти количества не могутъ достигнуть и превзойти: таковы, наор., с0- 
отвфтотвующя имъ числа ряда (2). Необходимо заключить, что числа (1) стре- 
мятея къ нЪкоторому пред®лу 1. Подобвымъ же образомъ убъждаемся, что числа 
ряда (2) стремятся, уменьшаясь, къ нъкоторому предълу Г’. Легко видЪть, что 
оба эти предфла равны, ибо разность 
ва. д6 
ЛО 210% 
стремится къ нулю, когда 2 приближается къ безконечности. ДЪЙствительно, 
эта разность == 


& 1 24 \ 
Т тоҷ 10", - 
а а а" а) ь 
10% = 
но мы доказали, что предъломъ для `· уа служить 1; слъд. разоматриваемая 


& 
разность им%етъ предфломъ ноль, ибо множитель 210° 
меньше а”). 


конеченъ (онъ, напр., 


Этотъ общій предфль рядовъ (1) и (2) и предетавляють, по опредвленио, 


Въ Вад а\ . Итакъ: 

Степень съ несоизмъримымь показателемь Ш опт? положительно числа 
а есть предълъ, къ которому стремятся степени этою числа, коихь пока- 
затель стремится къ п, увеличиваясь или уменъшалясь. 


Докажемъ теперь, что большему несоизмфримому показателю (при «>> 1) 
соотвътствуетъ и большая степень; напр. 














аб. > ди е 
Въ самомъ дъа, если К п а суть приближешя къ ү2 и \/З, точныя 
до 5 по недостатку, т0: 
В ВЕ. 
Олъд., по предыдущему: 
а В+1 


аї0" < а 10°, 


а потому и предлы, которые не равны, не равны въ томъ же порядкЪ, ибо 
этотъ порядокъ не изиъняетоя, когда ® неограниченно возрастаетъ. 


Ш. Измњненія функцій а" непрерывны на всемъ протяженіи излмњненій х. 

Дадимъ конечному 2, въкоторое приращеніе #, и докажемъ, что если это 
приращен!е будетъ неограниченно приближаться къ нулю, то и приращеніе / 
Фунхщи у, будетъ также неограниченно приближаться къ нулю. Въ самомь дъл%: 

ум, 0 Баа", 

ел. Е — ай — а — 46 (а — 1). 
аз — величина конечная; остается доказать, что № можно взять настолько близ- 
кимъ къ нулю, что а? будеть какъ угодно близко къ 1, т. е. что а? стремится 
къ предълу 1. 

Пусть #>0; всегда можно найти такое цЪлов положительное число о, чтобы 


< <а-а 


ибо х есть частное, точное до 1 отъ раздфленя 1:%, и это частное будетъ 
неограниченно возрастать по мъръ того, какъ # будетъ приближаться къ нулю. 
Йзъ предыдущаго неравенства е 
41 т <} < 
откуда, по вышедоказанному: 
1 Ж 
ат1 ай За“. 


: 1 

Но крайнія количества — то же, что Р и а; а эти корни, въ силу леммы Ш 

$ 766, имвютъ общимъ предфломъ единицу, когда х неограниченно возрастает; 
28 
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а олд. иа", то теор. $ 197, имветъ тоть же предълъ, т. е. 1, когда № стремится 
къ нулю. Заключаемъ, что въ гормулЪ для / второй множитель стремится 


къ 0, а хл. и ^ приближается къ тому же предфлу, по мЪр® приближевія № 
къ нулю. 


ІҮ. Асада х приближается къ оо, то и а" стремится къ оо. 
ЕА 


Это предложевіе было уже доказано въ лемм% 1, $ 764, для показателя 
ц%лаго. Пусть теперь показатель и есть число дробное или несоизм%римов; это 


число будетъ заключаться между двумя послФдовательными цфлыми числами 
рир-|-1, такъ что 


оа" < аі. 
Но, по упомянутой лемм%, а” и а”*! стремятся къ оо, когда р приближается 
къ оо, елд. и а” стремитея къ оо, когда зи неограниченно возрастаеть. 


Итакъ: а”, при а>1, есть функція непрерывная, возрастающая отъ 
0 00 -|- со, когда х возрастаеть оть — со до —- оо. 


Этотъ результать можно представить въ Форм слдующей таблицы: 








Таблица А. 
не оке ое ое еее 
у 0 ....<....1....<. оо 
——ы—————— М—— > —————/ 
1 2 
аа: ЗД Изображая изм%ненія у ординатами 
С кривой, найдемъ кривую, которой ол” слу- 
Яя Ё ! жить асепмототою, а ординаты растутъ 
Ре | неограниченно. Әта кривая перескаетъ 
і | | ось у въ такой точк® А, для которой 0А1. 
а а 0, ў Соотвфтетвенно абециссв ОВ==1 имфемъ 
Черт. 110 правая 
у= ВС — а. 


793. ТЕОРЕМА. — Бели 0 <а<1, то при непрерывном» измњ- 


нени х отз — со дө | оо, функція а’ непрерывно уменьшается отъ 
Ноо до 0. 


|= 


Въ самомъ дЪлЪ, когда о < 1, то можно положить «==, ГВ @>1; 


ЕУ 


Ў 
1 

елд. а= ( 2) т е? Если будемъ здфеь увеличивать х 0тъ — оо до -- оо, 

то, по предыдущей теоремъ, а” будетъ увеличиваться отъ 0 до -- оо, а елд. 

1 1 

== будеть уменьшаться отъ ту Д0 2. т. е. отъ оо до 0. Что и зАБеь изи%- 


нения Фунецін а” непрерывны—это непосредственно вытекает» изъ предыдущаго. 
Таблица изм%неній будет слёдующая: 
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Таблица В. Е" 
х | — Фо. м Ора о яа 58 
у— а" | -|- оо о ии 10 
—`— ——-ы——— 
1 2 
И 
Эти измненія наглядно изобра - \ 
жены измфневями ординатъ кривой, 
для которой положительное направлс- 
ше 02 оси абецисеъ служитъ ассимп- 
тотою. 
х 9 арене 6 
| Черт, 111. 


Логариемы. 


794. Опредфлене. ИмЪя ур-ніе у—а”, можно предложить себъ три вопроса: 

1. По даннымъ: основан!ю а и показателю х вычислить степень а" или у. 
Дъйств!е это называется возвышенемъ въ степень. 

2. По даннымъ: степени у и ея показателю 2х найти основан!е а. Дёйстве 
это есть извлечен!е корня и выражается знакоположеніемъ: а үу. 

3. По даннымъ: семени или числу у и основанію а найти показателя =. 
Показатель х называется л0зариомомь числа у при основами о. Итакъ: 
лопориөмомъ даннало числа назысается показатель степени. въ ксторую 
нужно возвысить основаніе, чтобы получить данное число. 

Слово логариемъ обозначается знакомъ 102; такимъ образомъ, чтобы пока: 
зать, что х есть логарвемъ числа у при основан а, пишутъ: 2:105, у 
Напр. 109, 8—3, потому что’ 22 8; 105, 12=—2, ибо з= = ит. п. 

795. Выборъ основаня. Главное значеше логариемовъ заключается въ томъ, 
что они служатъ могущественнымъ средствомъ для облегченія вычисденій. Но 
чтобы они могли служить для этой цфли, необходимо имфть для веъхъ поло- 
жительныхъ чиселъ дЪйствительные логариемы. Этому требованию удовлетво- 
ряетъ не велкое основане. И прежде всего легко видфть, что отрицательноло 
числа нельзя брать за основаніе лозариемовъ, ибо при такомъ основанія не 
для већхъ положительныхъ чисель получатся дЪйствительные логариемы. Такъ, 
үр: нію (—2)°==8 нельзя удовлетворить никакимъ дЪЙствительнымъ значеніемъ 2. 

ЗатЪмъ, 0 не м. б. принятъ за основаніе логариемовъ; потому что вторая 


часть Ур- Вія 0—9 при положительномъ х веегда даетъ ноль; при =—=0, 
—— ()°— 0" т 9: 0 2 
у= Бе 5 9 ‚т. 6. представляетъ неопредъленность; а при отри- 


1 1 
цательномъ значеніи 0, положивъ х=—т, получаемъ 3 у—0 == то == = ОС. 


28* 
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Такимъ образомъ, различныя степени нуля не воспроизводять всевозможных 
положительныхъ чиселъ. 

Обращаясь къ положительнымъ числамъ, замфчаемъ, что единица не м. б. 
принята за основане логариемовъ, потому что различныя степени единицы 
равны 1. 

Взявъ за основаніе число, большее или меньшее 1, и возвышая его во все в0з- 
можныя дЪйствительныя степени 0тъ — со до - оо, мы, какъ видно изъ таб- 
лицъ Аи В, $5 792 и 793, получимъ всевозможныя положительныя числа отъ 
0 до -|- со, такъ что въ этихъ случаяхъ всякое положительное число имфетъ дфй- 
ствительный хогариемъ. Итакъ: за основаніе лозариемовь только и можно 
брать положительныя числа, болъшія или менъшія 1. 


796. Свойства логариемовъ при основаніи большемъ 1. — 1. Всякое поло- 
жительное число имњетъ дъйствительный лоариемь, и только одинъ. При 
изслфдованш Функщи у = а” (ем. таблицу А) мы видфли, что если измЪнять 2 
оть — оо до -|- оо, то у непрерывно возрастаетъ отъ 0 до -|- со. Возьмемъ 
въ этой строкЪ значеній у-ка какое ниб. число у’; Функція у (или 0"), будучи 
непрерывна и измняясь чрезъ всю область положительныхъ чиселъ, пройдетъ, 
покрайней мър%, разъ и чрезъ значеніе у’, при нъкоторомъ значени х’ пере- 
мЪннаго 2; но Функція эта постоянно возрастаетъ, и потому только одинъ разь 
пройдетъ чрезъ это значеніе у’. Это наглядно обваруживаетъ и кривая у=а” 
(черт. 110); въ самомъ д®лъ, пусть у = ОМ; проведя параллель МР оси 02, 
замфчаемъ, что она встрътитъ кривую только въ одной точе; логариемъ числа 
у’ будетъ абсцисса 00 точки встрћъчи Р. 

Итакъ: всякое положительное число имфетъ дЪйствительный логариемъ, и 
только одинъ. Высшая алгебра показываетъ, что кромф одного дёйствительнаго 
логариема всякое положительное число имфетъ безчисленное множество инимыхь 
логариемовъ. 

92. Отрицательныя числа не имъють дъйствительныть лоариөмовъ. 
Дъйетвительно, на всемъ протяженш строки чиселъ (таблица А) въ ней нахо- 
дятся одни положительныя числа. 

3. Лозариемы чиселъ, большихь 1, положительны; въ самомъ дЪлЪ числамъ 
отъ 1 до -- со строки у соотвфтетвують въ строкъ х числа отъ 0 до -- оо. 

4. Лозариемы чисель, меньшихь 1, отрицательни; и въ самомъ дълф, 
числамъ отъ 0 до 1 таблицы А соотвфтетвують въ строк логариемовъ значенія 
оть — оо Д0 0. 

5. Лориемь нуля равень — оо. 

6. Лозариемь единицы равень нулю. 

7. Лозариемь основанля равенъ единиц. 

8. Лоариөмь -- ОО равень -|- оо. 


797. Свойства логариемовъ при основаніи меньшемъ 1. — Подобно преды- 
дущему, изучен!е таблицы В прямо даетъ слФдуюнщие результаты: 

1. Всякое положительное число импеть дъйствительный лиариемь, и 
только одинъ. 

2. Лоариемы чиселъ, болъшилъ 1, отрицательны, а чисель меньшить 
единицы — положительны. 
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3. Лоариөмь основанія равень единиц. 

4. Лозариемь единицы равень нулю. 

5. Лозариемь нуля равень -|- со. 

6. Лозариемь -- оо равень — оо. 

7. Отрицательныя числа не имњютъ дъйствительныхь лоариемовь. 


780. Теоремы, на которыхъ основано употребленіе логариемовъ въ вычи- 


сленіяхъ. 

І. Лозариемь троизведенія равенъ суммь лозариемовь производителей. 
Пусть имфемъ числа №, №, №, инфющя логариемами: 2, 2’, 2” при одномъ 
и томъ же основан а. 

Зависимость между числами и ихъ логариемами выражается уравненіями · 


ея Ш И. 9) М) 
Перемноживъ эти уравненія, получаемъ 
ХММ” = ае 
изъ котораго видно, что 2 -|- 2 -|- 2 есть логариемъ числа ХММ”: 
№ (ХММ) =2- у’ 
но изъ данныхъ ур-ній имфемъ: х=1 №, 2—1 №, 2" =:15№”; подстановка 
въ предыдущее ур-н1е даетъ, такимъ образомъ: 
Іа (МММ) = 16 И МУ 15", 
и теорема доказана. 
П. Лоариөмь частнаю равень лозариему дълимаю безъ љозариөма дњљи- 
теля. —Разд%ливъ ур-н1е (1) на (2), имфемъ: 
Х а? 


2—17 
с асаана ноте А 
м’ а?! Ы] 


откуда, по опредъленію логариема: 
] Х Санын Т ДЕНЕН, г 7 
(о) 2—2 ==18 К — №№. 
Если № == 1, то 16 №0, и предыдущее. равенство даетъ: 
1 
т. е. лоариеомь дроби, импющей числиителемь 1, равенъ отрицательному ло- 
зариему знаменателя. 

Ш. Лозариемь степени съ какимь уюдно показателемь равен» произведе- 
нію показателя на лоюриемь возвышаемоло числа. — Возвысивъ 06% части 
үр-нія (1) въ степень т, имфемъ 

№ = (а°)" = а", откуда 105 (№) =т2=т.18 М, 
и теорема доказана. 
ІҮ. Лозариемь корня равень лориему подкоренноло числа, раздюленному 


на показателя корня. — Изваекая изъ обфихъ частей ур-шя (1) корень по- 


рядка р, имћемъ: 
РА 


У уа = а?, откуда в = =“. 
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Эта теоремы даютъ возможность значительно облегчать выполнен!е боле 
трудныхъ ариометическихь дЪйств. Для этого должны: быть построены таб- 
лицы, еодержащія логариемы чиселъ. Имфя такія таблицы, и зная, что лога- 
рлөмъ произведенія равенъ суммЪ логариемовъ производителей, мы можемъ 
умноженіе чиселъ свести на простъйшее двйствіе — сложевіе ихъ логариемовъ: 
такимъ образомъ мы опредфлимъ 105 произведенія, а для отысканія самаго про- 
пзведенія останется взять изъ таблоцъ число, соотвЪтетвующее найденному л0- 
гариему. Д%леніе часелъ, при помощи теоремы П, сводится къ простъйшему 
дъйетвію —вычитан!я логариемовъ; возвышене въ степень, при помощи теор. И, 
приводатся къ умноженю, а извлечепіе корня, по теор. [\, къ дЪленію. Однимъ 
словомъ, при помощи логариемовъ, дЪйстыя высшаго порядка надъ числами 
приводятся къ дБйствіямъ нисшаго порядка надъ ихъ логариемами. 

ГА 


799. ТЕОРЕМА. — Голи числа составзяютъ прозрессю звометри- 
ческую, то ихъ лоариемы составятзь прогресс ариеметическую. 


Пусть имфемъ геометрическую прогресею 
+ атауга: а... аг. 
Взявъ логариомъ каждаго члена, нмфемъ: 
16 а; 1580-4-15 0; ва--20; ва--3180....; ат 15а: 
а это есть рядъ, составляющій ариеметическую прогресеію съ разностью, рав- 
ною 18 0. | 


Свойство это было взято Неперомь за исходный пунктъ въ теоріи ло- 
гариемовъ. 


800. Если надъ данными количествами, входящими въ составъ выраженя, 
подлежащаго вычислению, указаны только дЪйетвія дфленя, умноженія, возве- 


дешя въ степень п извлеченія корня, то такое выражене м. б. вычислено 
съ помощію логариемовъ. Пусть напр. 


аб х \/с%. 
Д а 
02 х Уаз 
ПрихЪняя теоремы о логариемЪ дроби и т. д., послЪдовательно нолучаемъ: 
Іа 215 [48 Х үс — 16 10% х У] 
==16 а 4-16 уе — (16 04-15 ү) 
=6 18 45. 16 0—2 16 0—08 16 05 № Р), 


Такимъ образомъ 19 х будетъ извфетенъ; а по 15 х опредфлится и соотвЪт- 
ствующее число, какъ скоро будуть даны численныя значеня а, 0, с, Чи /. 
Дъйствіе, пмфющее цълью составлен выраженія для логариема по данному 
выраженію для числа называется логариемированіемь. 
Обратно, по данному выраженію логариема можно составить выраженіе для 
соотвЪтотвующаго числа, пользуясь тфми же теоремами. Пусть напр., дано 
3 


= 18 (404-18 (0—0) - в (фу 18 (1-99). 
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Послфдовательно имфемь: 


в а= в (аа а) — у ва) 
3 6 1 
= 18 (“ме 09) — = 16 (14-99) 

а 


ви — 2 18 (1 аз) = 18 ии в 41а 
Н Ма — 98 


э мя 

801. Системы логазиемовъ. — Очевидно, что одно и тоже число имфетъ 
сколько угодно логариомовъ, если брать разлизныя основанія; но о’нощенас 
лоариөмовъ одноо и тою же числа при двухъ различныхь основаніять оди- 
наково для всъдъ чисель. Въ самомъ дЪлф, пусть число № при основаніяхъ а 
и 0 имћетъ логариемы х и В, т. е. 


№=а*, №00, откуда а=. 


Взявъ логариемы отъ обфихъ частей по основанію а, и замЪчая, что 


105 а=1, имфемъ: 
А 


р 105 № 
а= В.108.0, откуда в =108, ИЛИ юз = 84. 


т, е. отношене логариемовъ числа № по основаніямъ а и 6 равно постоянной 
величин» | 5. 


Изъ послёдняго равенства получаехъ 
‹ 1 
16,0 = (1,Х) х У, 


т. 6. сесли построена таблица лозариемовь при основанзи а, то изъ нея леко 
вывести лозариемы по друюму основанію В: стоить только старые лоарнемы 


1 м 
помножить на дрэбь їр? Равную единицњ, дъленной на 109 новало осно- 
оа 


ванїя, взятый по старому. Этотъ постоянный множитель называется модулемь 
перехода отъ старой системы къ новой. 


Изобрьтатель логариемовъ, Неперь, взядъ за основаніе построенной имъ 
системы несоизмъримое число, равное приблизительно 2,715281828459045.... 
Это число обыкновенно обозначаютъ буквою е; а самые логариемы называютъ 
неперовыми, или натуральными, или зиперболическими; они имфютъ важное 
зпаченіе въ высшемъ анализ. Но для практическихъ вычисленій они не удоб- 
ны; поэтому уже самъ Нелеръ посовтовалъ своему современнику Брииу вычис- 
лить новые логариемы, принявъ за оспованіе число 10. Этими послфдвими д0- 
гариемами и пользуются обыкновенно для практическихъ вычисленій, и назы- 
ваютъ обыкновенными, или десятичными догариемами. 


802. Условія соизибримости логариемовъ. — Замътивъ, что всякое число 
можно представить въ видЪ произведенія степеней его первоначальныхъ множи- 
телей, опред%лимъ условія, при которыхъ логариемъ даннаго числа № будетъ 
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сонзыфримымь числомъ, ограпичивалсь разсмотрьшемь случая, когда основанів 
цфлое положительное число. 
1. Требуется опредфлить условя, при которыхъ цфлое число № имЪетъ со- 


т а А 
нзафримый логариөмъ =, т. е. шри какихь услошяхь возможно равенство 


Ха", или, по возвышевін обБихъ частей въ п-ую степень, равенство 
О О 


Пусть основаше а разлагается па первоначальные множители а, В, ү ©0- 
отвЪтетвенно въ етепеняхъ ж, 5, #, такъ-что а а'8'ү; равенство (1) будетъ 


о зо о) 


Такъ какъ вторая часть его дълится на 2, Ви 7, 10 и первая должна 
длиться на тЪже числа, ина вышло бы, что дробь равиа `цфлому. Сверхъ 
того, № не можеть содержать другихъ нервопачальныхь множителей, кромЪ 2, 
Вит, по той причи. Олд. должно положить Ма" Вч. Ур. (2) при- 
мегь вадъ: 

о" Ву УА Е үх“. 


Чтобы это хравенегаб было возможно, необходимо, чтобы быдло ту, == т; 


0-58 і 
15; —75; пі, = ті, откуда === 2; Заключаемъг чтобы цтьлое число М 
1 1 1 А 


при цњломь основаніи а имъло соизмњримый лоариемь, необходимо, чтобы 
а ч Х состояли изъ одинаковых терзоначальнылъ множителей, и что-бы 
показатели этиль множителей были пропођиціональны между собою. 


2. Пусть дана неправильная дробь 5 тдЪ с> 4. Пусть логариемъ (въ 


данномъ случа — положительный) будетъ == солзмЪримой дроби =: имћемъ: 
394 с и“. 
а ==, шш а=, 


Но »-ая степень несократимой дроби = есть также дробь несократимая, и 


саъд. не можеть равняться цфлому числу а": допущеніё невозможно, а потому 
заключаемъ; при цљломь основании неправилькая дробь не чре имтъть 
соизмњримало љллариөма. 
с 
3. Пусть, наковецъ, данное число есть дробь правильная д? ХАБ 6л%Д0- 
вательво с< 4. При а> 1 аогариемы раа дробей отрицательны; тъ 


этоть отрицательный логариохъ есть — 5. Въ такомъ случа 


т 


а "0, овуда а=“. 
УЕ Е. уд т 
Такъ вакъ «“ — число цлое, то предыдущее равенство возможно только 


пр с*=1, ами с==1; но въ такомь случаъ пмфемь: 
7: ача ДР, 
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а такое равенство возможно только тогда, когда @ и а состоять изъ одиңако- 
выхъ первоначальныхъ множителей и показатели этихъ множителей пропорці- 
ональны. Итакъ: 

При цњломь основами лоариемы правильныхь дробей нссоизмъримы, за 
исключенісмь такихь дробей, у которыжь числитель —1, а знаменатель со- 
стоить изъ ттњкъ же. первоначалныхь множителей какъ и основаніе, а по- 
казатели этихь множителей пропорціональны. 


803. Приложенќе. — Приложимъ эти изысканія къ случаю обыкновенныхъ 
или бригтовыхъ логариемовъ. Здесь основанів равно 10—22 х 5. ОлЪд., по 
доказанному, изъ већхъ цћлыхъ чиселъ только тЬ имъютъ соизмЪримые лога- 
риемы, которыя состоятъ изъ тбхъ же первоначальныхъ множителей, какъ и 
основане, въ данномъ случа%, изъ 2 и 5, т. е. числа вика 27.5". Притомъ, г 
и $ должны быть пропорціональны показателямъ основанія, т. е. должно быть: 
ғ:1==5:1, или “==5. Такимъ образомъ, цёлое число, имъющее при основани 
—10 еоизмримый логариемъ, имфетъ видъ 2°. 5" (2. 5)" = 10°, т. е. пред- 
ставаяемъ точную степень 10-ти. 

Затмъ, неправильныя дроби имфютъ логариемы несоизм%римые; а изъ 
правильныхъ дробей только тъ имфютъ соизм5римые логариемы, у кото- 
рыхъ числитель —=1, а знаменатель есть точная степень 10-ти, т. е. дроби 
1 1 1 
10 ° 100 ° 1000’ 


ГЛАВА ХЕХ. 


Вычисленіе логариемовъ. — Ряды для показательной функцін и логариомическіе. 


° о 
804. Опредленіе предфла [1+ =) ] . — Исходнымъ пунктомъ по- 
ФГ -ш=00о 
служить неравенство 


р"+1 


ый, 


имфющее м$фето при а> а а... (0). 


п--1 


1 1 : 
Положивъ а=1-- =» 0—1 ат что удовлетворяетъ условію (1), получимъ 


т 


14" 1 +1 
1-- — ЕЕ ЧЕТИ О) 
( Ар) е) @ 
Полагая здфеь и —1, 2, 3, 4, . . . . , находимъ неравепства 
1 


а бааа у 


1221 


г 1 
Эти перавенетва показывають, что степень ( —- -) постоянно возрастает, въ 
2 


то время какъ о проходить область натуральныхъ чисель. 
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Неравенство (1) хаеть далће при а=1-+ 1 и м=р: 


(1+2) <? 


откуда, возвышая въ квадратъ, пмћемъ 
1 \2Р 
( 1+ 55) < 4, 


ТБиъ боле, въ силу неравенства (2), нифемъ 
1 82-1 1 \722 
(Е А 
| т 
Итакъ, будетъ-ли т четное или нечетное, во всякомъ случа» (1 +2) < 4. 


с 14® 
ОлЪд., выраженіе (1 +=) ‚ увеличиваясь, не можетъ сдфлаться безконечно-боль- 


шимъ, & потому оно должно приближаться къ нфкоторому предфлу, который >> 2, 
по < 4, Это число принято обозначать буквою е. Такимъ образомъ при цфломъ по- 
хожительномъ о, приближающемся къ оо: 


і | {1 2) =е. 
Е 
Еслн о не есть ц%лое число, но положительно, то всегда можно дать два цфлыя 


положительныя послфдовательныя числа 9% и т -|- 1, между которыми лежитъ о; тогда 
очевндва справедливость ач 


Возвышая первый биномъ въ 7-ю, й въ степень о, третій въ степень 
т-]-1, ве парушимъ смысла неравенствъ, & потому 


1 т ( 1\° ( р +! 
5-40 г к г 4 А 
ат = га = 1+5) 
1 
Умноживъ и раздфливе первое па 1 ‚ а третье разложивъ на множи- 
тели, находимъ | 
1 и 


и «++. 


Переходя къ предфлу, увеличиваем о до ОО, тогда и ть и т-|-1 будуть при- 
ближаться въ ОО, По теорем о предЪлћ частваго, имфемъ 


(1 аа т Сї ” 


И 


те 


По (1 Еа) 
к —е; Им (1 +543)= 1; 


, 
®ћ=27, 


њбо по доказанйому для э» цЪлаго: іт [1 8 ача]. 


затъмъ, Шт [0 +2) ОВЕ) 7 ==е.1:==е. 


т 


а о 


1 & 
Это означаеть, что (1+5) заключается между двумя перемнными, пићю- 


щими общій предЪлъ е, елд. и 


А 179 
Пт (1+5) 26; 
и при дробномъ положительномъ о, приближающемся къ ОО. 


18оли о — число отрицательное, то можно положить ® == — (в -|- 1), гдВ в — 
положательное, неограниченно возрастающее цёлое или дробное число, Им%емъ: 


о Ру Ра) = 
== (1 + = + 5): 


Первый множитель приближается къ предфлу е, второй къ 1, си, 


Ша е + =) 1 — 6: 


Такимъ образомъ посл днее равенство имфетъ мето при всякомъ неогравиченно- 
возрастающемъ дфйствительномъ о. 


1 
Нерћдко этому равенству даютъ другой видъ, подставляя — == ё; имфемъ. 
; [41] 


\ 


1 
. 6 
Ни [а + 0) |7 
гд 0 означаеть количество, приближающееея къ нулю. 
Теперь легко уже опредфлнть предфль общаго выраженія 


А а о 1 [А] 
(25) =“. 
2 
вд г — нЬкоторое дЪйетвительное количество. 
о) о) 
Дробь Ет вмЪетЬ сь с стремится къ ОО, и потому, положивъ - =’, откуда 
4 


о — 2, имфемь 


9“ е 
#\° 1 2 , 1 и | 
Е 
Но предфль степени (е) перемЪнпаго равенъ той же степени предфла этого поремћн- 
наго, такъ что послднее выражен, въ предЪлЪ, даетъ с“. Итакъ 


8 \° > 
А і — ооа о 
Ши [(1 4 =) 22 е (1) 
805. Разложене с? въ рядъ. Послъднее уравнев!0 показываеть, что е“ есть 


а \" о ү 
предфлъ, къ которому стремится (1 2) при неограниченномъ увеличеніи т. Для 
: т 


: 2 ү" 
пахожденія этого предфла нужно разложить (1 +=) по формул бином и затвмъ 
положить т == Оо, 


По формул (ПТ) предыдущей статьи, полагая т цфлымъ и положительнымъ и 
& > тк, имемъ: 
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В 








а) то "О ра Е: аа Ес ае 2)] 1-1. 
к 
тео... ; сеа а а 
‚>. . | 1— [52], 


гдЪ р озвачаеть положительную правильную дробь. Чтобы по этой формулЪ ваписать 


Я 2 ү" 2 
разложеніе для (1 +=) ‚ пужно, очевидно, положить == и #2. Найдемъ 


= БИЗЕ) 


е ; т 
(1+5) Ра" 1.2.3 р 


О, а а. 


ПОЗЕ АВЕ ИЯ а 1.2.8... ЕП. 











2 
Мы ищемъ предфлт (1 Не) при т = ОО; для этого увеличиваемъ неограни- 


ченво т, не измфняя пронзвольнаго цфлаго числа #. Если перем®нныя равны, то 
равны и предфлы ихь, а потому приравниваемъ предфлы обфихъ частей равенства. 


2 Е — 


Предфль лЪвой части есть е°, а въ правой дроби = о Н имфють 0б- 





щимъ предфхомъ нуль; сл$д. 
Б-+ 


Е 2 1 2 2 ра" П 
ЕЕ алУ Н газ азу саас .. Е а 0 
к 
причемъ Ё > &, 0<р<1. 


Такимъ образомъ мы получили конечную строку для е, — съ остаточнымь чле- 


номъ; но изъ нея уже легко вывести безконечный рядъ для е°?. Для этого перено- 
симъ остаточный членъ въ первую часть: 














2 р 2 2-1 
е — ~. -- 22 = ... ЙЕ ЕЕ | р 
г тл. 1+2), +1534 ату О) 
Б 
и увеличиваемъ /, означающее число членовъ второй части, до безконечности, Выше 
Ы ' 
мы доказали, что Ни >] ` —=0, селд. предыдущее равенство обращается 
въ безконечный рядъ 
: ет ту 
её — 1 + 8 4 15 53 сое ео ( ) 





гдф 2 какая угодно конечная величина. 


806. Рядъ для е; опредлене числовой величины е; несоизм+римость числа е. 
Если, въ частности, положимъ 2:1, то ряды (П) и (ТҰ) дадутъ: 


1 1. р 
е=1+1+ӱ р раа тт г (0—0 53. ‚..@—1) Е—1 о 








еее а 00) 


Сь этими рядами связаны существенныя замфчаня. Во-первыхъ, что касается фор- 





мулы (У), то она служить для чиесленнаго опредфленя е, причемт точность можеть 
быть доведена до какой угодно степени выборомъ достаточно большаго значенія 
для Е. Такъ, при Ё — 11 найдемъ. 





1 1 1 
а ав И и 
1 
причемъ остатокъ == 12810. 15 б — 0,0000000276р; елд. если дадимъ р его на- 


именьшее значене 0, а затБмъ наибольшее его зваченіе 1, то найдемъ 
2,7182818011 < е < 2,7182818287; 


откуда, взявъ е—2,7182818, будемъ имфль его величину точно до 7-го десятичнаго 
знака включительно. Это число было принято Неперомь за основаніе предложенной 
имъ системы логариемовъ, по причин, которая вскор% будетъ указана. 
Съ помощю формулы (УГ) ръшается вопросъ о томъ, есть-ли е число соизифри- 
° мое или несоизмфримое. Сумма ряда ҮІ, начиная съ третьяго числа, т. е. 








1 1 1 1 
2 ЕР о та (УП) 
менфе суммы ряда 
1 
1 1 1 1 2 
за Раза Разаз = рен 
2 


слъд. сумма (УП) есть правильная дробь. Допустимъ, что эта дробь соизмфрима, 
и =, т.е. 
1 1 1 __ 2 
з Раз Роза‘, 


гд$ ри >р цфлыя положительныя числа. Умноживъ 0б части на 2.3.4....4, 
получимъ 


3.4.5....94-[4.5.6....9-5.6....а-Н.. 
1 1 = | 
Тат Гарет Татр ЕЕ +". ИИ 


Сумма членовь до 





1 
Е есть сумма цБлыхъ положительныхь чиселъ, дающая 
нфкоторое цфлое положительное число М; вторая часть также есть цфлое положи- 

СА 
тельное число, которое назовемъь №; сл. 


- 





1 1 РА 
маі гаф) ‘= 





Но сумма . меньше 


1 1 
аеру аі Гао аф" 
= : (1 — т) = а какъ ф>> 1, то разематриваемая сумма меньше 1. 
Такимъ образомъ, цфлое число М, сложенное съ правильною дробью, должно давать 
цфлое число №; но это невозможно, а потому сумма ряда (УТ) не можеть равняться 
никакой соизмфримой дроби, а сл. ие есть число несоизм$римое. 

Приведенное доказательство несоизифримости числа е принадлежить Стенвиллю. 


& 
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807. Разложеніе а”. Мы нашли разложеніе показательной функши съ основа- 
віемъ е; пусть основаніе будетъ какое угодно число а. Положивь е == а", и взявъ 
отъ обБихъ частей логарнемъ по какому угодно основанію, получимъ 


2105 а. 
105 е 





2.105 ес=х.105 а, откуда 2 — 


= 105 2 
осе 


не 1 2105 а 1 ухЛ1оса\? 1 2.10608 
арт юсе та (тее ав 105 е Е ва 


Основавіе, по которому взяты логариемы, здЪсь совершенно произвольно; взявъ е 
за оснкованіе, и замфтивъ, что въ такомъ случаЪ 105 е1, вайдемъ (условившись 


Подставивъ въ формулу (ІҮ) а” вм%сто е°, и 





вмсто 2, найдемъ 





обозначать Неперовы логарнемы характеристикою 1): 








3 
а 14-210 + 20? + А (ІХэ 
Взявъ за основаніе а, е рядъ 
1/2 \? 1 2 \3 
т — —- ——— —-.....ъ.х* Ф 
Е 1 +т 1 (е + 1.2 (р: 0 + 1.2.3 (=. :) > 29 


Посаъднвій выводъ имфетъ то звачевіе, что даетъ возможность находить число 
тю данному логариему; въ самомъ дфлф, изъ ур-вія а° = у имфемъ 2—17. у; слфд. 


17.0 1 (19. 9\* 
у=1+-1(025 ЕЗ Е, ано ыо (ХІ 





Въ случа а = е имфемъ: 


уы) 3. (хш 


Отсюда и видно, что логариемическая система съ основаніемъ е есть простЪйшая, 

а потому наиболЪФе естественная; вслфдств!е этого она и названа натуральною. 
481 
808. Логариемическіе ряды. — Исходнымъ пунктомъ послужить Ни (==: | 


/ 
при Ө — о. 


Пусть Ө означаеть число, приближающееся къ нулю; тогда а будетъ имфть пре- 


дЪломъ 1, а разность «91 ноль; поэтому можно похожить а9 
заетъ выфстЪ съ Ө. Написавъ это ур-ніе въ видЪ 
Ө 


-—1=6, гд © исче- 


==1-- 0, заключаемь, что Ө — 107.(1 | 8). 


Раздфливь объ части ур-нія а9 1—8 на Ө, найдемъ выражевіс, предфлъ ко 
тораго ищемъ, именно 
а9__ г 8 1 1 


9 — в а--® — а -а) — дар. 





[а-ә] 
Переходя къ предфлу, полагаемъ Ө == 0; выфстЪ съ этимъ н 0:0; въ первой 
0 : 
части получимъ неопредёленность 9’ а послднее выраженіе раскроеть истинное 


значеніе этой нсопредБленности; именно получимъ 
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Это равенство можно представить въ болфе удобной форм%, принявъ за основаніе 


1, : 
логариемовъ число е. Логариемируя обЪ части равенства а —е по основавію а, 
ваходимъ 


1 = 14409ае, или — а. 





1 
109ие 
Подстановка въ (1) дастъ 


іт - = в. 





9 
Положивъ а 1 -|- 2, имфемъ 


а +) ња) —1, 


откуда видна возможность прим%ненія биноміальнаго ряда для разложеня К1-|- 2). 
При разложенш (1 а)? будемъ разумЪть подъ 6 нфкоторую положительную правиль- 
ную дробь; елд. х должны подчинить условію — 1 < 2 < --1. Примфняя формулу 
(У) остатка биноміальнаго ряда. т. е. взявъ 


к>, [21] <:<1, 0<‹<1, 
имЂемъ 





Е 1) 2+ 8(8 — 1) — 2) з. 


1.2.3 
ео с 8(8 —1)(8—2)....[8—@&—1] в 


118. ПИ 7+ ТУ Е У % Те 


Перенеся 1 въ первую часть и раздфливъ ур-ніе на 0, получимъ 


па) ЕЕ ЕЕ 8 | (6 = Ж = 2) 2.9 
ры — 10.8: 
к 


(0—10 — 2)... [2—02 —2)], (8—1)@— 2)... (ав) д 
тҮ те (0—1 е ИЕ те 











Переходя къ предфлу, т. е. полагая 6—0, и замфчая, что равенство перемЪн- 
ныхъ ведетъ за собою равенство ихъ предфловъ, причемъзред%лъ первой части—1(14|-л), 
получаемъ: 

с: 


Иа ет та. рее = ак ЗА анас Не 


Это — рядъ конечный; для полученія безконечнаго ряда переносимъ остатокъ 
въ первую часть 


(— Пе сак 1 1 (— 1 
Қ1 вере а 222 а о 

и заставляемъ произвольное дълое Ё, означающее число членовъ, возрастать до без- 

конечности. Такъ какъ х есть правильная дробь (положит. или отрицат.), то іт 2*=0, 

такъ-что въ предълъ первая часть обратится въ [(1 -|- х), а вторая дастъ безконечный 

рядъ; находимъ разложеніе 


Ка) а а а-а сужение + (2) 


—1< 8-1. 
Рядъ этоть впервые встр®зается у Меркатора (1686). Если въ формул? (2) 
вмћето 2 подставимъ — 2, то получимъ: 


К 













































































ЦЕ и) = 8 са" есь ЗЫ - (3) 


Такъ какъ въ рядахъ (2) и (3) х есть правильная дробь, то они могуть служить 
только для вычисленя логариөмовъ чиселъ, меньших 2. Чтобы получить ряды для 
вычисленія логарнемовъ какихъ угодно чиселъ, прптом+ рады съ сильнфЙшею сходи- 
мостью, вычтемъ формулу (3) изъ (2); получимъ 








1-х 1 
ма-а) 05) = [аар © 
рядъ, сходящійся при —1<5<-{1. 
1-5 __ __2— А 
Положнвъ о откуда 2 = т’ получимъ изъ ур. (4) сл$дующее: 
2—1, үа 1}: 1,2—1\8 

=9|2 4 (2 К она Е ое ИЧИ ....(5 
[ЕН +509) ар ] (5) 


имфющее м%сто при всякомъ положительномъ 2, ибо въ такомъ случа х всегда будетъ 
правильною дробью. При небольшомъ 2 формула (5) всего удобнфе; такъ напр. при 
#—2 получииъ: 


1 1 
[+ а 1: 
Если радъ, заключенный въ скобки, прервать на члев® аны гд т вкото- 


рое нечетное число, то остатокъ 


1 1 1 
(т -{-2).3т- т (т 4 4).3®+4 с: (т | 6).3*+в за 





ИО 


будетъ меньше 


1 О 
арала аа) 
1 1 1 
(т | 2).3*+ за т т 5). 2-2. 


Такимъ образомъ, есхи ; будетъ неизвестная правильная положительная дробь, то 
1 


1 1 1 
В+ за Роз о 1-5) 








А 1 
Послфдовательнымъ нахожденіемъ степеней 5 Получииъ, что остаток» 


1 
11788 = 0,000000001, слБд., положивъ % — 15, получимъ величину 12 вфрно до 8 
десятичныхъ знаковъ, именно: {2 —0.69314718. 


Если извЪстенъ №, то найдемъ Қа | 65) на основанія замЪчанія, что 
Ги) / Б 
а) = а (1 4 2] =8+41 + 2) 


причемъ послЪдній ў можно разложить по формул (2), если только абсолютная вели- 
чина $ меньше и; найдемъ 


(а 4-5) =м- 109) = РАА 


а 
рядъ сходящійся при а? >> 02. 
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Такимъ образомъ можно, напр., найти 13, положивъ 02—92, 6—1 и воспользо- 
вавшись уже вычисленною величиною 12. 


Боле удобная формула для вычисленія 1(0 -|- 5) получается изъ замъчанія, что 





= ь — 
о 
Қа) Еа аа Е 
1 — 
ДЕЕ 2а 4-6 


разложивъ послъдній 1 по формул® (4), получимъ 


Каре 5+3 (Б) +5 (64) + м |. ко 


96 сходящ ея при веБхъ положительныхъ значеняхъ аи Ь, потому-что тогда 





т СЕ будетъ правильною дробью. Положивъ а—2, а получимъ 


точ] 


Прервавъ рядъ на т-ой степени, можемъ опредлить остатокъ вышеуказаннымъ 
способомъ, и найдемъ, что онъ меньше 


1 ( 2 р 
24(т- 2) 10/ ` 
При т==9 остатокъ будеть такъ малъ, что не повліяетъ на 8-ое десятичнео 
место; это дастъ: 13 = 1,09361229, и т. д. 
Вычисленіе обыкновенныхъ .логариемовъ. 1/одуль. — Построивъ указаннымъ 
путемъ таблицы натуральныхъ логариемовъ, можно изъ нихъ безъ труда вывести 
логариемы по какой угодно систем%; для этого надо натуральные логариемы помножить 


1 
на модуль, равный, какъ извЪстно, їр 5 %0 обозначаютъ чрезъ М.. Для обыкновен- 


ныхъ логариемовъ а: 10; 110—124 15 —2,30258509; сл. Ми = 12=0,48429448, 


На это число и нужно мяожить натуральные логариемы для вычисленія обыкновенных. 
809. ТЕОРЕМА, на которой основано употребленіе зтабличекъ тротор- 
зпональныеь частей. 
Изь формулы (6) предыдущаго $ имфемъ 


ца 4-0) и 06?) = грі зы + ..} 


Для получена лотариема по другой систем, напр. ло десятичной, надо этотъ 
логариемъ помножить на модуль Мо; умножая 06% части на М,,, получимъ 


м2), или 1090 6 (аъ Е Г 


Удержавъ здфеь только первый члень ——— и обративъ его дленіемъ 


тъ 
р 


въ =. — зза 15) получимъ приблизительную формулу 











__9.М, .63. Мао _ 

19(а -- 5) — ода = Е аа. 9): 

При ё =1 и а = 10000 второй членъ меньше 0,0000000002, а потому можно 
имъ пренебречь; отъ этого получимъ: 
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АЫ 


100(а 4 5) — 109а= Ме 





Подставивъ въ эту фермулу вместо 6 другое число / < 1, будемъ имфть 


У.М, 
а 


100(а -- 0) —109а = 


Раздфливъ это равенство на предыдущее, имфемъ пропорцію 
109(а4- 0) —1094 Ъ 
109(а 4-0) —1ю49а 5’ 
олЪд. разности между лоариемими пропоршональны разностямь между числами, 


если только разности чиселъ не превышаютъ 1, а числа не мене 10000, ибо только 
при этихъ условіяхъ и могла быть установлена послЪдняя пропорція. 
* 


ГЛАВА Е) 


О десятичныхь логариемахъ.—Ихъ отличительныя свойства. Расположене и употреб- 
леніе таблицъ.—Вычислен1я при помощи логариемовъ.—Задачи. 


Отличительныя свойства десятичныхъ логариемовъ. 


810. Вычисленіе этихъ логариемовъ приводится къ рышеню показатель- 
наго уравнен1я 10° == Х. Такъ какъ здфсь основанів больше единицы, то лога- 
риемы чиселъ, большихъ 1, положительны, логариемы же чиселъ, меньших 1, 
отрицательны; затЪмъ, логариемъ основанія равенъ 1, а 09 1=0. 

811. Логариемы чиселъ, большихъ 1. Возвышая 10 въ цЪлыя положитель- 
ныя степени, имфемъ: 
10°—1; 10:==10: 10° 100; 103—=1000; 10'—10000;...... $ 10" — 10% 

Отсюда, замфчая, что показатели основанія 10 суть логариемы вторыхъ 
частей, имфемъ: 
141—=0; 1(910—1; 19100=2; 11000 = 3; 1410000 4; ....; 1710" =». 

Заключаемъ, что локариомо числа, состоящаю изь 1 съ нулями, т. е. 
точной степени 10, равень числу нулей при единицњ. Эти точныя степени 
10 суть единственныя числа, большія 1, которыхъ логариемы соизмюримы; 
већ оестальныя числа большія 1 (пълыя и неправильныя дроби), какъ мы уже 
знаемъ, имфютъ логариемы несоизињримые, которые вычислить можно только 
приблизительно. Ихъ обыкновенно выражають десятичными дробями. 

Пусть, напр., имъемъ число 452,48. Число это больше 100, но меньше 
1000, слъд. его логариемъ содержится между /оу 100 и (09 1000, т. е. между 
2 и 3, и потому равенъ 2-- несоизмъримая прав. дробь. Ц%лов число 2 назы- 
вается характеристикою, дробь — мантиссою. Изъ предыдущаго примфра за- 
ключаемъ, зто характеристика лљлоюриөма числа болъшюло 1, равна числу 
цифрь безь 1 въ цњлой части даннаю числа. 
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Докажемъ, что это правило дня опредъленія характеристики логариема дан- 
наго числа — общее. Пусть число А содержитъ въ своей цфлой части я циоръ; 
въ такомъ случаЪ 


101 = А < 10", 
ибо 10"! и 10" суть наименьшія числа о % и я |- 1 циорахъ. 
Отсюда 
п— 1 = 14А < 2, г 
такъ какъ большему числу соотвфтетвуетъ и больший логариемъ; итакъ, цълая 
часть /4А равна я — 1, т. е. числу циоръ безъ единицы въ цЪлой части числа. 


812. Логариемы чиселъ, меньшихъ 1. Возвышая 10 въ цфлыя отрицатель- 
ныя степени, находимъ: 


Е Р 7 Сыр ИОТ а аракет. 
10 10’ 10 — 100? 10 — 1000? ‚ 10 710% 
И а т РЕА Е ТЕН 
Отсюда: {у в=— 1; 14 100 = 2; 19 10002 3; ; м“ 10% п. 


Олд. логариемъ дроби, которой чисхитель —=1, а знаменатель ебть точная 
степень 10, соизм$римъ и равен» отрицательному числу нулей знаменателя. 
Вс остальныя числа, меньшія 1, какъ доказано, имъютъ логариемы несоизи$- 
римые а отрицательные. 


Эти отрицательные логариемы представляють въ видъ бинома, котораго 
цфлый членъ отрицателенъ, а дробный положителенъ. Пусть, напр., данъ отри- 
цательный логариемъ. 


— 3,4527129. 


Разбивъ его на два члена: — 3 — 0,4827129, вычтемъ и придадимъ 1: 
дадамъ логариему видъ: 


—4+(1—0,4827129), ии —4--0,5172871 


Очевидно, разность между 1 и десятичною дробью получимъ, вычтя већ деся- 
тичныя цифры изъ 9, исключая послъднюю значащую цифру справа, которую вы- 
читаемъ изъ 10. Преобразованный биномъ условились писать въ вид 4,5172871, 


помЪщая знакъ (—) надъ цълою частью, къ которой онъ относится; цфлая часть 
называется отрицительною характеристикою. 


Итакъ, во веъхъ случаяхъ мантисса есть положительная десятичная часть 
логариема, а характеристика всегда цфлое чисяо, положительное, либо отрица- 
тельное, смотря по тому, больше данное число единицы, или меньше ея. 


Примъчане. Разность между 1 и дробью 04827129 называется дополне- 
нем этой дроби до 1. Вообще дополневемъ числа до 1, 2, 3... ., 10 
называется разность между 1, 2, 3, . . . ., 10 и даннымъ числомъ. Чтобы 
получить дополненіе логариема, надо послъднюю цифру мантиссы вычесть изъ 
10, а остальныя ея цифры изъ 9. Употребленіе дополнешй даетъ возможность 
избфгать вычитаня логариемовъ, замфняя это дЪъйствіє приданіємъ ихъ допол- 
неній; это особенно выгодно въ тфхъ случаяхъ, когда приходитея дЪлать н%- 
сколько вычитанй. 
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Отрицательная характеристика лоариема положительноа?о числа, менъ- 
шоло 1, содержитъ столько отрицательныхь единнцъ, сколько находится 
нулей слюва отъ первой значущей цифры числа, включая сюда и 0 цълыхь. 

Въ самомъ дл, пусть будетъ число А, имфющее слфва отъ первой значу- 
щей циоры я нулей; имфемъ: 


1755 1 
105 ЗА < ток" 





ибо звачущія цифры числа начинаются съ десятичнаго знака порядка ®. Отеюда 
— п = 14А < — (м — 1), 
ибо большему числу принадлежить и большій логариемъ. 


Заключаемъ, что /д А равенъ (— #), или этому числу, увеличенному поло- 
жительною правильною дробью, ибо этоть логариемъ меньше —я®-- 1; иначе 
говоря, 

ІА = —п-|- Е, г 0 << 1; 


слфд. (— ж), по опредъленію, и есть отричательная характеристика 19 А. 
Такъ, логариемы чиселъ 0,529 и 0,00743 имъютъ отрицательныя характери- 
стики: —1и — 3. 


813. Если число увеличимь въ 10, 100, 1000, . . ., вообще въ 10” разъ, 
то характеристика лоариөма ео увеличится на 1, на 2, . . . , вообще 
на п единицъ, мантисса же останется безь перемъны. 


Въ самомъ дёлЪ, пусть 
МАРЕ т, 0<т<1, 


га Е — характеристика, положительная или отрицательная, а 7 — мантисса 
логариема А. Им%емъ 


109 (А х 10”) — [09 А |- р = Е -- т-р Вр) т; 
но р — число цфлое. елъд. и (р) ееть цфлое, положительное или отрица- 
тельное, число; и какъ 0 < < 1, то #-- р) есть характеристика, а ® — 


мантисса логариема числа АХ 10°. Итакъ, мантисса осталась безъ перемВны, 
а характеристика увеличилась р единицами. 


814. Если число уменьшимь въ 10, 100, 1000,.... , вообще, в% 10° разъ. 
то характеристика лозариема уменьшится на 1, на 2, на 3, ...., вообще. 
на р единице, мантисса же останется безъ перемњны. 


Въ самомъ д8л®, /0 (25) 19 А — 19 107 = -4- т — р= (Е — р) 4-ю, 
т. е характеристика уменьшилась р единицами. 


Отсюда сл®дуетъ, что обЪ части логариема, характеристика и мантисса, 
суть Фүнкціи, ръзко различающіяея между собою. Мантиеса зависитъ 0тъ абео- 
хютнаго значенія цифръ и отъ порядка, въ которомъ онъ слБдуютъ одна за 
другою; характеристика же зависить только отъ положевя запятой, т. е. 0тъ 
относительнаго значеня циФръ. Отъ перемфщеня запятой мантисса не изиЪ- 
няетея; измфняется только характеристика. 
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Расположене и употреблен1е таблицъ логариемовъ. 


815. Разсмотримъ употреблен!е таблицъ логариемовъ Бремикера. Эти та- 
блицы содержать логариемы цфлыхъ чиселъ оть 1 до 100009, вычисленные 
съ семью десятичными знаками; такимъ образомъ изъ этихъ таблицъ можно 
прямо брать логариемы чиселъ одно — , дву — , . . . пяти значныхъ. 


816. Расположеніе таблицъ. Страницы отъ второй до пятой включительно 
содержатъ логариемы чиселъ отъ 1 до 1000, причемъ въ таблицахъ (какъ и 
далће) помфщены только мантисеы, такъ какъ характеристику легко опредёлить 
по числу циеръ числа. Колонны подъ литерою № содержать числа, противъ 
которыхъ подъ знакомъ [05 находятся мантиссы соотв тетвующихъ логариемовъ. 
Съ шестой до 185-й страницы расположение таблицъ таково: въ колоннф подъ 
литерою № находятся первыя четыре циоры чиселъ, пятыя же цифры помфщены 
въ первой горизонтальной строкЪ: 0, 1, 2, . . ., 9; мантиссы же расположены 
такимъ образомъ: такъ какъ первыя три цифры мантиссы одинаковы для нф- 
скольвихъ послъдовательныхъ логариемовъ чиселъ, то они написаны одинъ разъ 
для већхъ этихъ чиселъ, нротивъ наименьшаго числа колонны М, къ которой 
они принадлежатъ и въ вертикальной колонн% подъ цифрою 0. Послъдніе четыре 
знака мантиссы помфщены противъ четырехъ первыхъ цифръ числа и въ верти- 
кальной колонн, имфющей въ заголовк® пятую циеру числа. Оверхъ того већ 
страницы, начиная съ 6-й, содержать таблички подъ литерами Р.Р: это — 
таблички пропорщональныхь частей, употреблене которыхъ будетъ указано 
въ своемъ мћст%. 


+ 


817. Употребленіе таблицъ. Помощію таблицъ рёшаются два вопроса: 1). 


о нахождеши логариема даннаго числа и 2) о нвахожденіп числа, соотвћътетвую- 
щаго данному логариему. 


Первый вопросё. 


Нахожден!е логариема цћлаго чиела. 


818. Первый случай: данное число натодится въ таблицахъ. — Пусть тре- 
буется найти [09 36459. На стр. 58 находимъ первыя три цифры мантиссы: 
561; послъднія же четыре цифры ея помфщены въ горизонтальной строкъ про- 
тивъ числа 3645 и въ вертикальной колонн» подъ цитрою 9, именно: 8048; харак- 
теристика же логариема, по $ 811, равна 4, елд. /0936459—4,5618048. 

Пусть еще требуется найти /0948868; первыя три цифры мантиссы (стр. 
83) суть 688; для послЪднихъ четырехъ, на переефченш горизонт. строки про- 
тивъ числа 4886 съ вертик. колонною подъ циерою 9, находимъ 0246; черта 
надъ первою изъ этихъ циоръ показываеть, что предшествующая цифра (8) 
мантиссы должна быть увеличена на 1. Такимъ образомъ имфемъ: [0948868 — 
== 4,6890246. 

Когда за пятью значущими цифрами числа сафдуютъ нули, напр. 48868000, 
то, замфчая, что это число больше 48868 въ 1000 разъ, на основаніи $ 813, 











































































































ЕС РИ 


заключаемъ, что его логариемъ больше логариема 48868 ча З единицы, такъ 
что [у 48868000 — 7,6890246. 

819. Второй случай: данное число не содержится въ таблицать. Пусть 
требуется найти /оу числа, содержащато болфе пяти циоръ, напр. числа 41592687. 
Такъ какъ логариөма этого числа нътъ въ таблицахъ, то отдфляемъ отъ правой. 
руки къ лФвой етолько десятичныхъ циФръ, чтобы селва отъ запятой получи- 
лось пятизначное число; такимъ образомъ имъемъ 41592,687. Это число, будучи 
въ 1000 разъ меньше давнәго, имфетъ логариемъ съ тою же мантиссою, какъ 
и заданное число. Находимъ мантиссу логариема числа 41592,687. Число это 
заключается между 41592 и 41593, откуда изъ таблицъ имћемъ, что логарпемъ 
его содержится между 


10941592 —4,6190098 и [0941593 —=4,6190202. 


Разность между числами 41592 и 41593 равна 1, а между соотвфтетвую- 
щими логариеомами—составляеть 0,0000104. Отсюда видно, что если къ бли- 
жайшему меньшему числу придадимъ 1, то къ соотвётетвующему логариему 
слфдуеть придать 0,0000104. Но намъ нужно ближайшее м. ч. увеличить не на 
цёлую единицу, а на 0,687; спрашивается: на сколько соотвЪтетвенно этому 
придется увеличить ближ. меньш. логар. 4,6190098? Для ръшенія вопроса за- 
ифчаемъ, что по $ 809: если разности между числами не превышаютъ 1 (что 
у насъ и есть), то разности между логариемами соотвЪтствующихь чиселъ, 
большихъ 10000, пропорціональны разностямъ между числами. Основываясь 
на этомъ и называя искомую разность между /7 41592 ,687 и [941592 буквою =, 
имфемъ пропорцію 

х:0,0000104 0,687 :1, откуда 2 0,0000104 х 0,687. 


Умноженіе этихъ дробей дЪлается сокращенно при помощи сл®дующей 
таблички пропордіональныхъ частей (стр. 69): 
104 


А 





9 120.8 Въ ней помфщены сокращенно, для сбереженія мћъста, произве- 
РЕ денія 104 десятимилліонныхъ на 0,1;0,2, . . . 0,9; причемъ точ- 
5 520 ками въ этихъ произведешяхъ отдфлены десятимилліонныя доли 
6.62.4 отъ стомилліонныхъ долей. Такимъ образомъ эта табличка постав: 
7:192. 

Д е лева вмЪсто слдующей: 

9,93.6 


| 9.0000104 При помощи ея можно прямо выписать частныя про- 
: 0,000001.04. 


о. изведен1я дроби 0,0000104 на 0,6, затъмъ на 0,08 и ва- 
0,3 |0,00000312 конецъ на 0,007. Первое изъ этихъ произведеній прямо 
а беремъ изъ таблички, откфлевъ етомилліонныя доли точкою, 
0,6 000000624 “ЧТО даеть 0,0000062.4. Уменьшивъ произведеніе 0,0000104 
0,7 | 0,00000728 ва 0,8, т. е. 0,00000832 въ 10 разъ, имфемъ произведеніе 
0,8 | 0,00000882 табличной разности на 0,08 илч 0,0000008.32. Наконец, 
0,9; 0,06000936 . 
уменьшивъ произведене табл. разн. на 0,7 во сто разъ, 
пыфемъ произведене ея на 0,007, именно 0,0000000.725. 
Сложивъ эти частныя произведенія, имћемъ 
00000104 х 0,687 = 0),0000071.448. 


ъ 
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Это то произведенів и нужно придать къ логариему ближ. мен. числа, діл 
полученія /0 41592687; ямћемъ 


141592 ,687 = 4,6190169.448. 

Циры 448, слъдующія за десятимилліонными, откидываемъ, такъ какъ 
табличныя мантиссы имъютъ только 7 десятичн. знаковъ; приэтонъ, если пер- 
вая изъ отбрасываемыхъ циФръ произведенія меньше 5, какъ въ нашемъ случа%, 
то послЬдвюю сохраненную цифру произведенія оставляемъ безъ перемъны; 


въ противномъ случа, послъднюю сохраненную цифру произведенія увеличи- 
ваютъ на 1. Такимъ образомъ: 


19 41592 ,687 — 4,6190169. 
Такъ какъ данное число въ 1000 разъ больше 415992,687, то оставивъ 


мантиссу найденнаго логариема безъ перемны, увеличиваемъ характеристику 
на 3 единицы; такимъ образомъ: 


19 41592687 == 7,6190169. , 
На практик вычислен!е располагаютъ такъ: 
109 41592 = 4,6190098 





пропорц. часть для... ........ 0,6.. .....62,4 
« « ае ола 0,08 ..... 8,34 
‹ < РИ 0.007... .. 0,728 
109 41592,687 —4,6190169,448 
Наконецъ 19 41592687 = 7,6190169. 


820. Примљчаніе. Пусть требуется найти [09 числа, содержащаго болће 
8 циоръ, папр. 72546892548. Характеристика логарпема равна 10, а мантисса 
тоже, что у логариема дроби 72546,892548. Опридъляемъ мантиссу вышеизло- 
женнымъ способомъ: 


7 109 72546 == 10,8606135 





1) 12546892548 10,8606189. 


Изъ этого примфра видно, что уже 8-я циора даннаго числа увеличиваетъ 
мантисоу только на 0,12, а потому не оказываеть вліянія на 7-ую десатичную 
цифру мантиссы; поэтому, при отыскиваніи /09 числа, содержащаго болће 8 
циФръ, употребляютъ только первыя 8 циеръ, остальныя же, какъ невліяющія 
на семизначную мантиссу, замфняютъ нулями, или просто не пользуются ими 
при опредфлени поправки. Въ самомъ дл, наибольшая табличная раз- 
ность == 0,0000435, а потому девятая цифра числа, даже если она имћетъ наиб. 
величину, т. е. =9, ‘измфнить мантиссу только на 0,0000435 х 0,0009 = 
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0,00000003915, т. е. менёе чъмъ на > единицы 7-го десятичнаго м%ста; и 


это—въ самомъ неблагопріятномъ случа, когда и табл. разн. и девятая циора 
числа имфютъ наибольшія величины. 


Йзъ сказаннаго выводимъ иравило: если число имњеть болње 5 мифу», 
то, отдњливъ слъва запятою 5 цифр», подыскивають лозариомъ толученноло 
пятизначнаю числа и придають къ нему произведеніе табличной разности 
на три первые десятичные знака, составленное вышеуказаннымь стособомъ. 


Олред®леніе логариема дроби. 


821. Сначала разсмотримъ нахожденіе логариемовъ десятячныхъ дробей. 
Пусть требуется найти /09 347,84762. Замътивъ, что характеристика искомаго 
логариема = 2, а мантисса таже, что и у логариема числа 34784,762, имћемъ: 








034784 95413795 
0,7 87.5 
0,06 7.5 
0,002 0.25 

Откуда 104 347 ,84762 —2,5413890. 


Для втораго примра пусть требуется найти логариемъ десятичной дроби, 
меньшей 1, напр. /09 0,0076806. Им%емъ: 


10400076806 = 10 = 08027 = 1776806 — 410000000 


—4,8853951 — Т. 


Вычитая 7 изъ 4, чтобы мантиссу оставить положительною, получимъ 

отрицательную характеристику — 3, такъ что 

109 0,0076806 — 3,8853951; 
знакъ минусъ ставится над» характеристикою для указанія, что только характе- 
ристика отрицательна. 

Отсюда правило: для нахожденія лоюриема десятичной дроби меньшей 1, 
беремъ мантиссу лоариөма числителя дроби, а въ характеристикњ ставиль 
столько отримательныхь единицъ, сколько въ љлњвой части дроби находится 
нулей, включая сюда и 0 чълыяхь. 


8 


822. Пусть требуется найти /07 обыкновенной дроби, напр. 19 Им%емъ: 


Іоу 2, == 108 — 1011 0,9030900 —1,0413997 = — 0,1383097; 


чтобы сдфлать мантиесу положительною, поступаемъ по указаніямъ $ 812 и нахо- 
димъ: 1,3616973. 


8 
Тотъ же результать получимъ, обращая =. въ десятичную дробь и ограни- 


чиваясь восемью цифрами въ числитель; находимъ 0,72727272. Олд. 
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и 8.1 0,79797978 =1,8616957 
для 0,2 11.8 
0,07 4.13 
0,002 0.118 
8 5% 
ТЕ — 18616973. 


Второй вопрос. 


Нахожденіе числа, соотвћтетвующаго данному логариему. 


823. 1-й случай: мантисса даннало лоариема находится въ таблицага. 
Пусть. (09 2 =3,7592749; найти 2? Находимъ прежде всего число 759, обра- 
зуемое первыми тремя цифрами мантиссы: оно находится въ колонн% () на стр. 
100; опускаясь въ этой же колонн, доходимъ до числа 2144 — ближайшаго, 
меньшаго по сравненію съ 2749; наконецъ, въ горизонтальной строкф, начи- 
нающейся съ 2144, находимъ число 2749 въ колонн подъ цифрою 8. Такъ 
хакъ 2749 находится въ горизонт. строк® противъ числа 5744, то, выписываемъ 
это число и приписавъ къ нему справа циору 8, получаемъ 57448, а какъ 
характеристика даннаго логариема равна 3, то въ цфлой части искомаго числа 
должно быть три цифры; а потому 2 =—5744,8. 

824. 2-Й случай: данная мантисса не содержится въ таблицахь. Пусть 
109 = 3,4592786; найти 2? Замфнивъ характеристику 3 четырьмя, замъчаемъ, 
что логариемъ 4,4592786 содержится между логариемами 


4.4592869, которому соотвЪтотвуеть число 28793 
и 4.4592718, ‹ ‹ ‹ 28792. 


Разность этихъ логариомовъ == 0,0000151, а разность соотвътетвующихъ 
чиселъ = 1. Заключаемъ, что если ближайшую меньшую мантиссу увеличить 
на 0,0000151, то бл. м. ч. 28792 надо увеличить на 1; но мантисса логариема 
4,4592786 превышаетъ меньшую мантиссу только на (),0000068; спрашивается, 
па какое число у, соотвЪтственно этому, искомое число = превышаетъ 28792? 
Зная теорему, что разности между числами пропорціональны развостямъ между 
логариемами, если первыя не превышаютъ 1, какъ и есть въ данномъ случа%, 
заключаемъ, что у во столько разъ меньше 1, во сколько 0,0000068 меньше 
0,0000151,. откуда пропорція 


0:1 0,0000068 : 0,0000151, или по умножени обоихъ членовъ втораго 
отношеня на 10000000: 


у:1=68:151, откуда у=68:151. 

Это частное вычиеляемЪъ съ 2 десятичными знаками, такъ какъ остальные 
будуть невфрны; а для вычисленія пользуемся табличкой пропорціональныхъ 
частей для числа 151 (стр. 43), въ которой числа 15,1, 30.2,..., 135.9 суть 
проязведешя изъ 151 на 0,1, 0,2,...., 0.9. Намъ нужно найти, на сколько сл%- 
дуетъ помножить 151 для полученя 68? Табличка повазываетъ, что, умноживъ 
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151 на 0,4, находимъ 60,4 -— число ближ. меньше къ 68; и такъ, въ частномъ 
имфемъ, во первыхъ, 0,4; вычтя произведеніе 60,4 изъ дълимаго, находимъ остатокъ 
7,6. Наша табличка показываетъ далће, что, умноживъ 151 на 0,5, находимъ 
75,5; а олд., умноживъ 151 на 0,05, найдемъ произведеніе 7,55 — ближ. м. 
къ остатку 7,6. Итакъ, въ частномъ икфемъ еще 5 сотыхъ долей. Окончательно 
у— 0,45. Прибавивъ эту дробь къ 28792, пмћемъ 28792,45 —число, соотвът- 
ствующее логариему 4,4592786; а уменьшивъ это число въ 10 разъ, найдемъ 
число, соотвЪтетвующее данному логариему. Итавъ 2 — 2879,245. 
На практик® вычислен!е располагается такъ: 


109 = 3,4592786 


для 28792........ 2718 
Е 
Д 60.4 
7.6 
ЕЕ 7.55 





д —2819,245. 
Еще примъръ. Укажемъ нахожден!е числа, соотвётетвующаго логариему 


съ отрицательною характеристикою (къ этому виду всегда слъдуетъ приводить 
отрицательный логариемъ, такъ какъ въ таблицахъ н®тъ отрицательныхъ ман- 


тиссъ). Пусть [од 2 9,4832107, найти 2? Придавая 6 къ данному /09, чтобы 
сдЪлать характеристику равною 4, и вычитая 6, имфемъ 


109 < =4,48322107 — 6 = 4,4832107 — 141000000. 
Находимъ число, соотвътствующее логариему = 4,4932107. 
109 у == 4,4832107 





30423 020 
387. 
6 85,8 
а. 
1 1,43 
у == 30423,61. 
30423,61 
Итакъ: [09 2: = 109 30423,61 — 191000000 = [4 —= тосо = — 44 0,03042361, 


откуда х — 0,03042361. 

Отсюда правило: для нахождения числа, соотвьтетвующиию лоюриему 
сә отрицательною характеристикою, опредъляемь число, соотвътетвующее 
положительной мантиссъ, приписываемь съ лъвой стороны ею столько 
нулей, сколько единицъ въ характеристикь, и первый слљва ноль отдъляемь 
затятою. 


ДЪйетвія надъ логариемами еъ отрицательною характери- 
СТИЕОЮ. 


825. Сложеніе, — Сложене мантиссъ, какъ чиселъ положительныхъ, не 
представляетъ никакихъ затрудненій; что касается характеристикъ, то ихъ со- 
единяютъ по правилу приведевія подобныхъ членовъ. Напр.: 
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3,2173980 

17,8239172 

23758620 

—2-- 1,4171785, или 1,4171783. 
826. Вычитане.— Пусть требуется сдълать вычитаніе: 

5,4567895 
56356789 
48911106 


Прибавляя къ мантисећ уменьшаемаго 1, а къ характеристик — 1, по ^ 


вычитавій мантиссъ находимъ 0,8211106; затЪмъ, вычтя изъ — 6 характери- 
стику — 2 вычитаемаго, находимъ въ остатк — 4; полный остатокъ = 4,8211106. 
827. Умноженіе, —Пусть требуется 2,4367894 х 5. Инфемъ: 
(— 24 0,4367894) х 5 == — 10 4- 2,1839470 — 8,1839470. 
828. Д%леніе, = Пусть требуетея раздълить 6,2466724 на 2. Имъемъ: 
(—6-1-0,2466724):2 = —3- 0,1233362— 3,1233362. 

Еслибы тотъ же логариемъ требовалось разд%лить на 5, то, чтобы харак- 
теристика длилась на-цёло на 5, слъдуетъ къ ней придать —4, а потому 
къ мантисев надо придать -|- 4; такимъ образомъ имфемъ: 

6,2466724:5— (—10--4,2466724):5=—2- 0,8493345 — 2,8493345. 

Когда ветрчается случай дъленія логариемовъ съ отрицательными харак- 
теристиками, слфдуетъ мантиссы ихъ кфлать отрицательными. Напр. при раз- 
дфлени 2,3142890 :1,3156782 замбчаемъ, что длимое = — 1,6857110, а по- 
лому частное приводится къ — 16857110: 1,3156782. 

829. Употребленіе дополненй.— Когда въ выражен содержится нћоколько 
вычитавмыхъ логариемовъ, удобнфе замфнять ихъ дополненіями, такъ какъ при- 
этомъ оба дЪЙствія — сложен я и вычитанія логариемовъ приводятся къ одному 


дъйствію — сложешя ихъ. Такъ, употребляя дополненія до 10, замфняемъ вы- 
раженіе 


Іда — 14-1 с—– 100 — ще 
равнымъ ему выраженіемъ 
10а (10—96) 9е- (10 — 14а) - (10 — (уе) — 30 
ИЛИ 19 а -|- 6019-4-19 с + бо 10а 4- боде — 30, 
причемь Со есть сокращене слова сотріетеціиш —дополненіе. 
830. Примфры вычисленй съ логариемами.—Т. Вычислить х = е - Лога- 


риемируя, имфемъ: 0 2: (9 т — 14 173 =- 0,4971499 — 2,2380461, или, зам%- 
нивъ вычитаемый /09 его дополненіемъ до 3: 
9 2== 0,4971499 -- (3 — 2,3380461) — 3 — 0,4971499 + 0,7609539 — 3 = 


2.2591038. 
Отеюда 2 = 0,0181595. 
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П. Вычислить х = о Тогариемируя и употребляя дололневіе лога- 
риема знаменателя до 1, послъдовательно имђћемъ: 

„1982 0,4971499 — 3,7551123 = 0,4971499 + (1 — 3,7551123) —1 

— 0,4971499 -|- 2,2448877 —2,7420376. 
Отсюда х— 552,125. 
ра 

0,0084321х \ 15 
вт | 
Іор 0—10 0,0084321 4- 2. (10 2 - доп. 915 — 2) 4- доп. 5.109 8,37. —1 


1 0,0084321 — 39289357 


Ш. Вычислить х = 








9 2 = (,3010300 : Вычислевіе 2. 

доп. (9 15 = 0,8239087 — 2 | 3,9259357 
1,1249387 | 1,7083129 
по раздфлени на 3: р 1,5386373 
1,7083129. -3 179885 


сае: 19: 3,1728859 
19 8,37 = 0,9227255 | 2 0,00148897. 


5 18,31 = 0,4613627 





оп. 198,37 —0,5386373 —1. 


115,92 х 0,0185 


ІҮ. Вычислить 2: = 0;00526х (196) 





, 





1915,92 = 1,2019431 | 0,1717062 
1 415,92 = 0,1717062 1,4200238 
о 2 | 2.2190143 
54 0,0182 = 1,4200238 | 192=10.4094638:2 
доп. 19 0,00526 = 2,2790143 == 5,2047819 
10196 = 2,2922561 2 0),00001602256. 
19 196 =11,4612805 | 
831. Задачи. 


1. Логарнемировать выражевія: 
(300%)%(2а%)4 а Г 
баб ° 4(а--5) 

2. Найти х изъ уравненій: 








‚ Удезая — 102 1 аа — (а— 6). 


1092—= 2009 а-|- = 109(6)|; 109 == 2105 а |- 31098 — 109(20-|- 35); 


1 
ода 50109 я-то + 1096} — "13 4- 6109 с] 109 афс 
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8. Найти логариемы чиселъ: ` 
9287856; 32875935; 0,0007392575; 0,0010219856; 
0,018733; 0,0192718; {/0,000628074; 5/0,001394597. 
4. Найти числа, соотвътствующія логарнемамъ: 
3,4743620; — 4,6158449; — 1,1924002; 3,9070188; 2,9230056; 
3,60002495 —4,7480096; 0,0360697; 1,4059809; 0,5318649; 
13140148 3,5549801; 4,9235311; 2,7610056; 83.4971069; 





1,0004041; —2,5752036: — 4,6039891; — 1,2005869: — 0,5039789; 
5. Вычислить выраженія: 

__ (11 423459)*. __ (Узвавтэт)° рч Е х 0,009748 
— 40173 /51482° ^^ 10732879) ° = 0,06723 х 2893 








3. Е 
— 140,047 х 0,0888 1,045'х 0,46твә?х УЗ. 


р) жб 2 Ы 





ШИБЕ НЕЕ 
0,00913 х \/0,0057 245,28 х \36,40578 


с уче —81 2 д/29315:-4- 888и, Е = оазе + 44195467 
ав ' ава 541 — {18295 
6. Вызислить площадь треугольника, котораго стороны суть: 
а 3424,75; $ — 7836,45; с — 5245,8 метра 
7. Вычислить радіусъ сплошнаго серебрянваго шара, вфсящатго столько же, | 


сколько вфсить мФдный цилиндрь, котораго радіусъ основанія равенъ 6 сантим., а 
высота 128 миллим. Плотность серебра — 10,47, а плотность мди 8,85. 








8. Вычислить площадь трапеци, зная 4 ея стороны: 
‚ @— 2020,42; $ — 1087,55; с = 1073,75; 4 — 987,64 метра. 
9. Вычислить дугу круга, котораго радіусъ равенъ 187,957 м., а уголь при 
центр 38945'28”. 
10. Вычислить площадь круговаго сектора, котораго радіусъ — 318,428 м., а 
центральный уголь 7597/45”. 


11. Вычислить центр. уголъ круговаго сектора, площадь котораго — 230,4715 
м., а радіусъ 18,328 м. 


12. Вычислить стоимость чугунной водопроводной трубы, внутренній діаметръ 
которой —0,245 м., средняя толщина стБнокъ 0,014, а длина трубы 2134 м. Удфль- 
ный вЪсъ чугуна 7,207; цвна килограмма его == 0,2 фр. 


13. Дугу окружности радіуса 498, 35 м., содержащую 60%, обращаютъ около одного 
изъ конечныхъ радіусовъ; вычислить: 1) поверхность описаннаго сегмента: 2) объемъ 
сферич. сектора: 3) объемъ сферич. сегмента. 


14. Пустой баллонъ вситъ 63,45 кил., квадратный метръ его оболочки въситъ 
0,95 кил. Вычислить подъемную силу, зная, что 100 граммевъ и 1,298 кил. суть 
соотвътственные вфса кубическаго метра нечистаго водорода и воздуха. 
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ГЛАВА. Г.Т. 


Приложенія лотариемовъ. — Ршеніе показательныхъ уравненій. — Финансовыя опе- 
ращи: сложные проценты, срочные вклады и срочныя упдаты. — Задачи. 


РБшеніе показательныхъ уравненій. 


832. РЬшеніе уравненія а° — 0. — Полагая а и 6 положительными, беремъ 
логариемы отъ обфихъ частей: 2 /у а = у 0, откуда 
у ГАА 
па 
Примъръ. Рњиить уравнене 0,06971= — 0.00856. 
Логариемируя, находимъ 
х 104 0,06971 14 000856, 
___ 17 0,00856 _ 3,9394738 
7 [90,06971 5,8489951 ° 
или, замфчая, что 3,9324738 = — 3 4 0,9324733 = — 2,0675262 и такимъ 
же образомъ 2,8432951 = — 1,1567049, имћемъ 
2==2,0675262 : 1,1567049. 
Выполнивъ дЪленіе, находимъ, 2: 1,787, съ точн. до 0,001. 


с? 


А З 5 
Приложене. Рљшить ур-ніе а == а. Полагая с’=у, 6’ == г, откуда 


а° =, имфемъ 3 ур-вія съ 3 неизвфетными, изъ которыхъ послфдовательно 
ВЫВОДИМЪ: 


откуда: 





Г] 
19а |" "1да! | 

ре 94, 2: Д Са) Ъ &2= — 90 
а, у == Е и наконец Е р 


833. Рљшеніе уравненія аа" -- ба? - с = 0. Положивъ о? = у (1), имъемъ 
а шу 1-0... (2). 

Квадратное ур. (2) даеть у, а для веякаго значенія у находимъ изъ (1) 
соотвътетвенное значеніе =. Но для 2 получитоя дъйствительное значенів только 
тогда, когда у будетъ двйствительно и положительно. Отсюда, при а >> 0, дан- 
ное ур. будеть имфть два дљйетвительнылљ корня только тогда, когда удовде- 
творяютея усдовін: 

$ — 4ас > 0), ае > 0, ее 


195, 
Примъръ. Рњшитњ уравненіе 571 | рғ == 026. 


Освободивъ отъ знаменателя, имъемъ 
5+1 — 646 х 52-125 = 0; 
положивъ 5° = у, даемъ ур-нію видъ 5у? — 6267 -- 125 — 0, откуда у = 1925, 
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Ф 


у’. Такимъ образомъ получимъ два ур-нія: 5=—195, откуда 2/3, и 
=» откуда 2 = — 1. 





834. РЪшеніе системы: /0 2 -|- /у у == тю в ах | Бу с. 

Первое ур. можетъ быть представлено въ вид /у ху = т, откуда 2у=—10"...(1); | 
такимъ образомъ вопросъ приводитея къ ръшенію системы: ху == 10” и 
ах -|- Ьу == с. Исключене у даетъ ур-нів ах — сх | 6х 10" = 0. Рьшивъ это | 


ур., найдемъ звпаченія у, соотвфтетвующя каждой величин х, изъ уравненія 
6 0—92 
И 























Примъръ 1. Ръшить систему 
а 9у=3.... (1) 52 — 3у*—11300.... (2) 


Первое ур. можно представить въ видЪ {у ху==/9 1000, или ху —1000. ..(3) 
Исключевів у изъ (2) и (3) даетъ, по упрощеніи, уравненіе 


2% — 226022 — 600000 0, 


имфющее два маимыхъ корня и два дЪЙСтвиТеЛьныхъ; пфйствительный подо- 
жит. корень 





= 41130 4- /1130* + 600000, 
или 050, и слъд. у= 20. 
Примъръ П. Решить систему: 
2 4у— іу 2 01249387; 1984 2172-4-49 ==1,7323939. 
2 у — {у 2== 14 г, 0,1249387 = 141,388. ... =; слЪд. первое ур. 


2 
приводитея къ х. == › откуда 2 == 2 у^. бъ другой етороны /43 +2 /у 2-|- 


4-19 0 == 14 3299; 1,7323939 — [9 54; сл. второе ур. приводится къ 32у = 54. 
Исключая х, находимъ ур. у> = 32, откуда у == 2; и наконецъ 2 = 3. 


ФИНАНСОВЫЯ ОПЕРАЦИИ. 
Сложные проценты, 


І. Сложные проценты для ифлаго числа лфтъ. 


835. Опредленіе. Говорятъ, что капиталъ помфщенъ на сложные эуро- 
центы, когда въ конц каждаго года процентныя деньги прибавляются къ ка- 
питалу для нарощенія его процентными деньгами въ теченіи слЪдующихъ лътъ. 

836. Основной вопросъ. Вычислить, во что обратится капиталь а руб. 
отданный на сложные проценты по р со ста, вь і льть? 

100 руб. прицосятъ въ годъ » руб. прибыли; елъд. 1 руб. иринесетъ въ 


это время т руб., а потому 1 р. къ концу перваго года обратится въ 1-- а р 


а деды 


или, обозначая г буквою х, въ 1-х (сумма 1-х наз. зодовымь оборотомь 


рубля), а слъд. а руб. въ конц тода составятъ сумму п(1 | ғ). Каждый рубль 
этой суммы въ конц втораго года дастъ опять 1 4-7, а слд. воя сумма 
01 4 ғ) дастъ къ этому сроку а(1 +- »)(1-- +), или а(1--х)*. Къ концу 3-го 
года каждый рубль этой новой суммы обратится въ 1 4-7, а потому вея сумма 
въ а(1--”) (1-7) или въ а(1--*); и т. д. По аналогіи заключаемъ, что 
въ концф #го года составится сумма а(1--”)'; называя эту сумму буквою А, 
имфемъ ур-н1е 


837. Формула (1) содержитъ четыре количества: а, А, ѓи р (заключается 


въ 7); сл. когда три изъ нихъ будутъ даны, то можно опредфлить четвертое. 
Отсюда четыре задачи. 


838. Основная задача. Озредльеме А по даннымь а, ри і прямо р%- 
шаетея ур-мъ (1); логариемируя его, имћемъ 


19 А=14а-4-#. м -»,).... (2) 
ПРИМЗРЪ: @—20000. р—4,5 и 1—10. 


__ 4.5 __ 4 а—=4,3010300 
7100 — 104 (1-4)=0,1911629 
0,045. 19 А = 4.491999 


А = 31059, 33 руб. 
839. Какой капиталь а нужно помюстить на сложные проценты по р 
со ста, чтобы въ конць і аът» составилась сумма А? 


Ур-не (2), ръшенное относительно /у а, даетъ 


Гу а= 19 А 4- доп. 1409 (14-+)...... (3) 
Примъръ. А — 40324, #—21, р—4. 
19 (1-Е) =0,0170333 19 А == 4,6055636 


$ 19 (14-7) = 0,3576993 Доп. Ё. 9 (14-е) =1.6423007 
19 а= 4,2478643 
а= 11695,56. 

840. На сколько лъњтъ нужно пдмњетить капиталь а, чтобы, при 
сложныхь процента» по р со ста, составилась сумма А? Прибыль на 1 
руб. равна г. 

Рашая ур. (2) относительно #, имфемъ 

_ 9 А — іда 
за) 

Примъръ. А = 40324; 0 17695,56; р = 4. 

46055636 — 4,2478643 _ 0,3576998 _ 


0,0170838 7— 00170833 


841. При каких процентахъ капиталь а дасть, по истечении і мыть, 
сумму А? 
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Рьшая ур. (2) относительно /9 (1-7), имћемъ 
19 А —1, 

(1+) = 291 Е 
Найдя отсюда 1--х, легко опредфлить и р. 
Примъръ: а— 21319, А = 42327, п = 15. 

19 А 4,6266937 

1у а= 4,3281668 

(14е) == 02978989 0,0198571 
1--7==1,04678. 


Отсюда ғ или ТА — 0,04678, а слёд. р=—4,678 или приблизительно 


въ цфлыхъ копфйкахъ, р —4 р. 68 коп. 


П. Время помфщен1я капитала — дробное. 


842. Обыкновенное время, въ течени котораго капитажь находится подъ 
процентами, слагается изъ цфлаго числа лътъ и нъкоторой доли года, которую 
условимея обозначать буквою ў; цфлое же число лћътъ, по прежнему, обозначимъ 
буквою #. Если напр. доля года равна 3 м%ъсяцамъ 25 днямъ, то 

3280-1-25 __23 
о 30 т’ 
принимая каждый мФеяць въ 30 дней. 
843. Основной вопросъ. Какая сумма А составится, если капиталь а, 


отданный на сложные % по р, находится въ оборотњ $ лътъ и долю 
{ зода. 


По истеченіи # лътъ капиталъ а обратится въ а (1 -|- ғ)‘. Каждый рубль 
этой суммы, получая въ годъ приращеніе ~, въ теченіи доли { года дастъ при- 
ращевіе ў”; полное же приращевіе суммы а (1 4-7), будетъ а (1 -- ғ)". 7. Та 
кимъ образомъ къ концу #-Р У лътъ составится сумма 0 (14-7) + а (1 4-е). Ре, 


или А=а(1. (140)... (1). 
Примъръ: а—41524,75, р=5, #7 и [=10 ме. 
11-х 0,05 0 а= 4,6183070 
=1-- 29 6 18014-7) = 0,1483951 
—1,0416667 № (1-1) = 0,0177988 


10 А = 4,7843609 
А == 60863,05 руб. 
844. Какой капиталь, помъщенный на сложные є, по 5 со 100, дасть 
6ъ 18 лътљ и 3 мњсяца сумму 48734,05 руб? | 
30 
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Логариемируя ур. (1) и опред®ляя /7 а, имфемЪ 


19 а= 14 А + доп. + 19 (1+ +) - доп. 009 (1+ №)...... (2) 
141,05 0,0211893 10 А = 46878325 
18 191,05—0,3814074 доп. #19 (1+) = 16185926 
в = — 0,0125 лоп. /9 (1-- 8) =1;9946050 
14 2 = 1,0145 14 а= 4,3010301 
а == 20000 руб. 


845. Какое время сумма а должна находиться подь сложными %,, счи. 
тая по р со ста, чтобы образовать капиталь А? 
Нужно опред%лить Фи /. РЪшая ур. (2) относительно #, имъемъ: 
6—19 А 10а 9 1-Е). 
ва) юа). 
Пусть частное дЪлевія, указаннаго въ первомъ члеп, будетъ О, а оста- 
токъ А; имђћемъ: 





== Е юа+ 2) 
ТЕТЕ И 8) 

Первая часть ур-нія есть число цЪлое, слъд. и вторая должна быть цъ- 
лымъ чисдомъ. Но ( есть цёлое число, слъд. и разность дробей должна быть 
цЪлою. В, какъ остатокъ, меньше дфлителя // (1-4 ғ), елд. первая дробь 
меньше 1. Затмъ {< 1, саъд. / < 7, откуда 1 <1--и, а потому и 
19 (1-- №) < 19 (1-4 ғ), такъ что и вторая дробь меньше 1. Но разность двухъ 
правильныхъ дробей только тогда м. б. цћлою, когда она равна нулю, откуда: 

—=/9(1-- №), и ур-ніе (3) даетъ #=0. Такимъ образомъ для опред%ленія 
времени имфемъ два ур-нія 


оны (4) и (14-й) == 6,...... (5) 
показывающія, что для нахожденія цћлаго числа лЪтъ, надо взять цълую часть 
частнаго отъ раздЪленія /7 А — [у а на /9 (1-х), а для опредъленія доли года — 
приравнять /9 (1 4-7) остатку указаннаго дфленія, и ръшить полученное ур. 
относительно /. 


Переходя въ ур-нін (5) оць логариема къ числу, найдемъ: 1 -- ў" = т 
1 


откуда =" —. 
Примъръ І. А-—48734,04; а=20000; х—0,05. 
19 А = 4,6878324 
19 а = 4,3010300 
14 А -- 19 а = 0),3868024 
17 А —1да_ 0,3868024 _ 0,0053950 








191,05 — 0,0%11893 —— 18 0, 0211893 
14 (14-9) = 0,0053950 
1 —1,0125 
р ее — 0,5. 


Итакъ, #—18 г. и == года. 


—- 46 =. 





Примъръ П. Населене страны возрастаетъ ежеюдно на нъкоторую 
долю а своей величины, какую оно имъеть въ началљ зода. По истечещи 
какою времени оно будеть находиться въ данномь отношении Е къ первона- 
чальной своей величинь? 





Пусть первоначальное населеніе равно а; населеніе въ конц # дътъ и | 
доли Г года пусть будетъ А. Им%ћемъ: А а (1 - о): (1-- №); но, по условию, | 


А— фа; сл. 
6==(1 4 9)1 4- ә). 


Пусть, напр., требуется узнать, черезъ сколько времени удвоится населеніе, 
возраетая на 5%? 


Въ данпомъ вопрос 6 2, «—0,05; ур-ніе, будетъ 
21,0541 4 0,05/). 
Частное, подлежащее вычисленію. будетъ 


199 _ 0,3010300 _.,, 0,0043798 _ | 
191,05  0,0211898 ``" 0,0211893 | 


9 (10,05 7) =0,004379$ 
1-1 0,05  =1,010136 


дн. 
0010186 __1,0136__365 х 1,0186. 
О ЗИ ЕКА 
Итакъ, населенів удвоится черезъ 14 лфтъ и 74 дня. 
846. На катіе проценты нужно помњстить капиталь а, чтобы въ -|-ї 
лњтъ онъ обратился въ А? 

































































Вопросъ приводитея къ рышению относительно 7 үр-нія 
А==а (14-7) 0); 
по раскрытіл (1 -- 7)", получимъ ур-віе #--1-Йй степени въ »; сл. не можетъ 


быть рёчи о рёшени его въ этомъ общемъ случа обыкновенными пріемами; 
но оно м. б. рёшено 20 способу посльдовательныхь приближенай. 
































Взявъ логариемы отъ обфихъ частей ур-вя, выводимъ 





м9 = 040 нал) О (1) 


Откинувъ второй членъ (обыкновенно ~ содержится между 0,03 и 0,06, а 
1 <1, такъ что 1-Р |" близко къ 1, а сланы весьма малое число), найдемъ 
первое приближеніе ғ, числа х, по избытку, изъ ур-нія 
10 А — 10а 
тт) = 227808......00) 


тд 7 7. 
Затфмъ полагаемъ 





19 А —1дба (+7) 
уйл) = 24—04 НОА)... 0) 
второй членъ 2-й части больше втораго члена 2-й части ур-нія (1), и потому 
ғ. Нсколько мепьше 7. Итакъ, 7, и 7, суть два приближенія къ 7, первое по 
30% 


избытку, второе по недостатку. Взявъ то` или другое вмфето ғ, сдлаемъ ошибку 


м |5 
меньшую 7, — 7,. Взявъ для -” ариеметич. средину 5. сдЪлаемъ ошибку, 


ү #7. 
меньшую даже так Въ самомъ дфлф, пусть 


А-а, 067—9, 
т 
ТД о, и о, положительны; отсюда 








ан = ү + ра лв в. И м — 7 — 01 Бс 95 Ў 
В 2 5 
В "+7 „ М б 00: б 
завъ 2—2 за ғ, сдблаемъ ошибку, равную >; во абсолютная ве- 
4 а & г 7 
личина “ Е а? ста 


Если приближеніе 7, недостаточно, опредъляемъ два новыя приближ. зна- 
ченія 7; и 7; по Формуламъ 


Ња) = 19 А — а _ 91-47%) 








і И (4) 
мая) = Ане иа)... 6) 


Изъ того, что 7, < ғ, очевидно, что вторая часть (4) больше второй части 
(1), но она меньше второй части (2); елъд. т >73 >. Олд. 7, есть новое 
избыточное приближене числа ғ», и менће ошибочное, ЧЪМЪ 7. 

Затфмъ, такъ какъ 7, >> 7, то вторая часть (5) меньше второй части (1), 
слЪД. ғ, <; а какъ т, <7,, то вторая часть (5) больше второй части (3); ел. 
”, >. 

Отсюда видно, что х, есть приближеніе по недостатку, мене ошибочное 
ЧВыЪ 7,5 СЛД. 7 22 7 22 7, причемъ промежутокъ отъ 7, до 7, меньше проме- 
жутка 0тъ 7, до 7,. 

Такимъ образомъ имфемъ рядъ значен!й для »: 


Ту 17. 136, 7. 


поперемънно приближенныхъ по избытку (прибл. четнаго пор.) и по недостатку, 
(прибл. нечетн. пор.) причемъ ихъ точность идетъ возрастая. 

Остаетея доказать, что числа »;, 7,..., Тор» Торн»... ИМФЮМЪ общимъ пре- 
дъломъ х. Для этого достаточно доказать, что абе. вел. разности между тк их, 
при неограниченномъ возрасташи №, стремится къ нулю. Имфемъ 


(1-я реа м0) 





шь) Аа Ор), 


откуда 





Мања) = о) = СЕО), 
Но 


14-7 а: 14-*, 
СГ У 
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въ самомъ дфлЪ, приводя къ общему знаменателю, который положителенъ, и 


сравнивая числителей: 1 -- иь | 71 Ч Ра или ИИ ә) 
И 7 — 7, замфчая, что ѓ<1 и’—7,,> 0, инфемь /(у—и,,) <и, 919 
и требовалось доказать. Итакъ 


та) 40) < АЯ ЕЕ 7), 


а слъд., обозначая буквами 





9 ? ИЛ Ы) 05 ру 9. р+1 ете 


абсолютныя значенія разностей между 


иа) в м-т), Ш), 


имћемъ: 
1 4 0% 
0% < т, <’ А ара <": 
Перемножая эти неравенства, получаемъ 
о 
бар+} < {ар` 


Но $ — число цълов, 2р — число положительное, возрастающее неограниченно, 
слъд. и #? возрастаетъ неограниченно, а потому можно взять 2р настолько 
большамъ, чтобы 2,,,, было какъ угодно близко къ нулю; сафд. разность 


1401 +) Ба 91 4») 
стремится къ нулю, а олд. 7, КЪ 7: это и нужно было доказать. 

847. Примъръ. На какіе проценты (сложные) помльщень быль капи- 
таль 7300 р., если во концњ 6 льть 8 мњсяц. 10 дней онь обратился 
в 10448 р. 10 к. (проценты катитализируются въ концњ каждало да), 

Примняя указанный методъ, иићемъ 


25 
(14+; 7) 
1910448,1 — 197300 36 
па) = а 6 


пли ма- +) = 0,02595593 + 0,25938375 — О 





Первое приближене для т получимъ, откинувъ два после члена; 
19014 7,) = 0,02595593, 
откуда 7, == 0,0615878, причемъ х, 27. 
Второе приближене вычисляемъ изъ ур-нія 
4-Е") =0,28533968 — 085-297), 
откуда, замфчая, что 26 -| 25», = 37,53969, имфемъ 
19014-7) = 0,02292457, 
елд. 7, = 0,0542038, причемъ ~, <. 
Третье приближене находимъ изъ ур-вя 


10014) = 0,28533968 — а, 
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замфчая, что 36 | 257, == 37,355095, находимъ | 
1014 ,) =0,02328138, 
откуда 7, 0),0550702, причемъ >, > и. 
Четвертое приближене. 
ма 4) = 0,28533968 — 1096-25), 
гд 36 + 257, == 37,376755, даетъ 
(14 к,) = 0,02324088, 
откуда г, =0,0549719, причемъ 7, < 7. 
Разность г, — 7, = 0,0000983, сд. каждое пзъ приближеній х, их, пред- 
ставляютъ 7 съ ошибкою, мепьшею 0,0001. Итакъ 
т —0,055021 


предетавляетъ х съ ошибкою, меньшею 0,00005; отсюда, умножая на 100, на- 
ходимъ проценты: р = 5,5021, съ ошибкою, меньшею 0,005 р. Олъд. прибли- 
Зительно беремъ р=5,5. | 

Примъчане. Обыкновенно же на практик, для вычисленія времени и 
процентовъ берутъ Формулу, выведенную для цфлаго числа лътъ: А—=а(1-- 7), 
подставляя въ нее вм%сто & данное дробное число лътъ. Примфняя эту Формулу 
къ данной задачв, имфемъ 

014-9) = 1910448,1 — 197300 __ 36 х 0,1557356 


рр 241 
635 
—=0,0232634; 
отсюда 14-7==1,0550266, и х=0,0550266; 
наконецъ р=5,50266, 


результатъ, мало разпящійся отъ прежде найденнаго. 


Срочные вклады. 


848. Основной вопросъ.— Въ течении Ї лътъ вносятся въ банкъ въ началь 
каждало 10да тослњдовательно капиталы а, а,, аз,...., а. Важая сумма нас 
копится кз концу срока, если считать сложные проценты по р’? 

Первый срочный вкладь а,, находясь подъ процептами & лћтъ, обратится 
къ концу этого срока въ а, (1--7)', или, полагая для краткости 1-79, 
въ 2,4. 

Второй вкладъ, "находясь въ банк #—1 лЪть обратится къ концу срока 
въ 2,7. 

Третій взносъ къ концу того же срока обратится въ 4,9, ит. д. 

Поелфдвій вкладъ, находясь подъ процентами 1 годъ, даетъ 4:9. 

Сложивъ эти суммы, получимъ накопившійея капиталъ 


Аааа" а 4: о: (1) 
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Когда вклады различны, Формула (1) не допускаеть упрощен; если же 
ежегодные взносы равны, то, обозначивъ каждый изъ нихъ буквою а и вынеся 
за скобки общій множитель ад, найдемъ: 

А — 090049... 4-9 4-1). 
Выраженіе въ скобкахъ представляетъ сумму членовъ геометрич. прогрессіи, 
первый членъ которой —=1, а знаменатель 9; по Формулћ суммы имђћемъ 
(4 
9—1 
ан 5 
А=9% 2—1 (2) 


Примъчане.— Если бы сумма а была вносима въ конию каждаго года, то 
первый вкладъ находился бы въ банкъ #— 1 лфтъ, второй #—4,..., послд- 
ній 0 лЬтъ, и получили бы 


А’ — аа ват --...... + аа-- а 


ИЛИ А = а: 








4—1. 

849. Ур. (2) содержитъ 4 количества: А, а, ри Фи позволяеть найти 
одно изъ нихъ, когда остальныя три будуть даны. Отсюда 4 задачи; 

1. Для опредъленія А непосредственно служить ур. (2). 

2. Опредляя а, имфемъ 


а, 
9(4 — 1) 
3. Для нахождения #, освобождая ур. (2) отъ знаменателя, имфемъ: 
а А(а— 1), 


М9 — 1) = (9 — 1), откуда 91+ 
үр-нів показательное. 


04 


4. Опредфлен!е р приводится къ нахожденію с. Изъ пося®дняго ур-нія прямо 
находимъ 


ад — (А4 а)д А =0, 
ур ніе #-|- 1-й степени относительно 0. — 
Численный примъръ. -— а = 2000, #== 20, р = 5; найти А? 


1,0520 —1 
А=2000. 1,05. 2—05 - 


. Такъ какъ 409 разности 1,05*° —1 нельзя найти непосредственно, то пред- 
варительно вычисляемъ 1,05%. 





== 42000(1,05°° — 1). 


Вспомогат. вычисл. Вычисленіе А. 
у == 1,05% 1942000 = 4,6232493 
15у = 20 15 1,05 = 0,4237860 19(1,05% — 1) =0,2183510 
26532 7700 А = 4,8416003 
9 160 : 164 А = 69438,5, 
147.6 
7 12.4 


р — 1 1,658297 
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850.— Приводимъ еще н®сколько упражненій на срочные вклады. 


І. Какой капиталь накопится чрезъ т мьть, если въ конць каждало 


р а а в 
полуюдя вносить по Гл руб., или по д 9% конь каждой четверти зода. 


а 
или по =. 65 конц каждазо мљеяца? 


Ч а 5 
Внося 5 2. ВЪ конц каждаго полугодія, составимъ капиталъ 
== а ү 
с= (1+5) –1), 
т А 
вели = овначаетъ прибыль ва 1 р. въ позугоде. 


а 
д ВЪ КОНЦЕ каждой четверти, составимъ капиталъ 


= 10144) 1] 


у 
ТАБ -р озпачаеть прибыль на 1 р. въ четверть года. 


Внося 


Накопецъ вклады въ концф каждаго месяца дадутъ 


= 0)" -1] 


ГА т т | 
$’ ч’ 15 3а полугодичные, трехмъсячные и 


мфеячные проценты, получаемъ въ концф года прибыль, н%сколько большую х. 
Чтобы годичные проценты составляли въ точности ғ, надо вести вычислен!е такњ 


Примпчаще. — Принимая 


А 1 
Пусть процентныя деньги капиталязируются по истеченія доли гт года; чтобы 


1 руб. въ конц года обратился въ 1 -|- ~, надо чтобы проценты были 
п =У1- "1, 

ибо, прибавляя 1 къ х, в возвышая результатъ въ степень А имфемъ: 
(14-7) = (147) =1-». Такимъ образомъ, въ вышеприведенныхъ зада- 
чахъ получимъ 

ЕЕ асъ. БЕСЫ а е ТЕ А аиа и 

оу’ Гоа ит" 12 ПАУ 1 

результаты, весьма мало разнящіеся отъ прежнихъ. 





+ 
П. Какой капиталь составится въ конь п лють, если въ конц важ- 
дато 1000 вносить суммы, измњняющіяся въ ариөметической троурессіи? 


Пусть а есть первый ввладъ; а -- 6, а-- 26,. .. ., 24 (п — 1)6 олду- 
ющіе. Искомый капиталъ Х будетъ 
Ха 4 (60 еа +а+ (0—1); 


1 
——— == Ъ 
полагая т ие 9, имфем 


{мега ен... ++ - и 
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Выраженіе въ скобкахъ можно представить въ вид · 
а) Уа 20 + (8 – 1), 
тъ 0494-5 Бе, полОЖивЪ 





50° 29" - За'-...... -- (п — 1)4*, имфемъ 
$9 = ЕЕ + (п — 2)4*- (п — 1)4”*', откуда 
Маа ар +9 — (0 — 1)0"*', ми 
Е аа Сее де Обе. 
801 0) = = (п 14 я откуда = СУ = 4—1 
Подстановка въ Формулу Х и вамћна 9 дробью г Е; даетъ 


14) —1 |, п— 1)Ь 
ети» 
Ш. Какой капиталь накопится чрезь п лльть, если въ конць каждаю 
зода вносить суммы, излњняюощіяся въ вометрической прозрессви? 
Пусть будутъ а, ай, а1°,. . . ., а! послдовательные взносы. 
Къ концу срока они обратятся въ е 
а(14- +)", а(1 4 ғ)%%,.. 0... а. 
Сумма членовъ этой прогрессія, знаменатель которой 
прв 
У —=а о. 


ІҮ. Настолщцимь значещемь дома А, подлежащоло уплатњ через» т лът», 
называется сумма, которую банкиръ обязань бы быль уплатить тотчась же 
въ замльнь документа. 


Выраженіе настоящаго значенія долга А, очевидно, есть 


= т. будетъ 


ее 
ЕО 
потому-что, помфетивъ въ настоящее время эту послъднюю сумму на сложные 
0/0, получимъ по истечени ю лфть 


414 7 
(1 тту т) + НЕ 
капиталъь, необходимый для уплаты долга, 


Ү. Учеть при сложныхь процентахь. — Учетомь наз. разность между 
номинальною величиною долга и его дфйствительною величиною; поэтому, ор- 
мула учета будетъ 


Аоф р. 


Положивъ дая краткости = 9, предыдущя Формулы представимъ 
въ сокращенномъ вид 





А,==А9", е =А(1 — 9"). 
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ҮТ. ЗАКАЧА. —ъкто должен» уплатить суммы А, А’, А",... соотвњт- 
ственно черезъ +, Ё, #',... лъть; черезъ сколько љмътъ онь вполнь можеть 
позасить долль единовременнымь взносомь В рублей? 

Пусть 2—будеть искомое число лътъ; настоящая величина капитала В д. б. 


равна суммъ настоящихъ величинъ капиталов А, А’, А”,...; потому ур-нів 
задачи будетъ 





А А’ А” _ В 
о Тая ар рае 
Частный сучай.— Если имфютея только два платежа, и притомъ В = дА, 
предыдущее ур. приводится къ 
1 , 
= 5(0+4). . 


Легко видъть, что искомое время вседа короче средняю изь эполь объихь 
уплатљ. Въ самомъ дълћ, положивъ # —#- 24 и вынеся множителя 9**, найдемъ 


1 1 
в р \ = ( а =) . 
На 
Но количество, сложенное съ своею обратною величиною, даетъ всегда 


сумму, меньшую 2; слъд. 9">9“*; а какъ 9<1, то необходимо = <Е-- 4. 


Примъръ. — Уллатю подлежатъ: 12500 р. чрезь 7 мыть и 12500 р. 
чрезъ 43 пода. Черезъ сколько мыть можно помсить доль однимь взносом 
въ 25000 р., полая сложные у по 4,5 со ста? 


Вопросъ решается ур-мъ 
И И Р С 1 үз 
о = (тод) се) ь 
при помощи логариемовъ находииъ 


(18). —0,7348283 


1,045 
(18). =0,1506605 
3. (115) =0,8854888 


19 0,4427444 1,6461531 3538569 
1 — ==— в — 
1,9808837 191168 





В 
9 1,045 
—18 год. 6 м%е. 


Срочныя уплаты. 


851. Опредфленіе. — Срочною уплатою называется постоянная сумма, 
которую слъдуеть вносить вь конь каждазо 10да для поюлиенія дола, вмњ- 
сть съ ею сложными процентами. 

852. Основной вопросъ.— Занять въ банкњ капиталь а по р % въ 1005 
(считая сложные %) на Ё люьть. Какую сумму х нужно вносить 65 концт 
каждало юда, чтобы доль быль тозлшена? 
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Долгъ а въ конц» 1-го года обращается въ ад; по внесев!и же срочной уплаты 
х онъ обращается въ а4 — =: таковъ долгъ въ начал 2-го года. 

Въ теченіи года эта сумма обращается въ (24 — х) или въ а9° — 29; по 
уплат же въ конц 2-го года х руб., долгъ въ начал 3-го года будетъ 
а4* — 20 — х. 

Такимъ же образомъ въ начал 4-года долгъ будетъ а? — х0 — 29 — х, 
и т. д. 


По авалогіи съ этими формулами заключаемъ, что по истечени # лътъ 
долгъ банку будетъ 





аф афі — кф — 6. др (А) 
По условію, черезъ # лътъ долгъ д. б. погашент; отсюда ур.: 
аф — 24-1 — 20? —......— 29 0, 
ии ад! — «(а --а-*-...--. ++) =0, 
или, наконецъ: 
ар 2.910 РР (1). 


По прежнему имфемъ 4 задачи. 5 
858. Опредћленіе срочной уплаты. — Рёшая ур. (1) отн. х, имфемъ 


а9(9— 1), 


а 


Частный случай. — Если срокъ займа неограниченно великъ, то, положивъ 
і==00 и замфтивъ, что 4', при 9 > 1 и і ос, обращается въ оо, находимъ: 











со В 
2 == • Дая раскрытія неопредъленности дёлимъ числитедя и знам, на 9; 
находимъ 
: Га(а— 1) 1 
іш === 202) =а(9 — 1) = а, 
11— % |= оо 
а 
ТАБ 1 — 100 


/ 
Легко истолковать этотъ результатъ, замфтивъ, что ағ ияи 6 
мула простыхъ годовыхъ процентовъ долга а. Итакъ, предфлъ срочной уплаты 
при веогранич. срок займа равенъ простымъ годовымъ процентамъ занятаго 
капитала, — результать, который не трудно было предвидфть заранће. Въ са- 
момъ ДВаЪ, очевидно, что ерокъ займа м. б. безконечно великъ только тогда, 
когда срочная уплата погашаетъ одни простые проценты, оставляя капиталъ 
безъ измфненя. На такихъ условіяхъ въ большинетв® случаевъ дЪлаютея 20су- 
дарствинные займы; тосүдарство ограничивается уплатою, въ опредфленные 
сроки, простыхъ процентовъ своего долга, такъ-что срочныя уплаты, вносимыя 
государствомъ, не могуть служить къ погашенію долга, которое достигаесят 
другими средствами, когда это дозволяеть Финансовое положен!е страны. Ска- 
ванная уплата называется, поэтому, неирерывною рентою, 


есть Фор- 
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Обыкновенно же срочная уплата бываетъ больше непрерывной ренты, и 
разность между ними выражается такъ: 
ЕЯ а= ый 
= 
Әтотъ избытокъ срочной уплаты надъ непрерывною рентою, которую слћ- 


довало бы уплачивать въ случа неограниченнаго срока займа, и составляетъ 
фондь поашенія. 


854. Опредъленіе займа. Изъ ур-нія (1) прямо имћемъ 
— 200—1). 
904—1) 
855. ОпредЪленіе процентовъ приводится къ опредфленію 9. Освобождая 
ур. (1) отъ знаменателя и приводя въ порядокъ члены, находимъ ур-ніе 


4“! — (0-4-2) 4-20, 
#--1-й степени относительно 9; вообще, оно неразр»шимо обычными пріемами 
элементарной алгебры. Но можно найти численную величину 4 помощію методи- 


ческихъ попытокъ (значительно облегчаемыхъ таблицами сложныхъ "/,). Раздћ- 
ливъ предыдущее ур-віе на а9’, можно представить его въ вид 





2 


ар) 009 


Замфняя г послфдовательно числани 0,03, 0,04, 0,05, 0,06... т. е. 
нанболъе употребительными процентами, смотримъ на результатъ подетановокъ 
Если этотъ результатъ будеть 0, х въ точности равно взятому числу; вообще 
же первая часть ур-вія будетъ отлична отъ нуля. Численная величина и знакъ 


этой разницы укажутъ степень точности испытуемаго числа и смыслъ при- 
ближенія. 


1. Смысль полученнало триближенія. Если дать г значене, большее насто- 
ящаго, первая часть ур-нёя будетъ љоложительна; для т слишкомъ мал0ло, 
она будетъ отрицательна. Дая доказательства беремъ выраженіе (А): 

К (хаг + 24-* + ма + х), А 
въ которомъ первый чләнъ есть долгъ съ процентами, а выражевів въ скобкахъ 
есть сумма, необходимая для покрытія долга. Если за прябыль на 1 р. взять 


число В, большее истинной величины ғ, то данная уплата будетъ недостаточна 
для погашенія долга; сл%д. 


1-8) > а Ба) += 
Е 
или а(1 В) > 2.01 
ага 1 
аы 5 Ей —. аву]: 
Если же вм. х взять меньшую величину В’, то данная уплата будетъ слищ- 
вомЪ велика для покрыт! я долга; сл. 


№ < (1 28 аи . 


— 41 — 
2. Быборь первало приближенія. — Если # весьма велико (больше 30). 


1 
а-я будетъ мало; пренебрегая этимъ членомъ, найдемъ для ~ приближенную 


то избытку величину 
ЕЯ 
ЕЁ. 
а А 

Но это приближене весьма грубо, когда & содержится между 15 и 30, а 
если # < 15, оно не дастъ полезнаго указапія. 


А а 1:1 
ВыЖето того, чтобы пренебрегать въ ур-Ши уплатъ членомъ Е 
? 
замЪнимъ знаменателя (1-- 7)’ биномомъ 1 -- і”, меньшимъ (1 +- +); получимъ 
1 


ая < 


КЕ 
1 и | 
п езфд. 


2 2 1 2 1 
> ———— —_—_. ИДИ бе стн 


Олд. приближеніе хо недостатку для т будетъ 


А 2 1 
т == —— — 
а [2 
3. Приближеніе точное до 0,01. — Сначала пепытываемъ 7’; затъмъ под- 
ставляемъ 


Им 40,01; им -- 0,02; ту У- 0,03; 
то изъ этихъ чиселъ, которое сдълаетъ, первую часть ур-пін (2) положительною, 
и будеть значешемъ 7, точнымъ до 0,01 по избытку; а предыдущее будетъ 


точно до 0,01 по хедостатжу. Такимъ образомъ найдем ъ два значенія для и: 


У у мт напр., праближенныя въ противоположномъ смысл съ точностью 
до 0,01. 


4. Ольдуюния приближеніл, получаемыя интерполироващемь.— Пусть е! 
есть величина первой части ур-вія (2) для =="; е! ея величина для == 11; 
можно принять, съ малою погръшноєтью, что въ интервала 7101 — 71 измЪне- 
нія первой части пропорціональны приращевіямъ ғ. 

Пусть будетъ у— поправка для 7”; говоримъ: когда 7 измфняется отъ хи 
до 7111, первая часть измЪняетея отъ е! до еї; ва сколько у должно измъ- 
ниться, начиная отъ 711, чтобы разпица уменьшилась отъ є до 0? ИЙмћемъ 
пропорцію 

еп --е1 0,01 


арра / 


ей “у 








изъ которой 
__ 0,01 хеп. 
— еп ам И 
въ у достаточно ограничиться цифрою тысячныхъ; приближеніе 71 -- у всегда 
будеть по недостатку. Вызисллемъ разницы первой части для 
тт --у п #71 --у- 0,001, 
и если она положительна, 
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тпру и 71+ 0,001 


бӯдутъ два праближеня — одно по недостатку, другое по избытку, точныя 
до 0,001. 


Выходя 0тъ этихъ двухъ результатовъ, получимъ такимъ же путемъ цифру 
десятитысячныхъ, и т. д. 


Численный примъръ.— Вычислить проценты, если а — 10000, 2 = 1202,41 
ро ==. 


Прежде всего находимъ: 


2—0,1204; 2—2. —0,0209 (по недоетатиу). 


Испьтане 0,03. 
(1,03)-" = 0,744074; 1— (1,03) 8 —=0,255926; 
2 х 0,255926 =0,0307728. 
Уклоненіе равно 0,0007728, слъд. 0,03 есть приближеніе по недостатку. 
Испытаніе 0,04. 
(1,04) —=0,6755642; 1 — (1,04) = 0,3244358; 
2. х 0,3244358 = 0,0390105; 
уклоненіе —-|- 0,0009895; сл%д. 0,04 — приближеше по избытку. 
Интерполированме пропорціоналљными частями. 


Сумма абсолютныхъ значенй уклоненй = 


0,00077208 -|- 0,0009895 = 0,0017623, 


с: 0,0007728__ 
у — 0,01 Хх 0, 0017623 — 0,004, 
и новое приближеніе есть 0,034. 


Испьтане 0,034. 
(1,034) 19— 0,715805; 1 — (1,034) —=0,284195; 
=. х 0,284195 =0,0341719; 


уклонене — — 0,0001719, елд. 0,034 — приближеніе по недостатку. 


Это уклоненів составляетъ приблизительно четверть перваго; потому увели- 
чиваемъ проценты на 0,001 и испытываемъ 0,035. 


Испытанќе 0,085. 
(1,035)-19= 0,708919; 1— (1,035) °=0,291081; 
2. х 0,291081 = 0,0349999; 


уклоненіе равно нулю; ел. 0,035 есть точная прибыль на 1 рубль. 
Такимъ образомъ р: 8,5. 
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856. Опредфлеше времени. Изъ ур. (1) имбемъ: 


9 = - 
х — ағ 


откуда, взявъ зогариемы обфихъ частей: 








192 —10[=—9]. 
— а) | 

ИзсявдовАнтЕ. Неизвъстное & должно быть числомъ дЪйствительнымъ, 
положительным и цЪъЛЫМЬ. 

Но Формула времени содержитъ /0 (х — ағ), который пе всегда можетъ быть 
взятъ, такъ какъ отрицат. число не имћетъ дйствительнаго логариема. Отсюда 
необходимость различать три случая: 

1. х<ағ; 19 (= — ағ) будетъ мнимый, и задача невозможна. Это легко 
видфть а ргіогі. Въ самомъ дъл, а’— представляемъ простые %/, долга, и какъ 
срочная уплата меньше этихъ проц. денегъ, то ея недостаточно даже для уплаты 
процентовъ, такъ что долгь съ теченіемъ времени будетъ увеличиваться. 

2. дат. Въ этомъ случа х — аг 0, /9 (2 — а") = — оо, и ёоо. 
Это означаетъ опять, что долгъ не можеть быть погашенъ. Въ самомъ дл, 
а ргіогі видно, что когда сроч. упл. 2 равна простымъ процентн. деньгамъ, то 


она будетъ погашать только эти деньги, и долгъ всегда будетъ оставаться одина- 


ковымъ. 910 и есть непрерывная рента, о которой было говорено выше. 

3. > ат: обыкновенный случай возможности задачи, такъ какъ срочпая 
уплата, будучи больше годовыхъ процентовъ на капиталъ, будетъ погашать, не 
только эти посл®дше, но и часть капитала; такъ что черезъ нћеколько лћтъ 
долгъ будетъ погашенъ. 

Самая Формула даетъ положительное значен!е для /; но еще нужно, чтобы 
это значене было и уљлое. Но если для ѓ получается число дробное, то это 
означаетъ, что данною срочною уплатою долгъ не м. б. погашенъ, и что по 
истеченій времени, равнаго цълой части $, остается часть долга, меньшая сроч- 
ной уплаты. Пусть цёлая часть # будетъ Т; замфтивъ, что долгъ выражается 


первою частью уравненія (1), заключаемъ, что по истеченіи Т аћтъ остатокъ 
долга будетъ 


т 
р И 1) 
В —= 09 о 
Примъръ. Во сколько мыть можно тоасить домъ въ 5000000 р.. 
уллачпвая ежеюдно по 600000, если платится по 5%2 


ағ — 250000 р. 1022 5,1181513 
< — ағ = 350000 р. 19 (< — аг) = 5,5440680 
| 0,2340833 
_ 0,2340833 __ | 
$ — "0,0919 == 11, ЫЈ • . •% 


Такъ какъ для $ получилось число дробное, то вычисляемъ остатокъ В долга. 
1,05" —1,710339 135.109 6,6989700 
1,05 —1—0,710339 — 191,05 =0,2330822 
11 1,05и 0,9330822 6.9320528 
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а4" = 8559100 
146.105 5,7781513 
15 0,710339 — 1,8514658 
доп. 190,05 = 1,3010300 
6,9306471 


Т 
а —№ 3594072 
9—1 


В — 8552700 — 8524072 = 28628 р. 

857. ЗАДАЧА. Нъкто для покупки своей женњ ежеюдной пенеін въ Ъ . 
руб., платить ежеюдно во вдовъю кассу а руб. По истеченіи п лльть уми- 
раеть вкладчик, а Ш лъть спустя — ею жена. Сколько прюбръла или по- 
теряла касса, если проценты считались съ той и друюй стороны по р въ 10052 

Пусть плата съ той и другой стороны совершается въ началњ каждаго года, 
а заключене счетовъ по истечени ®-- т яЪфть: въ такомъ случаЪ 1-й взносъ 
приносить проценты ®-|- 2 лътъ, и слЪд. достигаетъ велачины ад"*"; второй — 
годомъ меньше, и достигаетъ величины а4”*"-' и т. д. ПослЪдвій вкладъ нахо- 
дитея подъ 9, т--1 годъ, и цфиность его == 05"+!. Такимъ же образомъ цфн- 
ность первой пенсіи 0 черезъ жи дЪтъ равна 69”, посяъдней —64. Прибыль 
(положит. или отриц). кассы будетъ 


(ад 4. ад"... адм) — о... 00), 
24" +1 (9" — 1) — 0009" — 1), 
4-1 
Примъръ. Если а=50 р., 65—200 р., т=3., #=20 в р=4; 
то касса имфеть прибыль = 202 р. 
858. Задачи. 


РЪшить уравневія: 


идӣ 


ЕА 


1. (0,0175)° =0,000397. 2. 4917" — 978611. 

3. 12-4949. 4. 5х 3° — 7. 

6. ве — д2 ва во. 

6, 327 х 51-3 77-1 х 4243. Т. мт — "= 8(14|- 27°). 

8. в, 9. Я 52—85 19 (22+ 3) = 16. 


10. 19 (75 — 98-19 (32 —4)8=2. 11. 1972-34-19 УЗ 7=1-- 194,5. 
12. тя 4 319 01—219 01—24°. | 





13. а22 — 5а" -|- 6—0. 14, а.аЗ.а5.а7 . . . . а — п. 
хут —  [981-1, $ — 2083 & р ЕЙ. 
15. 2786-1 — ү922-1, 16. (ера ру 


РЬшить системы уравненій: 
17. у= --1902=1,5; 442 — 91% — 3590. 
18. 2792-1943. 349+; 3. 3241 — ү 8187-1, 
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НИЕ 19 (61 — ау) 
19. / 22 2 ху — а; 9. 
Ма 0 уху в = ° 
20. м == 7; р" д. 21. 2—9"; 17—94. При какомъ соотно- 
шеніи между р и д числа 5 и у раціональны? 
У2+-үу 5 Уа +үу 5 
д у == 


22. =: 5 о 


%’. 
Е 2 ИГРИ 
зз. (уа) и 
24. иР == а; МР — 09; м0 ==; иур". 

9 _ рту УЕ 10/23 
25. \ а-- Уж 2 9 (2-0) —10 (0—0) 

4 уи 9 — 94. 

( 


5 Ита угу) 


у, 








в 1 ааз) у 
ат. Ласи ир рз 
(уа — 28)(1 — 9) — Уж. 


27. 42-3 =; 9+1 — ут+8, 2—1 — узу. 

28. Резервуаръ ёмкостью въ 1000 литровъ наполняется водою изъ крана, дающаго 
въ теченіи 1-го часа 3 литра, въ теченін 2-го—6 литр., въ теченіи 3-го—12 л. ит. д. 
Отверстіе въ даф резервуара выпускаетъ 1 л. въ первый часъ, 2 л. во второй, 4 л. 


въ трій и т. д. По прошествіи сколькихъ часовъ бассейнъ, вначал пустой, будетъ 
наполненъ? 


29. Воздушный шаръ падаеть съ высоты 5000 метровъ, проходя посл ховательно 
4, 16, 64,... метровъ въ первую, вторую. третью,... минуты. Чрезъ сколько минутъ 
онъ опустится? 


30. Изъ бочки, содержащей & литровъ вина, отливають б литровъ, замфняя ихъ 
столькими же литрами воды. Изъ полученной см$си отливають снова © хитровъ, за- 
м$фняя ихъ 6 литрами воды, и т. д. Операція повторяется м разъ. Спрашивается: 
каково будетъ посл этого отношен!е количества воды къ колич. вина? Сколько разъ 
нужно повторить сказавную операцію, чтобы количества вина и воды сдфлались 
равными? 

Числовое приложеніе: о — 100; 6—1; ®= 50. 


31. Зная, что 3092-59 Уу=1, найти шипа функціи 225 у. 


32. Доказать, что если (2 -|- 1)(у-|- 1(2-- 1) = Сопзі., то выражеше а0%с2 полу- 
чаеть мивимальное значевіе при услови а7+1— 691 — с2+{, 


38. Во что обратится капиталъ 5680 р., помфщенный на схожвые 0, по 5 со ста, 
по истечени 18 лт? 


34. Во что обратитея сумма 7300 р., при сложныхъ 9, по 5,5 со ста, въ 6 атъ 
8 мсн. и 10 дней? 


35. Какой капиталъ нужно помфстить на сложные 0, по 4 9%, чтобы по про- 
шествіи 21 года образовалась сумма 40324 р. 


36. Какой капиталь нужно помфстить въ банкъ, чтобы при сложныхъ %/ по 4,5 
составилась въ 9 л. 8 м. сумма 72680 р. 


31 
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37. Во сколько хФть капиталъ 5435 р., при сложныхъ , по 5 со ста, обра- 
тится въ 12840 р. 


38. Въ какое время капиталь, помфщевный на сложные 0%, считая по 59%, 
утроивается, пфлагая, что проценты капитализаруются каждые 6 мЪсяцевъ. 


39. При вакихъ процентахъ 20000 р. въ 181, лътъ обращаются въ 48734 р. 04 к. 


40. Населевіе страны въ настоящее премя достигаетъ 14528740 чел. Найдено, 


: 1 > 5 
что въ течении года оно возрастаетъ на 500 той величины, какую оно имло въ на- 


чал$ этого года. Принимая, что законъ этотъ иметь место и въ будущемъ, каково 
будетъ населевіе черезъ 20 лётъ? 


41. Когда Іаковъ прибылъ нъ Египетъ, его семья состояла изъ 70 лиць. Спустя 
430 лътъ евреи вышли изъ Египта въ количеств 660000. Насколько 9%, возрастало 
ежегодно потомство патріарха, если допустить, что на 1000 человъкъ умирало въ годъ, 
среднимъ числомъ, 25 человъкъ? 


42. Курильщикъ, вачавшій курить, когда ему пошелъ 18-й годъ, издерживаетъ 
на табакъ еженедЪльно по 1 р. 80 к. Еелибы, бросивъ эту привычку, овъ по исте- 
чен1и 18 лфтъ своей жизни, помЪстилъь сумму равную расходу на табакъ, въ сбере- 
тательную кассу, платящую 40/, и продолжалъ такъ поступать въ концћ каждаго 
слфдующаго года, то сколько имълъ бы, когда ему исполнится 60 лътъ? 


43. Нкто положилъ въ банкъ 31 декабря 1874 г. капиталь 2800 р. на сложные 
0/0 по 4 въ гогъ. Въ ковц декабря каждаго слъдующаго года онъ прибавлялъ по 
450 р. Какая сумма накопится въ концф декабря 1887 года? 


44. Помфщая въ бавкъ посл$довательно, изъ году въ годъ, въ теченіи 25 лЪть, 
по 1150 р., по внесеніи послЪдняго вклада составили капиталъ 50000 р. Сколько 
, приносиль капиталъ? 

45. Какой заемъ м. б. погашенъ 34 ежегодиыми уплатами по 1500 р., при 4,5%, 


если первая уплата вносится черезъ тодъ послВ займа? 


46. Какова срочная уплата, нообходимая для погашенія займа въ 50000 р., если 


число уплатъ = 95, проценты = 4, и первая уплата вносится черезь тодъ послЪ 
займа? 


47. НЪкто помфстиль въ банкъ капиталъ а на сложные , дающіе х на рубль 
въ годъ. Ежегодно онъ издерживаетъ прибыль съ а рублей и еше б руб. Черезъ 
сколько лЪтъ это лицо раззорится? 


Числовой примљръ: а — 100000 р.; 6 == 900; х—= 0,05. 


48. Нфкто занялъ 18000 р. по 4,5%, и уплачиваетъ, для погашенія долга, 
въ вонцф каждаго года 10% занятаго капитала. Черезъ сколько лФть лолгъ будетъ 
погашенъ и каковъ будеть остатокъ долга? 


49. Изъ двухъ капиталовъ одинъ больше другато на 393 р. Меньний приносить 
БУ. больший 31. Каковы эти капиталы, если по истеченіи 40 лътъ мевыпій 
дфлается вдвое больше другаго? 


50. Продается домъ. А предлагаеть за него 30000 р. наличными; В даетъ 35000, 
съ условіемъ уплатить черезъ 3 года; С предлатаетъь 33000 съ условіемъ выплатить 
тремя равными суммами, вносямыми въ началЪ каждаго года, начиная съ настоящаго 
времеви. Которое предложевіе выгоднфе, и насколько? 


51. Въ началь 1872 года трое братьевъ начали вносить, каждый по 5 коп., 


черезъ каждые 7 дней, начиная съ 7-го января, въ сберегательную кассу, платящую 
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41/50/ по текущему счету, начиная съ слъдующаго дня послф калждаго вклада. Пред- 
полагая, что касса капитализируетъ сбереженіе дфтей только въ конц каждато года, 
сколько вс$ они выфст$ получили бы въ конд 1882 года? 


52. Отець семейства, 32 лЪтъь отъ роду, покупаетъ у компани застрахованія 
жизни полисъ, обезпечивающій его дфтамь уплату въ 50000 р., по его смерти, платя 
ежегодную премію въ 1280 р. Онъ умнраетъ тотчасъ по ввесеніи 27-го вклада. Если 
проценты составляютъ 4 на сто, спршивается: понесла-ли компанія убытокъ, или 
осталась въ выигрыш? | 


53. Купець, раечетывал вести дла еще 18 лЪтъ, помфщаетъь въ концф каждаго 
года 800 р. на сложные М. Въ теченіи сколькихъ лфтъ, начиная съ конца 19-го 
года, можеть онъ пользоваться ежегодною рентою въ 3000 р.. взамфнъ накопленнаго 
капитала? Проценты — 4,5. 

54. Фабриканть устанавливаетъ въ своихь мастерскихъ машины, стоющія ему 
16000 р. и требующія, слустя годъ послЪ установки, ежегодвыхъ издержекъ на ре- 
монтъ по 120 р. На какую сумму долженъ онъ ежегодно увеличить издержки на про- 


извоҳство для погашенія расхода на машины, полагая, что овъ продержатся 20 лтъ? 
Сложные проценты — 5. 


55. Изъ участка лБса, содержащато въ началЪ 10000 куб. саж. дровъ, причемь 
ежегодный приростъ простирается до 5%, вырубаютъ въ концф каждаго года 800 
куб. саж. Сколько кубич. саж. останется въ этомъ участкЪ черезъ 10 ат. 


56. Населеніе города равно 800000 душъ. Ежегодно прибываетъ 2000 лиц», 
велЪдетвіе чего населеніе, кавъ старое такъ и новое, увеличивается среднимъ числомъ 
на 20 въ годъ. Какой величины достигнетъ насеніе черезъ 15 атъ? 

57. Отецъ семейства внесъ 1 янв. 1854 Р. нфкоторую сумму въ сберегательную 
кассу, платящую 41/0) въ годъ, и капитализироваль прибыль 31 декабря. Въ началЪ 
каждаго слђдующаго года онъ прибавляетъ по 200 р. къ начальному капиталу. Одф- 
лавъ вкладъ 1 янв. 1880 г., овъ становится обладателемъ капитала, который дастъ 
ему въ теченін слЬдующихъ 20 л5ть ежегодную ренту въ 2500 р. Каковъ быль перво- 
началъно внесенный капиталъ? 

58. НФкто, надясь прожить еще 50 лфтъ, помфстиль въ банкъ на 4. капи- 
талъ въ 1983 р. 42 к., къ которому предполагаетъ ежегодно прибавлять по 360 р. 
столько лфтъ, чтобы остальную жизнь пользоваться ежегодной рентой въ 2700 р 
Сколько лЪтъ онъ долженъ дБлать ежегодные вклады? 

59. НЪкто, умирая, завъщалъ все свое имущество родному городу, съ условіемъ, 
чтобы послБдній прпнялъ на себя ва в$чныя времена обязательство выдавать еже- 
тодно 1200 р. на воспитаніе бБднымъ. Городъ, принявъ это наслЪдство, внесъ въ за- 
мфнъ его вь кредитное учрежденіе сумму 30000 р., считая ее равносильною зав$- 
щанному наса$детву. Бо сколько / считались доходы? 

60. А положилъ на сложные /› капиталъ 100000 р., и беретъ ежегодно по 7000р. 
В, внеся въ банкъ 10000 р., ежегодно прибавзяетъ по 700 р. Черезъ сколько лёть 
капиталы сравняются, и какой цифры достигнутъ? Прнценты == 45/3. 

61. Ежегодная рента въ 600 р., уплачиваемая въ конц года въ течен!и 20 лЪтъ, 
должна быть замфнена другою, на 25 лёть, уплачиваемою въ коннЪ каждой четверти 
года. Какой цифры достигаетъ новая рента, если проценты для той и другой равны 4. 

62. Занятъ капиталь А по 5% (слож.). Какова д. б. срочная уплата, чтобы по 


: А 
истеченіи 5 ть долгъ сдфлалея равенъ 5 
63. НЪкто, обязавшись сдфлаль уплату въ 10 сроковъ по а руб., и произвести 


первую уплату черезъ годъ, а слфдуюцйя изъ году въ годъ, предлагаеть вмЪсто этого 


31% 


н 5 















































— 484 — 


едфлать уплату въ 5 сроковъ, по х руб. каждый разъ, причемъ первая уплата должна 
имфть мето по истечени года, остальныя же изъ году въ годъ. Годовые сложные 
°,,—=1. Какова должна быть сумма 22 

64. НЪкто помфетилъь на сложные проценты, по 4/,, капиталъ 18000 р., вынулъ 
его съ прибылью черезъ 4 года 7 мс. 20 дней, и на вырученныя деньги купилъ 
облигацій по курсу 285 р. Каждая облигація давала 15 р. ренты; сверхъ того онъ 
заплатилъ пошлины 0,2 р. и куртажныхь денегъ по 1/3 р. на 100 р. употребленнаго 
капитала. Какой цифры достигаетъ ежегодная рента? 

65. Сумма 180000 р., помфщенная на сложные ‘/› въ чеченіи 2 л. 7 мс. 15 дней, 
обратилась въ 209832 р. 30 к. Найти проценты, зная, что они выражаются цфлымъ 
числомъ. 

66. Долгъ можеть быть погашенъ въ 12 яЬть ежегодными уплатами въ 1000 р. 
при 4,75% въ годъ. Должникъ предлатаеть кредитору уплатить долгъ взносами 
въ 500 р., уплачиваемыми въ шестимфсячные сроки, по 2.% въ 6 м5сяцевь. Мо- 
жетъ-ли кредиторъ согласиться на это условіе? 

67. Черезъ каждые 3 мЕсяца вносится въ банкъ по 100 р. на 59, въ годъ, и 
проценты капитаћизнруются каждые 3 месяца. Какую сумму дояженъ выдать банкъ 
черезъ 10 лЪтъ посл перваго вклада, т. е. черезъ 3 мЪеяца посл% 4-го и послъдняго 
вклада? ; 

Начиная съ этого времени, какую сумму долженъ бы былъ выплачивать банкъ 
вкладчику черезь каждые 6 мћсяцевъ, чтобы долгъ былъ погашенъ по истеченіи 
новыхъ 60 лфть, полагая, что 5 капитализируются въ этомъ случаЪ каждое 
полугодіе? 

68. Требуется черезь ръку перекинуть мостъ. Если построить деревянный мостъ, 
онъ будетъ стоить только 40000 р., зато его нужно будетъ возобновлять черезъ каж- 
дые 30 лёть. Если же соорудить каменный мостъ, то онъ обойдется въ 120000, но 
его можно считать вБчнымъ. Которая изъ этихъ построекъ эковомичнЪе, если капи- 
таль для той, или другой постройки завать по 59, и дёзженъ быть погашенъ срочными 
уплатами, вносимыми въ конц важдаго года и разсрочевными на все время суще- 
ствованія моста. 

69. Н%кто ежегодно помфщаеть въ банкъ по о рублей, въ теченіи я лЪтъ, 
съ условіемъ, чтобы банкъ уплачивалъ ему ежегодно по а руб. въ продолжени слф- 
дующихь 20 лЪтъ. При какой срочной уплатъ сдфлка можетъ имфть мфсто, считая 
сложные проценты. Каково должно быть т для того, чтобы срочная уплата по мень- 
шей м$рЪ равнялась сумм 0? 

858. Историческое примфчане. — Еще въ 1544 г. Михаиль Отифель далъ, 
въ иъкоторомъ родф, теорію логариемовъ; однакоже изъ своего открытія онъ не сдЪ- 
лалъ прим%ненія къ упрощенію вычисленій. ПозднЪе, лордъ Джон» Неперъ, шотланд- 
скій баронъ, примфнихь теорію логариемовъ къ практик вычисленій, опубликовавъ 
свое отврыте въ 1614 г. въ сочиненіи Мігіћсі Іорагійшогит сапоріѕ девсгіріо. Но 
онъ привялъ для своихъ логариемовъ основаніе (е — 2,71898...), неудобное для вы- 
численій надъ числами десятичной системы нумераціи. Его другъ Брииз, лондонскій 
профессоръ, устраниль этоть недостатокъ, взявъ за освовавіе системы логариемовъ 
число 10, по указанію самого Непера.— Теорія логариемовъ въ той фори, какъ она 
изложена у насъ, дана Эйлеромь въ 1748 г. 
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859. Непрерывною дробью наз. выраженіе, состоящее изъ цфлаго числа 
(которое, въ частности, м. б. нулемъ), сложеннаго съ дробью, у которой зна- 
менатель есть опять цфлое съ дробью, ит. д.; однимъ словомъ, выраженіе вида 

ъ 
а - са 
ЕР аа 
Элементарная алгебра изучаетъ частный видъ такихъ дробей, у которыхъ 


числители 6, 4,... равны -- 1, а знаменатели с, е,... суть цфлыя положитель- 
ныя числа; именно 


1 
+ 
= 
05 125, 
Е 1 
Количества а, 6, с,... наз. неполными частными; дроби от 


членами или звеньями непрерывной дроби. Если число членовъ ограниченно, 
дробь наз. хонечною; при неограниченномъ числ членовъ, она наз. безконечною. 
Сокращенно непрерывную дробь пяшутъ въ вид: 


а Ве... | ии |а; 0, с, .... | 
860, Происхожденіе непрерывныхъ дробей. — Этого рода дроби совершенно 
натурально являютея въ анализъ. Въ самомъ дл, вообразимъ нъкоторое ко- 
личество х, соизмримое или несоизм$римое; оно необходимо содержится между 
двумя послёдовательными цфлыми числами: а, и а, -|- 1. Олд. можно положить 


2=и-,....-() 
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вели * 7> 1. Изъ равенства (1) выводимъ 


1 
2. 5 
2—0 








Количество 


> также содержится между двумя послЪдовательными цф- 
лыми числами а, и а, |-1, гд а, по меньшей м%ръ равно 1, что ясно изъ 
(1). Такимъ образомъ можно написать 
= а - =, з 
гд 2, > 1. Продолжая такимъ образомъ, имфемъ для опредћленія 2; Формулу 
1 
29% 4-—— 
а -|- , 
аара а= 
в. 


Это— непрерывная дробь въ вышеуказанномъ тфеномъ и обычномъ емыслћ 
слова; а, а,, а,,. . . . —числа цёлыя и положительныя; изъ нихъ одно только 
о, м. б. нулемъ, когда 2 < 1. 


861. Творвмд. Всякая конечная непрерывная дробь представляетљ 
нљкоторое соизмтримое число. 


ы 1 
Пусть х=а-- в 
“Ты. а 
. +; 
ад? 
отсюда 
1 1 
д—а о а + 1 
а 
а, 


Перенося а, въ лвую часть равенства, находимъ 


2—4; 


1 
арх ыы — а. ВЯ 
1 аа — хх ЕЕ: 





_. о 


Продолжая такимъ же образомъ, будемъ получать въ лфвой части всегда 
частное двухъ линейныхъ относительно х выраженій. Наконецъ, получимъ 


а= + Ё ЕЕЕ 
СИГАНИ 
откуда 
р В 
я — ав 


количество соизмфримое ‘не равное ни 0, ни ос, ибо х содержится между а, 
и а, 1). 


862. ТЕорРЕМА ОБРАТНАЯ. Всякое соизмњримое число можетз 
быть представлено подз видомъ конечной непрерывной дроби. 
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а 
Ъ р) 
между собою, числа; и пусть, во-первыхъ, будеть а>6. Совершая д%леніе, 
указываемое дробью, получаемъ въ частномъ 4, и въ остаткЪ 7; такъ-что 


Тау 
аат о 


(0 


. В 
совершая д%леніе г (пусть частное —=0., остатокъ 7.) находимъ 


Пусть данное соизмъримое число будетъ тдъ а и В — цфлыя, первыя 


а 1 
Е; 
Е 
+ (2) 
75 
Продолжая такимъ же образомъ далъе, самымъ ходомъ дЪйствія мы вынуж- 
дены выполнять надъ а и 6 такія же дБйствія, какія пришлось бы совершать 
надъ этими числами при нахожденіи ихъ о. н. д.; и какъ а и б — числа первыя 
между собою, то необходимо дойдемъ до остатка 7, ==1. Такимъ образомъ дЙ- 
ствів закончится, и получитея конечная непрерывная дробь 


а 1 
= + 


9 ров РАЕН 
"Ты. 1 
а 





К +6 


а 
Кели а <Б, и дробь р — Вравильная, то, раздливъ оба ея числа на а, 


ТА 


находимъ 





ы. 
5 = 


гд 5 развертываетея, по предыдущему, въ конечную непрерывную дробь. 


863. Теорема. — Газвертываніє соизмъримало числа въ непрерыв- 
ную дробь возможно единственнымз способом. | 

Пусть предложенное число будеть 2, и пусть, по обращеніи въ непрерыв- 
ную дробь вышеуказаннымъ способомъ, оно даетъ результатъ 


а баке (1) 
Допустимъ, что какимъ-либо инымъ епособомъ оказалось возможнымъ найти 
для д другое разложеніе въ непрерывную дробь 


#—| а, 4, а;,... 


=== |0, 23, Фу...) а | ОНЫ . (2) 
Докажемъ, что оба результата тождественны. Равенство (1) доказываетъ, 
что л содержится между двумя послъдовательными цфлыми числами а, иа, -|-- 1; 
равенство (2) доказываетъ, что х заключается между двумя послфдовательными 
цлыми числами о, ис, -|-1. Сближая эти два заключенія, видимъ, что а, —=%.. 
Затфиъ, равенства (1) и (2) можно представить такъ: 


3 —=| а, а а» 1 
а= т ра 





С Е 7) 



































Я, 
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Разсуждая какъ выше указано, выводимъ, что а, =&,. 
Такимъ же образомъ найдемъ, что а, — а; и т. д. 


864. Приближенія или подходящія дроби. —Ооединенів н®сколькихъ членовъ 
непрерывной дроби 


2==0,|9,, 9, @,....@,....| 
со включеніемъ всегда цфлой части, т. е. выраженія 


а 1 
1; ГЕ 1’ 
а 


предетавляющія величину непрер. дроби х приближенно, называются мриближе- 


ніями или подходящими дробями. Займемея изученіемъ свойствъ этихъ вели- 
ЧИНЪ. 





865. 1. Закон» составленія приближеній. —Первое приближепів получимъ, 
сохранивъ только цфлую часть, и отбросивъ дробвую часть непрерывной дроби; 


Ж а. 
такимъ образомъ љервое мрибљиженёе = т 


: 1 
Второе приближене найдемъ, придавъ къ а, дробь = и откинувъ все 
2 


Р 1 а а 1 
остальное; второе приближеще будетъ, поэтому: а, оя › ИЛИ наь. 
9, РА 


Третье приближеніе получается изъ втораго прибавленіемъ къ его знаме- 


1. А 
нателю звена = ; поэтому 3-е приближене будетъ 
З 


ў | 
Е. ды __ «(0 0-4-1) 4+ а (а аа -- Па а. 
ЕЕ = аз аз 1-1 Е а 9% 4-1 


Замфчаемъ, что числитель этого приближенія получается үмноженіемъ числи- 
теля а, а, --1 предшествующаго приближен!я на неполное частное а, составляе- 
маго, и приданіемъ къ произведенію числителя а, предпредыдущаго приближения. 
Точно такъ же знаменатель 3-го прибл. получается умноженіемъ знаменателя 
предшествующаго прибл. ва неполное частное составляемаго и прибавлевіемъ 
къ этому произведеню знаменателя предпредыдущаго приближенія. Докажемъ, 


что законъ этотъ имћетъ м%сто для составленія приближенія какого угодно 
порядка. Пусть будутъ 


7» 
Р 9 Е 5 
=) —% = И ых 
р’ № у 
» . О 
четыре рядомъ стоящія приближеня; х-— неполное частное, соотв тствующее 
. Е РВ: 

приближевію АД ѕ —с00твћтствующее приближенію га Допустивъ, что за- 
конъ, замћченный нами на третьемъ приближеніи, справедливъ для прибли- 

. В . 85 
женія ту› докажемъ, что онъ будетъ имфть мето и для приближенія =. 
По допущенію, имћемъ: 


В _ 9 +Р 
фр . (1) 
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Для образовавія сл%дующаго приближенія, зам няемъ въ (1) ~ биномомъ 
1 
"+ -; 5 Находимъ 


5 _ 9 (7+3 5) +в Че ЕЮ Ре (9"--Р 0. 
8 Па ть Ф041) РЗ (9+ 4-Р)8 4-9 


Т 8 09. 
Вз- ©, 

Доказано, что если законъ справедливъ для какихъ-либо трехъ послдова- 
тельныхъ приближеній, онъ справедливъ и для слфдующаго приближенія. Не- 
посредственнымъ составленіемъ приближеній мы убфдились въ справедливости 
закона для третьяго приближенія, слъд., по доказанному, онъ вфренъ и для 
четвертаго; будучи вфренъ для четвертаго приближевія, онъ вфренъ и для 
пятаго; и т. д.; общность закона такимъ образомъ доказана. Итакъ: для состав- 
ленбя приближеня какою уюдно порядка, нужно умножить оба члена прод- 
шествующало приближенія на неполное частное составляемаю, и кь произ- 


веденіямь прибавить соотвњтственно члены приближенія, стоящоло двумя 
порядками ниже. 





Прим%ръ.--Пусть имфемъ непрерывную дробь 
б а ар 


. 0 1 
1-е приближеніе = г 5 второе = =. ; для составленія слъдующихъ поету- 


паемъ такъ: дФлаютъ столько н 





Е Т. 114] 2 

011 Т8 13 2 тт 237 
136253 289 549/331 38668563 
сколько слћдуетъ составить приближевій, причемъ въ первыхъ двухъ гразахъ 
помфщаютъ 1-е и 2-е приближеня, а въ заголовкахъ слёдующихъ граФъ—не- 
полныя частныя 3-го, 4-го,.... приближеній. Для составленія какого-либо 
приближенія остается, сл®дуя правилу, помножить числит. и звам. предыдущаго 
приближенія на циеру, стоящую въ заголовк® составляемой дроби, и къ произ- 
веденіямъ прибавить соотвътетвенно числвтеля и знаменателя приближенія, двумя 
порядкамя ниже составляемаго. Такимъ образомъ, для третьяго приближенія 





174-0 7 . ТА 8 
находимъ —— 86741' ИЛИ 5-3; ДЛЯ 4-го : 25814286 "ИЛИ 539 


Примњчаніе. — Если данная непрерывная дробь не имфетъ цфлой части, то 


В 0 
за первое приближеніе берутъ т? 


866. П. Приближетя четнаю порядка — больше, а нечетнатю — меньше 
величины непрерывной дроби. 
Пусть дана непрерывная дробь 


1 
я=а 4} ыы 
др 


‚ит. д. 


аар. 
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а; 


1 
- › Очевидно, меньше 2 ва -_- 


а. 


е 1 1 
Второе приближене а, -|- — больше 2; ибо знаменатель а, дроби — меньше 
9% 99 


Первое приближеніе 


1 
Сурта „о Сад. дробь >а э а потому а Б>. 


1 
Третье приближеніе а, рех ———--ү ОПЯТЬ меньше 2; такъ какъ дробь — , 
8 


“На 


1 1 
придаваемая здфсь къ знаменателю а, дроби — , больше 
Е 





т ; а п0- 


ЕРА ае 


1 1 
тому знаменатель а, ~|- — больше настоящаго, а дробь —- т менфе настоящей, 
$ 
а, = 
та 
1 
потому и а, | — ча И т. д. 
а ает = 


867. Е НИЕ непрерывной дроби содержится между каж- 
дыми двумя смежными приближеніями. 

Въ самомъ дЪл, веъ ириближевія четнаго порядка— больще, а нечетнаго— 
меньше величины непрерывной дроби; а какъ изъ двухъ смежныхъ приближеній 
одно-четнаго, а другое— нечетнаго пор., то очевидно, что величина непрерывной 
дроби заключается между ними. 


868. Ш. Разность между двумя смежными приближеніями вседа 
равна = 1, раздљленной на произведеніе ихь знаменателей. 


Оа 
й 
частное, е со 
По закону составлен!е приближеній 
Все. 
В От -- р 
Вычтя первое изъ втораго, имфемъ 
ӨВ РӨ Ре? 


Пусть будуть В. Три смежныя приближеня, и т — неполное 








0 ТЕ рае 17 Р’ у (1) 
Вычтя второе изъ третьяго: 
Е 9 ЧР 9 Р-Р  —(Р'9—рф) — . (2) 
Е © бир 9 90 у= СВГ 


Сравнивая 26% разности, замћчавмъ, что знаменатель каждой изъ нихъ есть 
произведен!е знаменателей соотвътствующихъ приближеній; числители же ихъ равны 
по абсолютной величин, но противоположны по знаку. Изъ равенства абсолют- 
ныхъ величинъ числителей всфхъ разностей слЪлуетъ, что для ихъ опредфленя 
можно взять два вакія угодно смежныя приближенія. Такъ, вычитая изъ втораго 
первое, находимъ 

ао А Е 


7А 1 аі аз ' 
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отсюда заключаемъ, что абе. велич. числителей веъхъ разностей равна 1; знакъ- 
же, очевидно, будетъ (--), когда изъ приближенія четнаго порядка вычитаемъ 
приближевів порядка нечетнаго (ибо первое больше втораго), и (—) въ против- 
номъ случаЪ. Такимъ образомъ 


Е в. 
В 077 0В 





869. ІҮ. Лредљлъ разности между непрерывною дробъю и однимь изэ 
приближений. 


Такъ какъ величина непрерывной дроби заключается между двумя смежными 


га 
приближеніями, напр. ав = , то очевидно, разность между величиною 2 этой 
.. © В 
дроби и однимъ изъ приближенй: ИЯ ИЛИ Б? по абсолютной величин меньше 


1 : 
суру, 5 Такъ-что, взявъ вмћъето истинной величины непрерывной дроби приближене 
ОВ ° 


о, можемь быть увфрены, что ошибки, которую мы при этомъ дфлаемъ, 


меньше единицы, раздъленной на произведеніе знаменателей взятаю прибли- 
женя и непосредственно за нимь слљдующало. 


Примъръ. — Непрерывная дробь 
&=0 |2, 11, 2, 1, 10| 


] 363 
имфемъ приближен: 0. 1, 1, 25, 34 


1° 9° 93° 218° 71' 758. 


Взявъ выфето истинной величины непр. дроби, наприм., ея третье при- 


1 1 
ближеніе, д%лаемъ погршность, меньшую 48.55 ° Т- ®- 1604 


9 
Еслибы мы пожелали имфть предълъ погръшности приближевія П не вы- 
числяя знаменателя слъдующаго приближения, то достаточно взять въ соображе- 


Д 1 1 
816, ЧТО = = = т = КЪ-что наименьшая величина коли- 
Б О ОР Ш оа 





чества В’ р 0" Р”, чаще же больше этой суммы. Такимъ образомъ дробь 
1 





4) 1 
Еа , ——— . И подавно 
9’ Ев) = от а слфдов. ошибка приблпженія = д’ меньшая О ° И ЦОД 
меньше 9007 Р) : таковъ второй, болфе грубый, предълъ погръшности при- 
и) 
ближені . 
Я 0 


Если бы въ знаменатель дроби мы откинули слагаемое Р’ 
проби тр) у | 


этимъ уменьшили бы знаменателя; елд. вх аси Заключаемъ, что и 
у ? пр 906 + 9) , 


то 
дробь 2. оз можеть также елужить предфломъ погръшности приближенія 


9. 
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Итакъ, для опредёленія погрёшности приближенія д, служатъ предвлы 
9 І 9 1 е 
1. соо 2. А; < с. 
бок: ^^ ооо 5 2—0 < 
Примфняя второй предъхъ къ приближенію 5 имћемъ: 
1 1 
1— 3 < 283-29)’ И" 595. 
Формула для третьяго предъла даетъ 
105221 1 
2 — 55 < 938° Т. 6. 599` 
870. У. Всякое приближеніе есть дробь несократимая. Въ самомъ дл, 
пусть чиел. и знам. приближения р, имютъ общаго множителя 5, отличнаго отъ 
1, такъ-что Р= р, Р’= Ер’. Если с есть слФдующее приближеніе, то 


РЕ ру, откуда ОР’ — @Р = 1. 


Подставляя сюда вмъесто Р и Р’ соотвфтетвенно Лр и #’, находимъ: 
Кр'@ — Ер = 2-1, и слфд. р'0, == ‚› т. е. что разность двухъ 


цфлыхь чиселъ равна правильной дроби:результатъ невозможный; сл. невозможно 
и предположеніе, что Р и Р’ имютъ общаго множителя. 


871. УТ. Всякое приближеніе ближе подходитъ къ величинњ непрерывной 


дроби, нежели ему предшествующее. Пусть Е, а, И Е будутъ три, рядомъ 
стоящія, прибляжевія непрерывной дроби 
#0 |; беты: ‚ @„. а» ар. . . | 


п т — неполное частпое послфдняго изъ нихъ. Имфемъ 


В _ ФР. 
В’ и От Р’ 
Если въ это выражен!е вусто ө подставимъ 
8 — РЕ. 
п. == 
Е 


то получимъ точную величину дроби =. Обозначивъ (1) буквою у, и зам тивъ, 
что у>1, ибо наименьшая величина »и есть 1, найдемъ, что 


= ЗУ ЕР . 
Чу Р”. 
А Р 
Намъ нужно доказать, что разность между х и приближевіемъ р’? по 


9 


абсол. велич., больше разности между х и слъдующимъ приближенемъ о. 
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Составимъ эти разности: 
1) ЕЕ 3 2 ФУР Р _ (р'ә — Ру , 
Р” 9У4-Р Р Р(6у+4-Р) 
акакъ Р'0 — Р0/ =: 1, то 





Шаш ел 
Р р19у Р) 

ЕР. бе 20 ВЮ 1 
9 ЧУ © (УР) 9 УР) 

Отсюда выводимъ абсолютную величину отношевія Д, : Д,; именно 

ААР 

Такъ какъ у2>1, а >Р’ (по закону составленія приближеній), то 

у > Р”, а потому и Д, >Д,, что и требовалось доказать. 


= 4. 





2) = — =4,. 


872. Слъдствіє. —Приближен!я четнаго порядка веъ больше непр. дроби 
2, а нечетнаго — веъ меньше ея. Но каждое послъдующее прибл. подходить 
къ величин иенр. дроби ближе предыдущаго, то 1-е, 3-е, 5-6, . . . . т. е. 
приближенія нечетнаго порядка, хотя всегда остаются меньше х, но прибяи- 
жаясь боле и болћъе къ х, предетавляютъ рядъ возрастающихь чивелъ. При- 
бляженія чежнаю порядка (2-е, 4-е. 6-е,. . .), оставаясь больше = и ирибли- 
жаясь болъе и бояЪе къ 2, составляютъ рядъ убывающилъ чиселъ. Общимъ же 
предъломъ тЪхъ и другихъ служить сама непр. дробь. 


873. УП. Всякое приближеще подходить къ величинњ непрерывной дроби 
ближе всякой друюй дроби съ меньшими членами. 


ЕР : А . 
Пуеть р будетъ одно изъ приближен непрерывной дроби 2; надо дока- 
зать, что не существуетъ никакой иной дроби, которая, имя меньшіе члены, 


Р Р 
чЪмъ рх, подходила бы къ 2 ближе, нежели 57. 


А 
Въ самомъ дълф, донустимъ, что существуетъ несократимая дробь Бэ В 


Р 
ражающая величину х точнфе, чЪмъ рой вмъетЬ съ тъмъ имфющая члены 


Ы- 


меньше, чёмъ взятое приближеніе; и посмотримъ, къ чему поведетъ это допу- 


А А . 
щевіе. Во первыхъ, ясно, что дробь 5 нё 8. б. ви однимъ изъ приближеній 


Р 
предшествующихъ дроби р; , ибо послъдняя, по доказанному, ближе лежитъ 


: : А Я 
къ х2, чфиъ веб предыдущія приближенія, а — , по допущенію, лежитъ къ х 


В 


А 
— нё можеть быть ни однимъ изъ прибли- 


Р 
еще ближе, чЪмъ —,- Затъмъ, В 


р’ 


ибо эти приближенія, хотя и лежать ближе къ х 


А Р 
жевій, слЬдующихъ за Е 


‚ ` А Р 
(хакъ и дробь $), чфмъ т? › Но выражаются большими членами, нежели эта 
посаЪдняя дробь (по закону составлен1я приближен), между тъмъ, какъ члены 


к 
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А А Р И б А 
дроби в › 10 убловю, меньше членовъ дроби рг’ Итавъ, у ждаемея, что > 


не м. б. ни однимъ изъ приближевій. 


Х 
—;— ему предше- 


Р А 
Пусть, дале, тру веть приближев1е четнаго порядка, и 9 


ствующее; очевидно 


х 
х << Р’ 
2 
о сеен на а о р 
Е 
т 
х А Р 
7 пространство для В р” 


Такъ какъ всякое приближеніе выражаеть величину непрерывной дроби 


Р М 
точнфе предшествующаго, то ту — 2 < 2 — г. ‚ что начертежЪ указано тъмъ, 


что промежутокъ СЕ (Е мъсто непрер. дроби 2) больше ЕР. 


А Р 
Пусть -р- выражаеть величину = точнфе, нежели +; › а потому и подавно 


х А 
тознће, нежели ў» елд дробь ЕР должна лежать гдъ нибудь или въ проме- 


Р Х 
жуткф между 2 и =, , или въ промежуткЪ между х и ~» а слфд. непремфнно — 


Р М 
между р! И уў’ такъ что 
Р Х А Х РХ’ РМ _ АМ’— ВМ 
РВЕ рор 7 ИЕ 


АМ ВХ. откуда В> РАК — ВМ), 





1 
Р' > 
Выраженіе въ скобкахъ есть число цфлое, неравное нулю: цфлое- потому, 
что А, №, В и М числа цълыя; неравное нулю — потому, что изъ допущенія 


, 5 АХ 
АМ — ВМ = 0 вышло бы: Б ў, 


Такимъ образомъ, наименьшая величина скобокъ равна 1, а потому В2> Р”. 1, 


чего, по доказанному, быть не можетъ. 


или В >Р”, т. в. чтобы дробь т выражала величину непрерывной дроби точ- 


Р 
р’ ° 
нателя разематриваемаго приближенія. 


не приближевнія надо, чтобы знаменатель этой дроби былъ больше знаме- 


А М Р Р_ А Х 
Если р заваючается между ў; и от. е. >> д › 10, разд®ливъ 


ое а Ве хум 
1 на каждую изъ этихъ дробей, найдемъ са: откуда 


у р м в 1. АХ ВМ 
ГО Е а. 


откуда А > Р(АХ’— ВХ); а. какь тіпішип скобокъ равенъ 1, то АЗР.1 
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или АР; это значитъ, что для выподненія вышесказаннаго требованія и числи- 


тель дроби Е долженъ быть больше числителя приближенія >. 

Такимъ образомъ доказана, что не существуетъ такой дроби, которая, имя 
простфйний видъ, чЪмъ нЪкоторое приближеніе, выражала бы величину непре- 
рывной дроби точнће этого приближенія. 

Примњчаніе. Эта теорема ясно обнаруживаеть выгоды, представляемыя 
обращевіемъ чиселъ въ непрерывныя дроби: послъдовательныя приближенія пред- 
ставляютъ рядъ величинъ, болъе и болће подходящихъ къ непрерывной дроби, 
и такихъ, что при извфетной степени точности, они являются выраженными 
въ наиболёе простомъ видф. Послдняя теорема, является тавимъ образомъ, 
одною изъ мавтьйшихь въ твори подходящихъ дробей. 


Періодическія непрерывныя дроби. 


874. ОпредЪленіе. — Пусть дава непрер. дробь 
ВЕ | аа 
Положивъ, что число » неполныхъ частныхъ неограниченно возрастаетъ, 
раземотримъ ряды (А) и (В) 
РІ рип ру 
о’ д" 
рп ру рм 
(В) оп Ы] пуч ? у: р) 
изъ которыхъ въ первомъ содержатся подходящія дроби нечетваго, во второмъ — 
четнаго порядка. Рядъ (А) содержитъ дроби, возрастающія, но всегда меньшія 


ии 


9’; а Потому члены этого ряда вифють нъкоторый предълъ [. Члены ряда (В), 


А 


#Р 
убывая, но оставаясь всегда больше =, также стремятся, въ силу этого, къ 


$ 
- нЪкоторому предълу ѓ”. Легко доказать, что /==/”. Въ самомъ дъаЪ, пусть ы 
есть ифкоторый членъ ряда (А); ден — представляетъ вт, такомъ случаъ соот- 
вътствующій членъ ряда (В); но Е 
РВ 1 





=: == , 
Ө, 9, 9, Вы 
1 
причемъ („я 0,., идутъ неограниченно возрастая, такъ что 9.0 бтремитея 
п 4+1 


къ нулю, по мрЪ того какъ я приближается къ оо. Такимъ образомъ оба 
предфла Ги {’ равны между собою. Этотъ-то обиий предъль рядовь (А) и 
(ВБ) и разсматривають какъ величину безконечной непрерывной дроби. 

875. Періодическая непрерывная дробь. Ќогда въ безконечной непрерывной 


дроби, значеніе которой теперь вполнЪ опредфлено, неподныя частныя воспро- 
изводятся въ одвомъ и томъ же нейзмъвномъ порядкЪ; дробь называютъ љері- 


=„49е 


одическою. Различаютъ два ряда непрерывныхъ періодическихъ дробей: 1) яро- 
стую періодическую дробь. 


а= |0015 Ч: ру у Ор о оа з баа оов ааа | 


въ которой р первыхъ неполныхъ частныхъ повторяются въ одномъ и томъ же 
порядкЪ; 2) смюшанную періодическую дробь 


|а оа ре оао ас. | 


въ которой періодической части предшествуютъ часть неперіодическая. 


876. ТЕОРЕМА ЛАГРАНЖА. Корень квадратнало уравненія съ 


соизмпримыми коэффиціэнтами разлолается въ непрерывную теріоди- 
ческую дробь. 


1-й случай. Корни имњютъ противоположные знаки. 


, 


Пусть уравнен!е, имфющее такіе корни, освобождено отъ дробей и приведено 
къ ВИДУ 


Аа? -—- 2В2-——6=0.... (1) + 

А, Ви 0 суть пфлыя числа, ад и 0 — положительны. Если бы коэФ- 
фиціентъ В не быль четнымъ числомъ, то, перемънивъ х на 2Х, могли бы раз- 
сматривать ур. въ Х. В*-- АС ве есть точный квадратъ, ибо въ противномъ 
случаъ ур. им%ъло бы корни соизмфримые, которые разлагались бы въ конечную 
непрерывную дробь. 

Разложене положительна корня.—Полагая, что вышеуказанныя үсловія 
относительно коэоФиціентовъ имфютъ м$ето въ ур-ніи (1), разложимъ въ непре- 
рывную дробь его положительный корень 

В+ уз Аб 


2 — “о... (8). 


х содержится между двумя послфдовательными цфлыми числами х, и =, {| 1, 
такъ-что 


1 
Ба о - (3). 
гд 2, > 1. Уравненіе (1) беретъ видъ 


А+ =) 28 (в) 0—0 


ИЛИ А 214-26,  —С=0... (4) 
причемъ 

А, —=С — 2Ва, — Аа. * 

В, = -—— Ао, —В (5) 

бе== А 


Ур-ніе (4) даеть мЪсто слћдущимъ замъчаніямъ: 


Коэофищенты А,, В,, С,— числа цълыя; 
(6) { Числа А, и С, положительны. 
В, А,С, = В|. АС. . . . . (7). 


Эти Формулы непосредственно показывають, что А,. В, п С, суть числа 


цфлыя и что С, — положительно. Остается показать, что А, положительно и что 
равенство (7) вЪрно. 


Во-первыхъ, А, > 0. Въ самомъ лл, положительный корень ур-нія 1), 
заключаясь между а, и о, -|- 1, заключается также между х, и-- оо. Отеюда 
очевидно, что триномъ (1) отрицатезенъ при 2 0;; и потому 


Ао, -|- Вх, — 0 < 0 
или А, > 0. 
Во-вторыхъ, Формулы (5) даютъ 
ВЕ А.С, = (В- Ао) А(6 — 2Ва, — Аа), 
пли, по приведении : В,*-- А, С, =В*- АС. 
Изъ этихъ замфчан и вытекаетъ теорема Лагранжа. 
Въ самомъ дл, изъ ур-нія въ =, можно вывести ур. въ х, точно такъ, 


какъ изъ ур-нія (1) выведено (4). Продолжая такимъ образомъ, составимъ пиже- 
слдующій рядъ уравненій 


[А2 4- 285 — 0—0 
(8) 


Ан? + ЭВ, — 0, = 0 


причемъ 
1 1 1 
аа Б ааа Бр о ааа Ба; 
И 
С, и Ана; 
: (В,) 4 А,0, = В%4- АС. 


Изъ посафднихъ двухъ равенствъ имћемъ соотношеніе 
(В) А, Аьа=Й... (9) 
означая буквою № цфлое положительное число В*-|- АС. Такъ какъ А,, А, : И 
В, суть цфлыя положительныя числа и сумма (В,)° 4 А.А, 1 равна опредълен- 
ному целому №, то А,, А, и В,, удовлетворяющія неопредёленному ур-нію (9), 
могутъ быть взяты только въ конечном числь значеній. Число комбинацій изъ 
этихъ чиселъ, взятыхъ въ порядкъ А,, В,, А», необходимо, конечно. А потому, 
составляя таблицу (8), непремнно найдемъ въ ней ур-ніе А, 2-|-2В,2,-— 0,0, 
тождественное съ уравненіемъ А, 2,2 4- 2В, 2, — 0, 0, ранће полученнымт. 

Отсюда неизбфжно елъдувтъ, что вычисленія приведуть къ повтореню, 
въ найденном'ъ разъ порядк®, однихъ и тъхъ же результатовъ, и яля х полу- 
читея непрерывная періодическая дробь. 

Разложеніе отрицательноло корня. —Измънивъ въ предложенномъ ур-ніи 
х на — х, получимъ ур. 

Ал? — Ва — 6—0. 

Разложивъ въ непрерывную дробь, указаннымъ пріемомъ, положительный 
корень этого ур-нія и перемнивъ знакъ въ полученномъ результат, найдемъ 
разложеніе отрицательнаго корня. 

32 
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2-й случай. — Оба корня положительны. — Пусть будетъ х — больший ко- 
ревь, и пусть опъ содержится между двумя посл довательными цзлыми числами 
аи а4- 1. Пусть, затъмъ, другой корень В несодержится въ этомъ интервалл%. 
Положивъ 2а -|- Х, найдемъ ур. въ Х, имфющее два дъйствительныхъ корня 
я ид”; корни же х и 8 вычислимъ по оормуламъ 

‚ а=а-Х’, В=а-Х,, 
гдЪ, слёд., Х’ есть положит. количество, меньшее 1; напротивъ, Х” — отрица- 
тельно. Такимъ образомъ, Х’и Х” можно разложить въ непрерывныя дроби из- 
взетнымъ пріемомъ. 

Въ томъ случа, когда оба корня х и В содержатся между двумя посл®дова- 


тельными цфлыми числами а и а--1, числа Х’ и Х” — оба положительны и 
< 1. Въ этомъ случаъ дёлаемъ подстановку 


1 
х—а —. 
РУ | 
Ур. въ у имфетъь оба корня положительные и большіе 1. Если больший 
корень этого үравневія содержатея мемду двумя поелфдовательными цфлыми 


числами би 5-4-1; а другой корень < 0 то, имфемъ раземотрънный уже слу- 
чай, Въ противномъ елучаЪ полагаемъ 


1 
У=е- 


и т. д. Непремфино дойдемъ до такого үр-пія, котораго большій корень содер- 
жится между двумя послЪдовательными пълыми числами, а другой незаключаетя 
въ этихъ предфлахъ. Это объясняется тъмъ, что разность между корнями х и В 
есть количество конечное, между тъмъ какъ разность двухъ послЪдовательныхъ ` 
подходящихъ дробей стремится къ нулю, когда число неполныхъ чаетныхъ неогра- 
ниченно возрастаетъ. Сл. невозможно, чтобы оба корня а и В, разлатаемые въ 
непрерыввыя дроби по Формуламъ 


1 1 
ат у= У. 
имли, неопредфлевно, одни и т же неполныя частныя. 


3-й случай. — Оба корня отрицательны. — Этотъ случай непосредственно 
вводится въ предыдущему замбною х на (— =). 


877. ТЕОРЕМА, обратная Лаъранжевой. — Если нъкоторое количество 
представляется подь видомь періодической непрерывной дроби, ею можно 


разсматривать какь ирраціональное вида &-|- (8. 


Пусть имфемъ періодическую непрерывную дробь 


2= |6, 0, а, а, Ч... ау а, п, ау... | (1) 
Положивъ 
у= |а, а... ау а, ау... ау. |10) 
1 
имћенъ а, 4 —— 
Е А 
А 
а 09 
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гд 2 есть непр. дробь, которой непахныя частныя суть чвела а, а,,.. а 


повторяющіяея неограниченно въ однохь и томъ же порядк%, сл. предотавляетъ 
НИЧТО иное какъ у, такъ-что 


у= | а, @х,..... 0 |. 


Выполнивъ дйетвія, указанныя во второй части, находимъ, что 
она — АЎ В 


А ув! олд. 
АУ - В 
9 АУ СВ (8) 
Съ другой стороны 
е абан оор 5 
С +р 
вторая часть имђетъ видъ == — бу {05 олд. 


__ 02—20 


0—0 


Ур-нія (3) и (4) даютъ для опредфленія х уравненіе квадратное, по кр. мёр%, 
не высшей степени; но легко показать, что үр-піе это пе ниже второй степени. 
Въ самомъ дл, еслибы ур-піе, опредъляющее х, было ах--В=0, г а 


отлично отъ нуля, то, какъ х- конечно, имфли бы «=, и сл$д. х, бу- 


дучи соизмъримо, разлагалось бы въ конечную непрерывную дробь. Но этотъ 
результатъ противорћзитъ, съ одной стороны, положенію, а съ другой свойству, 
доказанному въ $ 863. 


Приложения. 


878. Превращеніе обыкновенныхъ и десятичныхъ дробей въ непрерывный. 

Когда числитель и знаменатель обыкновенной дроби выражены въ большихъ 
числахъ, удобнће, для боле яенаго суждевія о ея величин®, обративъ ее 
въ непрерывную, составить приближенія. Пріемъ для обращенія простой дроби 
въ непрерыввую, указанъ въ $ 862. 


6895 
въ непрерывную. 


768 
Примъръ. Обратить дробь === 1907 


Дълимъ числ. на знам., знаменателя на 1-й остатокъ, 1. й остатокъ на 2-Й 
ит. д.; дЪЙствія эти располагавмъ такъ 


1115 [10:5 2 
76895 ВБ За 19195 пай 
ых 1913; 6184— г 4 ни 0 | 

| 119 








Неполныя Частныя помфщены въ верхней граоъ. Имћемъ 
32* 


— 500 — 





Подходящія дроби суть: 
з 4 63 634 3233 16799 20039 76895 


= 255 7 5 


1’1’ 16’ 161’ 82 ° 4266’ 5087’ 19597. 
* 





. 63 
Взявъ напр., за истинную величину данной дроби приближене те’ Нашли 





1 1 
16 х 161 2:8 2576; ИТ. К. 


Приводимъ примфръ на превращеніе десятичныхъ дробей въ непрерывныя. 


бы, что погрешность меньше 


ПримзрЪ.--Найти прибљиженія числа п. 


Оно содержится между двумя дробями 


д _ 3141592653 3141592654 
о № 10 


Развертывая ихъ въ непрерывныя дроби, находимъ, что общія обоимъ раз- 
ложеніямъ неполныя частныя суть: 3, 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1; такъ-что 
ТЕ. № 20а: 
Отсюда имфемъ слфдующ!я подходящія дроби къ т: 
3. 22, 333, 355 103993. 
Г , 106° 1138 33102 
Таковы простБйшія значенія т; изъ нихъ второе приписываютъ Архимеду, 
третье —. Риварду, четвертое — Адрѓану Лецію. 
879. Разложеніе ирраціональныхъ квадратныхъ корней. 


Примъръ [.— Разложить /13. 


Вычисаяя \/13 съ точностью до 1, находимъ, что онъ содержится между 
3$ и 4, такъ-что 


УЗ=з- гъ у 1. 


Для нахождевія у пользуемея этимъ ур-мъ; изъ него 


РГА у13 4-3 20184-8: 
== а аа) Ш 4 


Но 3 < у13 < 4; откуда 6 < у18- 3 < 7, сл. У18 о содержится между 





6 


7 
ае больше 1, по < 2, такъ-что 


134-3 8 
а Е —=1-- 9 ГЪ у 21. 
7 


ВВ 


Отсюда 





4 4(/8) ДЗ 
а = а у 


Замфчая, что 3 < ДЗ < 4, имћемъ отсюда 4 < 184-1 < 5., олёд., 
134-1 
- 


содержится между 5 и 5., т. е.>1, н0<2; потому 





НА = : —=1-|- - 


0% 
Продолжая такимъ образомъ, имћемъ 








0138—84: гдЪ 013—3 
у=1-- тд 2 28-1 
у =1+5 га лу 
= 1+5. гд а. 
==. гд деи 
= 6-Е, т 2 003—8. 


Отеюда заключаемъ, что у, у, такъ что начиная съ этого м%ста будуть 
повторяться прежнія неполныя частныя, и потому 


Для повфрки результата, обратимъ найденную періодическую дробь въ ир- 
ращональность, изъ которой она возникла. Перенеся 3 въ первую часть, 
пмфемъ 


— 509 —. 


Это есть періодич. дробь съ пятичленнымь періодомъ; къ знаменателю 6 
пятаго члена прикладывается снова вся періодич. дробь 2 — 3; такъ-что 











ЖЕ 
1+ = 
1+ 
Обращаемъ вторую часть этого ур-нія въ обыкновенную дробь. 
1 44-2 1 __ 7-25, 1 __114- 32 
1 ==”, ыы 5%. 
+3425 3+2 1 Баж) я, ЕЛ 7229) 774-22 
. (атъ а) 
1 __ 18452. 1432 
Неа = СЕ 
74-2 


Это ур-вів приводится къ квадратному 2—13, откуда положит. корень 
= (18. 


Прамъръ П.— Разложить /а--1 вь непрерывную дробь, полалая, что 
а— цњлое положительное число. 


Пусть 2 = уа 4 1; такъ какъ х содержится между аи а--1, то можемъ 
положить 2=а+1, а сд. Ма 1 =а+ 2. откуда 2, == 
1 1 
—в-- Ма 1. 


Замфчаемъ, что 2, содержится между 2а и 2а -|- 1, такъ что в = , 
2 





Гата 


ИР 1 1 
г — О == и. = 
пла а-- үа ез откуда 2, Тун Отеюда видно, что 2,=—=;, 
а потому 
Ма |а 2 да а 
Полагая здъеь поелфдовательно а =— 1; 2; 3;. . . найдемъ 
а оа] 
рь] 
бб: 
Примъръ Ш. Развернуть въ непрерывную дробь /а-—- За, здњ а цъ- 
лое положительное число. 


Пусть х= /а% | 20; х содерижитея между ало 4-1; елд. == «+5 5 , 


а-| уа*-|- 


откуда 2, = = 38: ; затЪмъ а=1+ =. откуда 2, —=а-- /а?- да. Чи- 








сло х. содержитсн между 2а и 2а -|- 1; положивъ 2, == 20 -|- 28 найдемъ 
З 
2у2==11; так. обр. 
|а; 1: 20.1, даъ] 


— 503 — 
Напр., положивъ а-=1, вайдемъ 


ЕЕ ии 


Примъръ [\.— Развернуть корни ур-нія 21 — 55 — 3-=0 въ непрерыв- 
ныя дроби. 
5-5 37 


. 5-4 37 
Имвемъ 2 — —5 ——} ВЗЯВЪ больший корень, находимъ 2’ == Е 


= 
== 5 4- у87 8 = —— 8" т. д. Получаемъ неполныя частныя 5,1,1, 5, 
37 4-5 
а 6.11. 61, 72 
455. =. т. А № № 


а 
| <> 


Ее Зр Р 1% 
Затёмъ: = 5/7 5) = 0-2 У, 


> 
7 
— 
| = 


880. —Вычислеже логариеновъ. 

Примъръ.—Найни [95 200? 

Вопросъ приводится къ ршевію ур-вія 10° = 200. 

Полагая х послфдовательно —=1, 2, 3, находимъ для 10° величины 10, 


100, 1000,... Такъ какъ 200 содержится между двумя посл%дними числами, то 
< заключается между 2 и 3; слъд. можно положить 


1 
аа. .. (1) 
причемъ у 2 х,. Подставляя это лор виЪсто 2 въ начальное ур., находимъ 
н в 
10 '= 9200, ияи 10° 10" 900, или 10“ == 2; а отсюда, по возвышеніи 
въ степень 2; : 
9"1—10... (2) 


Полагая =, =1, 9, 3, 4,... ваходимъ длл 2” величины 2, 4, 8, 16... 


Такъ какъ 10 содержится между 8 и 16, то =, находитея между З и 4, 
такъ-что , 


а= 09) 


тд 2, 22 1. Подставляя это значеніе 2; въ ур. (2): 


н 1 : 


2 “= 10, ИЛИ 0° -9" 10, ИЛЕ мы 


отсюда, по возвышен!и въ степень т. : 


29 
10 
(5) =2....(4 
104" 
Полагая 2х, поелфдовательно равнымъ 1, 2, 3, 4,... находимъ для (т) 
10 100 1000 10000 


ЧИСЛА 5, 64) 519% 4096. 
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Число 2 содержится между послдними двумя дробами; елд. х, заклю- 
чаетея между З и 4, а потому 


ь=3-+ 2... -6) 


ГД8 7, >1. По подетановк® въ (4), получимъ 





1034 10); _ 1024 
(= 8) Ка, или ( 5) » == 1000 ' "куда 


т; 
(292) =“. ... (6) 
Подставляя вмъсто =, числа 1, 2, 3, . . . , найдемъ число 9 < 2, < 10, 
такъ-что МОЖНО ПОЛОЖИТЬ 
95 г 2, >1. 
Сближая результаты (1), (2)... , им%емъ: 
мы [а 


7 23 214 


› ? > ИЗЪ КОТОрыхъ 


П т ое. 
ервыя четыре и. къ х будуть: тў 5° 10° 98 


послъ 
днев точно до =. о. 


Впрочемъ этотъ методъ вычисления логариомовъ непрактиченъ, такъ какъ 
требуетъ кропотливыхъ вычисленій; потому-то для вычисленія логариемовъ и 
употребляютъ боле совершенный методъ безконечныхъ рядовъ. 


881. Ршене неопредленнаго ур-нія ах -|- 5у == с въ цфлыхь числахъ. 
Прим%ръ І. Рюшить ур-ніе 8х -|- 13у = 159. 


| 2 8 | 
Развернувъ отношеніе коэоФищентовъ та въ непрерывную дробь, находимъ 


8 
т 


115 8 


В в Взявъ разность двухъ 





откуда подходящія дроби: ? з 


8 | 
послфднихъ и замътивъ, что — есть приближене нечетнаго порядка, по $ 867 


13 
имфемъ 


8 5 


— 1 — 
Ва ОИ 8Ж8— 13 х 5 = 


Умноживъ обЪ части на — 159, находимъ 
8.(— 8.159)  13.(5 ж 159) = 159. 


| Сравнивая это тождество оъ даннымъ ур-мъ, замъчаемъ, что посдъдНе6 
ед лается тождествомъ, если положить 


== — 8 х 159 = — 1212; у=5 Хх 159 = 795, 


Такова одна пара цълыхъ ръшеній; всё прочія цёлыя рБшенія содержатся 
въ Формулахъ 
= — 1212-13 и у= 795 — 8/. 
Неудобетво этого метода заключается въ томъ, что обыкновенно Формулы 
для 2 и у получаются недостаточно простыя. 
"882. Задачи. 
1. Обратить въ непрерывныя слёдующія дроби: 
ао, 271, 1108. 18921, 0,0241; 0,912912...... 
2. Слъдующія непрерывныя дроби обратить въ простыя: 
Е Е 
3. Обратить въ непрерывныя дроби 


азаа 161% -|- 44% -|- 407 -|- 4а 4-1 т. 


ара т? Ва? -|- 2а7 -- 204 


4. Обратить въ непрерыввыя дроби 


У53; ү65; У310; 7/6; 80,26; УЕ: ана аА 








М2 —1; бара; Ма? —а. 
5. Найти женератрисы слБдующихъ періодич. дробей: 
Е: к ВВ ВВ 
10; 2, 3, 2, 3,...... |; [а В, е, В, в, у.е. | 


090—1); 1, 9(0 —1), 1, 9(0— 1),.... |5100 — 1); 1,0—9,1,9т—-9,1, 0—2, 1, 2п— 2,....} 
6. Выразить въ фори® непрерывныхь дробей корни уравненій: 
10122 — 10765 == — 2783; 278 — 1565-2283 =0; 
2 — ат == 1; 028 — ођх — а == 0. ` 


7. Англійекій ярдъ составляетъ 0,914383 метра. Найти приближевныя отно. 
шенія метра къ ярду. 

8. Экваторальный радіусъ земли — 6377398 метрамъ; ея полярный рәдіусъ == 
26856080 метр. Выразить въ простъйшихъ числахъ отношеніе экваторіальнаго діа- 
метра къ полярному. 


9. Продолжительность тропическаго года (къ которому календарь д. б. возмож- 
во ближе) равна 365,242264 среднимъ солнечнымъ суткамъ. Каковы простЪйшія 
отношенія этого года къ гражцанскому голу въ 365 дней. 


10. По истеченіи сколькихъ лБтъ въ 865 среднихъ солнечныхъ сутокъ нужно 
къ году прибавить одвЪ пли нъеколько сутокъ? 


11. Показать, что 


а ъа а, .. |10; 0, 6, 0, а... |: 


19. Показать, что 
| 22; а, 4а, а, 4а,...| = ура; 


затмъ, показать, зто второе приближевзе отличается отъ истинной величины мене 


508.2 


1 | 99 
«Ёмъ на а отсюда положивъ а—7, показать, что — отличается отъ 
ааа 1)’ А ' 70 


224 1 
ү 2 менфе чћиъ на 15796` 


13. Показать, что третье приближене къ Ма 41 равно 5 (24+ 1). 


883. Историческое примфчане. —Изобрътеніе непрерывныхъ дробей приписы- 
ваютъ лорду Брункеру (1655); онъ напалъ на это открытіе, пытаясь преобразовать 
безконечныя выраженія, ханныя Валлисомъ для площади круга. ЗатЬмъ Гюйенсь 
указалъ примфнен1е непрерывныхъ дробей къ приблизительной зам н® сложвыхъ отно- 
шевій простфйшими. Настоящая теорія непрерывныхъ дробей дана была Эйлеромъ и 
усовершенствована .Латранжемъ, Гауссомь и другими. 


Конец ъ. 
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Прибавление кь глав» ХХХҮІ. 


ТЕОРЕМА: Всякое ирраціональное ур. можеть быть освобождено оть 
радикалов». 


п ,— 

Пусть данное ур. содержить радикаль 2, тдъ = — выражеше, содержа- 
щее неизвЪстныя. Обозначивъ И: буквою = и замфнивъ различныя степени 
т, : 

И степенями =, всегда можемъ привести ур. къ виду ур-нія раціональнаго 


относительно 2. Освободивъ его отъ дробей, получимъ ур. вида: 
А, Аж Аул. чеоне дб 


гд 4,, А,,... не содержатъ РЕ. по могутъ содержать другіе радикалы, Если 25 
здесь окажутся члены съ степенями х — са, большими т, то въ такихъ чае- 
нахъ можно степени 2 сдфлать ниже. Въ самомъ дЪлЪ, пусть имћемъ членъ 
съ 2*, гдЪ Е т; раздъливъ К на т и обозначивъ цфлое число въ частномъ 
буквою 4, а остатокъ ғ, напишемъ: 
Д Ауа Ам" 
Но: 2 == 2", откуда: 2" = 21; елђд. 
Ака = Ду 21 а 

гд ~ < т, а коэффищенть при 2” не содержитъ радикала рғ. | 

и такимъ образомъ всф степени =, въ которыхъ показатели 5т, 
и собравъ члены съ одинаковыми степенями =, получимъ ур. 


4,4- 4,2-4,2 -- .-.. „| Ана" -1—=0....(2). 
Умножая это ур. сначала на х, потомъ на 2°...., на 2" –!, и понижая 
каждый разъ степени 2, высшія или равныя т-0й, получимъ т -— 1 ур-ній: 


Аз -- А, < -|- А, --. | 4» —12=0 
4,2% А, 2% --А, 2 4-. аем в: 
4% -1-- Дај Аг... . А120" 


Эти ур-нія, вмфетъ со (2), даютъ систему т уравневій съ ж — 1 количе- 
ствами: 2, 2*, 2°...., 2"-!, которыя и можно исключить изъ этой систе- 
мы; въ результат исключевія получится одно ур., не содержащее буквы х, 


т.-е. свободное отъ радикала у: 2. 
Примъръ. Освободить отъ радикаловъ 


а45р а – 022—0 
з ,— г 
Положивъ Уд — м, и сл. /2*— из, найдемъ 


Помноживъ сперва на и, потомъ на и?, получимъ: 


ам | 5и? — 2и = 0 
ам? | 5и — 21 0. 


Эя. Е: 5 


ИТЕ ТТ $ ам ом 4 5 ег Па ња Ш РТУ "ПО С а 2 





сибе. о раа О О С ЕС 5 ое 
вобожденіе ур-нія (2) отъ ` родивааовь я можно ‘еще СЯ 
00% его части на полиномъ аке те 
В, Е В,2-- Вул... лас АВЫ ат ть, 

‚ коэффишенты на время оставляемъ Баат Умножеше даетъ 
> 4, Ву -- (4, В, Е В А,)=--. 2 са: а 
Понизить степени. =, тд они 5 т, получихь се а анея б 
Еван со. о 

С... „суть 1-й аР" Р коеффинентовъ Р. позы 
енностью послъднихъ, полагаемъ — 

ый ра АХ бы: —0 
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